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RESUMEN

La proyeccion de Gauss-Schreiber genera un tipo de coordenadas isométricas rectangulares que
permiten representar en forma continua un sector terrestre de extension NS incluyendo los polos.
Cuando las mismas son aplicadas en polinomios armoénicos, posibilitan el mapeo 6ptimo de regiones
gue son inviables para otras variables habitualmente utilizadas, como por ejemplo de Mercator o
estereograficas. En este trabajo se presenta en forma detallada el desarrollo del polinomio en
coordenadas Gauss-Schreiber y un algoritmo para la optimizacion de la proyeccion segun la tesis de
Chebyshov-Gravé. El resultado es practico y permite reemplazar el uso de coordenadas polares
estereograficas.

PALABRAS CLAVE: Polinomios armonicos; tesis de Chebyshov; Gauss-Schreiber; optimizacion;
proyecciones conformes.

INTRODUCCION

Los polinomios son la solucibn mas frecuente a los problemas de optimizacion de
proyecciones cartograficas. Un polinomio arménico conforme es una funcién analitica de
variables complejas isométricas. Si una regiéon que interesa representar incluye regiones
polares y cercanas al ecuador este mapeo so6lo es posible hacerlo a través de coordenadas
tipo Mercator transversa siendo imposible en variables de Mercator o estereogréficas. Esto
es propio el continente americano y es especialmente de interés en el caso argentino
donde la nueva normativa exige representar en forma continua el sector continental
americano y antartico.

Las formulas de la proyeccion Mercator transversa, tanto exactas como en series, son
complejas para ser utilizadas como variables intermedias y dificultan tanto el proceso de
optimizacién como el uso practico en polinomios. Gauss-Schreiber es otra proyeccion de
tipo cilindrica transversa cuyo desarrollo de férmulas es muy sencillo. La diferencia de
Gauss-Schreiber respecto de Gauss-Kriiger, es que la alteracion de escala no es constante
en el meridiano de la proyeccién, pero comparten en forma aproximada el domino posible
de representacion.

Resolviendo singularidades en los polos la proyeccion de Gauss-Schreiber puede abarcar
una extension NS [—7[/2,7112] y EW (—ﬂ'ﬂ'] exceptuando el caso en que la coordenada

Este isométrica tiende a infinito. Gauss-Schreiber, a diferencia de la proyeccion
estereografica, no requiere de la rotacién de una esfera conforme para adecuar su origen a
una region determinada, es suficiente con modificar el valor de longitud 4, .

La principal ventaja de los polinomios armdénicos sobre los sistemas de proyecciones
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tradicionales en fajas, es que pueden representar una regién con continuidad topolégica de
Tabla 1.- Nomenclatura

Latitud geodésica.

Longitud geodésica.

Latitud conforme, ver Tabla A3.

Latitud isométrica.

Semieje mayor del elipsoide de revolucion.

Aplastamiento primero del elipsoide.

Aplastamiento tercero del elipsoide, cuando se indique.

Excentricidad primera del elipsoide.

Elipsoide terrestre de revolucion con semieje mayor a Yy aplastamiento f .

Radio normal principal sobre el elipsoide.

Radio de paralelo sobre el elipsoide.

o Alteracion de escala local sobre una proyeccion conforme.

gd Funcién de Gudermann.

lam Funcion de Lambert o anti-gudermanniana.

arg(x+iy) Argumentoo fase de un nimero complejo, similar a atan 2(y, x) .

a,f

T M®S =D O N S

—

i, j,k,n,N  Numero entero.
i NUmero imaginario, i* =—1.

forma 6ptima. Por 6ptimo nos referimos a la minimizacién de un cierto valor de energia, o
distorsion, sobre un determinado territorio de interés. Chebyshov (1856) propuso que la
variacion de la escala es minima cuando el valor In o es constante sobre el contorno de la
region, es decir cuando una curva de igual alteracion de escala coincide con la figura del
territorio. Esta proposicion fue demostrada por Gravé (1896a) quien la relaciond con el
problema de Dirichlet. Debemos resolver entonces la ecuacion de Laplace sobre un

dominio Q, tal que V?Inu =0 sujeto a In(,u/rLQ =const; pero no es u, la funcién que
buscamos sino una funcién y+ix= f(q+i/”t), también arménica, tal que u = |alf|. En la

Tabla 1 se explica parte de la simbologia utilizada. Todos los mapas arménicos tienen la
propiedad de hacer minima cierta medida de distorsién en una region, Grafarend (2005)
generalizé este concepto en las proyecciones cartograficas, utilizando coordenadas
isométricas de tipo Mercator y no isométricas.

Este trabajo es una adecuacidon del trabajo "Optimal conformal map projections..."
(Orihuela, 2015) donde fue publicado el desarrollo de las férmulas y las notas sobre
optimizacién de proyecciones cartograficas. En las siguientes secciones se expone la
formulacion explicita de la proyeccion conforme mediante polinomios arménicos y un
algoritmo que permite encontrar los coeficientes 6ptimos seguin la proposicion de
Chebyshov. Se resolvio, a modo de ejemplo, el mapa bicontinetal de la Republica
Argentina.
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POLINOMIOS ARMONICOS EN COORDENADAS GAUSS-SCHREIBER

Las coordenadas Gauss-Schreiber surgen de la continuacién analitica, desde P a X, de
la funcién de Gudermann respecto a las variables q y A . Denotaremos estas coordenadas
Tabla 2.- Coordenadas Gauss-Schreiber

gdg=lam™q= J':sechqd q= 2arctan(eq)—7r/2,

lam y =gd ™ y = J'Olsec;(d;( = Intan(#/4 + y/2),
E+in=gd(q+i(A-4,)), n+i&=lam(A-4,+iq).
Separando parte imaginaria y parte real:

& = arctan(sec(A — 4, )senh q) = arctan(sec(A — 4, )tan y),

n = arctanh(sen(1 — A, )sechq) = arctanh(sen(1 — 4, )cos ),
redefinimos & y n para todo el dominio de y como:

_ [arg(cos(A — 4, )+itan ) si|y| = 2,
s = X Si|;(| = 7l2.

n = arctanh(sen(A — 4, )cos y ).

como ¢ y n, relacionando & con Norte y  con Este en el plano cartesiano. Adaptando la
férmula transcrita por Schreiber (1866, p.12):

E+in=gd(g+i(A-1,))

La separacion de parte real y parte imaginaria se detalla en la Tabla 2. Ahora
consideramos un domino rectangular acotado ¥ sobre el plano &, y una funcién de

mapeo definidaen WV :
y+ix = f(v+iu),
donde

v=a(é-&) u=an,

siendo « un factor de normalizacién de tal modo que {« € P,Ha(f —fol <1,|a77| <1]\P}. La
funcion f es arménica y conforme, con excepcion de dos puntos singulares donde
|¢| = |;(| = |§| = /2. Desde el punto de vista practico, estas singularidades son evitables y no

impiden la representacion completa del domino ¥ .
Luego, f puede ser expresada en series de potencias como un polinomio arménico:
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y+ix=>(a, +ib, (v +iu)".

n=1

Separando las partes real e imaginaria, los valores X e y estan determinados por las
expresiones bien conocidas:

Caso asimétrico respecto de A, :

y=>aPk, x=>aQ,. @

El desarrollo de estas formulas se encuentra en Kaltsikis (1989), Bugayevsky y Snyder
(1995) y Pedzich (2005) entre otros. Kaltsikis (1989, p. 22) da crédito a Morozow por la
importante formula recursiva para encontrar los valores P, y Q, :

I:)m-l = VPn _uQn’ Qn+1 = UPn +VQn’

siendo P, =1,Q,=0,FP, =v,Q, =u.
Completamos esta seccién con la formulacién explicita de la proyeccion cartografica en
funcion de los polinomios armonicos.

Transformacion directa

N=N,+k,-a-y, E=E;+k,-a-Xx, 3)

donde N, y E, son el "Falso Norte" y "Falso Este" respectivamente, a el semieje mayor
del elipsoide de revolucién y k, el factor de compensacion de escala; usualmente k, =1.
Los valores y,x se calculan con (1) o (2).

Convergencia de meridianos

El angulo de convergencia, en sentido contrario a las agujas del reloj, se calcula como

0,y
tany =—2L. (@4
14 0. (4)

El desarrollo de las derivadas 0,y y 0,X se encuentra en la Tabla 3.

Factor de alteracién de escala
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donde:

o=l u=0@x)+@,y), r=Ryl|, coss. 6)

Tabla 3.- Expansion de las derivadas de los polinomios Y, X respecto de A

oy <[ P Q) X _<n( Q. . P
Fr[a ) Genfa e
@, _oR0c Pon 00, 2,06 29,0

oA 0E0A On oA oA  OF 04 on oA

Fo - B - g h-11 O =—%=anQn_1,

o0& on o on

06 _ tangsen(A-4,)  On _  cosycos(A—2,)
oA tan’x +cost(A—2,) 04  1—(cosysen(A—4,)]

La notacion del radio de curvatura normal RN|1f indica que esta evaluado con un valor de

a=1, esto es necesario al introducir el término a en las expresiones N y E en (3).
Transformacién inversa

Por Newton-Raphson, las variables &, pueden ser calculadas iterando en forma conjunta:

=y o) ~txoyy), - o )oy) (v,
0.y}, 10,%), -0,y -lox), ™ Tlovy), -lo,x), ~(0,y), -(0.x),

La deduccién de esta féormula puede verse, por ejemplo, en Ipbuker y Bildirici (2002). Para
obtener una exactitud micrométrica en forma rapida se requieren de buenos valores de &,n
en la iteracion inicial, ya que la convergencia en la reversion de coordenadas por Newton-
Raphson suele ser pobre. Pero, conociendo la funcién directa se puede construir un
polinomio arménico tal que

Sk =Skt

™

<>

N
+ild = (a; +ib Ny +ix)", ®

n=1

luego, los primeros valores de &,n7 en (7) son:
§|0 =Vla+¢&,, 77|0 =0/a.

Los detalles para calcular los coeficientes de (8) estan dados en la Tabla A2 y la
conversion de coordenadas &,n a y,A enla Tabla 4.
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NOTAS SOBRE EL PROBLEMA FUNDAMENTAL DE LA CARTOGRAFIA

La construccion de proyecciones 6ptimas es el problema fundamental de la Cartografia
(Gravé, 1896). Segun la tesis de Chebyshov-Gravé, dada una regién cerrada y
simplemente conexa Q, la variacion de la distorsion dentro de Q generada por una
representacion conforme, es minima cuando la medida de alteracion de escala Inc es
constante sobre su

Tabla 4.- Expansion de las derivadas de los polinomios Y, X respecto de A

Teniendo en cuenta lo expuesto en la Tabla 2,
lam(£ +in)=q+i(A—24,), gdnp+i&)=A-2,+iq.
Separando parte imaginaria y parte real,
tanh g =sen&sechn, sen y =sen&sechn,

tan(4 — A, )=sec&senhn, x =arcsen(sen&sechn).
arg(cos& +isenhn) si|é| = n/2,
A=2y = (sgn 17)77/2 Si |§| =a2an #0,
0 Si|§| =a2An =0.

contorno, 0Q. Decimos que la funcion de mapeo que cumple con la proposicion de
Chebyshov es 6ptima en el sentido que minimiza la variacion de energia, dada por la
medida local Ino dentro de Q. La solucién a esta proposicion es una funcién arménica en
variables isométricas que resuelve el problema de Dirichlet y que dentro de Q tiene las
siguientes propiedades remarcables:

» El promedio de la medida de distorsion (In 0-)2 es minimo (Weber, 1867).

» El promedio del valor de curvatura de las lineas geodésicas proyectadas es minimo
(Eisenlohr, 1870).

» El promedio del gradiente de la medida de distorsion Vino es minimo (Darboux,
1911).

> El coeficiente entre el supremo e infimo de la medida de distorsién Ino,/Inoc, es
minimo (Milnor, 1969).

El primer caso se cumple Unicamente para un determinado valor constante de distorsion
sobre el contorno y esta relacionada con el principio de energia minima de las funciones
gue satisfacen la ecuacion de Laplace. Grafarend (2005) hace un estudio extensivo de esta
propiedad en los mapas armdnicos. En los otros tres casos, el valor constante de distorsion
sobre el contorno es arbitrario, pero estan basados también en propiedades bien conocidas
de las funciones arménicas que resuelven un BVP. Tomemos el tercer caso, si imaginamos
a la funcién In 0(5,77) como una superficie, la misma es la clpula concava de menor

curvatura posible que esta debajo de Q, esto esta vinculado con el problema de superficie
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minima. Se pueden hacer muchos comentarios interesantes acerca de la proposicién de
Chebyshov, para una aproximacién formal de sus cualidades matematicas nos referimos a
Bermejo y Otero (2005) donde ademas se aborda problema de la optimizacion.

Al hacer minimo cierto valor local de distorsion aplicado en una regién dada, entonces este
valor sera constante sobre su contorno. Aunque lo inverso no siempre se cumple. La tesis
de Chebyshov asegura que la variacion de escala es minima pero no que el promedio de la
distorsion sea un minimo en Q. Retornemos al ejemplo de la superficie In 0(5,77), Si
variamos su posicién en altura a lo largo de un eje z imaginario, se sigue cumpliendo la
condicién de que el valor de distorsibn se mantiene constante en 0Q, siendo ahora

z|m =In o-|(,{2 +1Ink, . Una posicion en altura determinada hara que en promedio los valores

de z sobre la clupula sea minimo. El problema entonces se reduce a encontrar el valor k,

que hace cumplir esa condicién. Como veremos luego en la proxima seccién, encontrar el
valor 6ptimo de k, es muy simple.

Muchos autores directamente minimizan la distorsion de escala en el interior de Q,
utilizando diferentes medidas, asumiendo correctamente que en consecuencia o sera
aproximadamente constante sobre el contorno y la variacion de escala minima. Reilly
(1973), por ejemplo, aplicé el siguiente criterio para optimizar la representacion de Nueva
Zelanda,

1
XJ-(G—l)Z dA= m(iln ,

Q

el cual es equivalente al criterio seguido por Weber (1867)
1 2
—|(no) dA=min.
Ai( ) T

El primero utiliza la medida de distorsion ¢ —1 propuesta por Airy, el segundo la medida
Inc que llamaremos de Chebyshov. La medidas con escala lineal y logaritmica se
distinguen esencialmente en la contribucién o peso que tiene la alteracién de escala
calculada sobre un determinado sector infinitesimal. La medida de Airy otorga mayor peso
a las distorsiones mas grandes que la medida de Chebyshov. La distorsién es la proporcién
entre dos valores infinitesimales de distancia y por lo tanto es mas adecuada la escala
logaritmica que ademas conduce a la tesis de variacién minima de Chebyshov. Aunque el
resultado de la optimizacién cambia en forma significativa sélo en regiones grandes.

LA CONSTRUCCION DEL POLINOMIO PARA LA PROYECCION OPTIMA

Las técnicas mas frecuentes en la bisqueda polinomios para proyecciones éptimas son
dos: minimizar cierta norma de energia dentro de Q y aproximar una funcién para que el
valor de alteracion de escala se constante sobre el contorno 6Q2. Como aplicacion del
primer criterio a casos practicos, podriamos citar los trabajos de Reilly (1973), Frankich
(1982) y Tutic (2009). La tesis de Chebyshov puede ser abordada aproximando el contorno
con poligonos regulares Snyder (1984). En casos de contornos complejos, mediante

7
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minimos cuadrados (Gonzalez-Lopez, 1995), método de asignacion inversa (Nestorov,
1997) y calculando en forma indirecta los coeficientes, a través de la convergencia de
meridianos, teniendo en cuenta las condiciones de integracion de la ecuacion de Laplace.
(Pedzich, 2005) hace una descripcidn del Gltimo método y da crédito por su desarrollo a
Bugayevsky, cuyo trabajo es resefiado en Vakhrameyeva et al. (1986) y Bugayevsky y
Snyder (1995). Esta técnica fue deducida también en forma independiente por Frankich
(1982) quien resolvié un caso practico para Canada.

Aplicaremos la tesis de Chebyshov para resolver nuestro problema. No es trivial
representar la convergencia de meridianos en términos de coordenadas Gauss-Schreiber,
por lo que buscaremos los coeficientes del polinomio arménico mediante minimos
cuadrados. Deberiamos agregar como restricciones a nuestro problema que la
convergencia de meridianos en el origen sea 0 para preservar la orientacion NS y que el
promedio de las distorsiones sea un minimo, tal como hace Gonzalez-Lépez (1995). Sin
embargo, esto no es necesario ya que los coeficientes de un polinomio arménico son
facilmente corregibles a través de una rotacion y un cambio de escala:

a ~(cosy, —seny, ) a
=g | T ol @
b, seny, cosy, )b,
donde k, es un valor que optimiza la alteracién de escala en Q y y, es la convergencia
de meridianos en el centro de la proyeccion.

Una de las condiciones que se deben cumplir al aproximar cierta funcién a un contorno 6Q
es que laregién Q debe ser simplemente conexa, algo que no siempre ocurre en los casos
practicos. Ademas, al optimizar un polinomio arménico en regiones fuertemente concavas
las curvas de alteracion de escala dejan de ser suaves cerca del contorno, irrumpiendo
dentro de Q. Este efecto es facilmente visible con polinomios de grado alto. Abordamos
estos dos problemas, con una solucién obvia pero efectiva, creando la envolvente convexa
0Q, de Q que serd nuestro contorno de referencia para crear la proyeccion de

Chebyshov-Gravé. Tomando como ejemplo Nueva Zelanda, se ilustra en la Fig. 1 la
separacion de regiones. Al ser una solucion aproximada, el término proyeccién de bajo
error es mas apropiado que proyeccion Optima, pero en la practica pueden ser
considerados como sin6nimos.

En resumen, se propone el siguiente algoritmo para crear la proyeccién conforme mediante
polinomios arménicos en términos de &,1:

Transformar la region de interés Q en coordenadas &,n7 en un elipsoide E, | .

Delimitar la regién rectangular ¥ que envuelva Q.
Crear la envolvente convexa 0€, .

Hacer la muestra regular de puntos en 0Q2,, Q y V.

o > wnh e

Calcular los coeficientes del polinomio tal que In <7|6(2 =0.
k
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6. Actualizar los coeficientes con los valores k, y 7, calculados.
7. Calcular los coeficientes del polinomio inverso con la muestra de puntos en V.

Figura 1.- Separacion de regiones para el estudio, Q =Q, UQ, U...UQ_

Célculo de los coeficientes

Retornamos al polinomio

y= i(ﬁn P, —BnQn), X = ZN:(énQn + Bn Pn) (10)

n=1 n=1

La funcién anterior da una medida de alteracion de escala, imponemos la condicién o =1
sobre el contorno, es decir

_ H _
Ino-|an = [In ?} =0.
an

De acuerdo a la expresion (6) podemos omitir laraizen u y r y plantear

~ —Inr?
OQk

In

o =0

R

gue nos permite enunciar la ecuacion que se debe cumplir sobre el contorno, a través de la
cual resolveremos el problema no lineal por minimos cuadrados:

f=u’-r>=0. (11)

No es necesario que o esté en funcién de &,;7 ya que conocemos también ¢,A de cada
punto, pero para completar el conjunto de férmulas que dependen de las coordenadas
Gauss-Schreiber 0(5,7]), esta desarrollado en la Tabla A4.
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Buscaremos los coeficientes &, y Bn de (10), u es calculado como (6) y teniendo en
cuenta lo expresado en la Tabla Al, la funcién (11) puede ser linealizada como

Nfof . of o
f-z 2 —I‘2+ —-Aa +—AAb z0,
J H ‘o é[aén n 6bn n} j

donde j indica un punto determinado sobre 6Q,. Reordenando el sistema, separando

términos independientes en el vector U y coeficientes de las incognitas en JAX llegamos a
la forma matricial

JAX = U, (12)

donde J es la matriz jacobiana. El vector AX se calcula en forma iterativa como
Ax=(373) 3"y,
donde ( )+ es la pseudoinversa de Moore-Penrose. El contenido de los vectores y la matriz

se detalla en la Tabla Al. Se puede tomar &, =b, =1 para comenzar la iteracion.

~

Célculo del valor 6ptimo de k,

Tenemos ahora la funcién preliminar (10) que da un cierta funcién de escala o, de
acuerdo a lo ya mencionado, debemos buscar un valor escalar constante tal que k,o

tenga un valor 6ptimo en Q. En un mapa conforme, dada una muestra finita de puntos
sobre la superficie, se pueden considerar dos objetivos para minimizar la distorsion:

. El promedio de la alteracién de escala es minimo (Weber, 1867).
. El valor maximo de alteracién de escala es minimo (Tissot, 1879).

Si la funcién cumple con la tesis de Chebyshov-Gravé en 0C), estos criterios deben
coincidir. No es nuestro caso ya que aplicamos la proposiciéon de Chebyshov sobre 0Q, y

ademas, todo polinomio armoénico de grado finito es una solucién aproximada al problema
de valores de contorno. Por lo tanto, k, debe compensar la distorsién producida en el

mapa y se pueden considerar los dos criterios al mismo tiempo casos calculando k, como

la media geométrica de los factores de escala 6ptimos de cada criterio, k, y ;.
Para el primer caso, el valor éptimo (ver Orihuela, 2010) esta dada por:

%imz(kwa)dA = min,

siendo k,, un valor constante,

10
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K, :exp(%ZIn O-iAAiJ' (13)

donde A:Z“QAAi y AA es el peso o contribucion del elemento i sobre Q. Este peso

esta relacionado con la superficie infinitesimal asignada a cada punto que se puede
calcular en forma casi exacta como esta descrito en Tutic (2009, p. 58). En una muestra de

puntos regular y relativamente densa, requerimos sélo un valor aproximado AA que puede

ser la inversa del producto de la distorsién de escala en cada eje, por ejemplo, en la
proyeccion plate carrée, AA =1xcos¢ . Por analogia a la proyeccion de Mercator en la

esfera, podemos calcular en forma aproximada la medida de distorsiéon local en la
proyeccion Gauss-Schreiber como funcién de n, de tal modo que

AA =sech’7,.
El criterio de Tissot puede expresarse como
maxlnz(kTG)= min.
Q
Al compensar los coeficientes de distorsion extremos, el factor de escala kT esta en
funcién del méximo y el minimo valor de o . Siendo
0, =maxo, O;=mino,
Q Q
por lo tanto

kZ= - (14)
0,0,

De un modo empirico, el valor del factor de escala 6ptimo es la media geométrica
ponderada de K; y ki, :

A~

ko = (ke k2 J°. @s)

Actualizacion de coeficientes

Resta calcular la correccidon de la orientacion mediante el valor de la convergencia de
meridianos evaluada en el origen de coordenadas, segun la formula (4)

tany, = g‘y :
A

x>

0

Los coeficientes finales del polinomio se actualizan segun lo mencionado en (9)

11
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W

a,= Izo(cos;?oén —seny,b, ) b, = Izo(sen 7o, +cos;?06n)

CASO DE ESTUDIO

Figura 2.- Sectores continental y antartico de la Argentina en un polinomio de grado 4. Curvas de distorsion
cada 5 en escala lineal.

Para el mapa de Argentina bicontinental, se utilizaron los valores 4, = —-60°, &, =-40°,
=07 y un dominio ¥ donde —-0.952<¢-¢£,<0.398 y -0.322<1n<0.453. Se

considerd el elipsoide de revolucion GRS80 para resolver los casos.
La cuantificacién de la distorsion sobre Q se toma con referencia a la unidad, mediante la
siguiente funcion definida de un modo informal:

m-1 sim=>1,
kscm = .
1/m-1 sim<1.

12
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2
PO

K|, = maxkscm,

Tabla 5.- Coeficientes del polinomio arménico de grado 4, Argentina bicontinental
Pol. directo Pol. inverso
gr. a, x10° b, x10° a/ x10° by x10°
1 1409525 0 709485 -8
2 27489 13181 -9502 -5088
3 57742 -75303 -13893 20567
4 -16465 -6813 5034 4710

_ 1
K, =KZQ:kscmiA/\,

donde AA y A son los mismos de (13) y m es el factor de escala definido en (5) con
k, =1. Se toman las unidades partes por mil (ppt) para medir la distorsion.

En la tabla 5 estan dados los coeficientes para un polinomio de grado 4 que corresponde al
mapa de la Fig. 2, con valores de distorsion 1<2|Q =25y IZ‘Q =6. Los coeficientes se

publican Gnicamente para propdésitos de prueba e ilustrar resultados.
Los resultados cambian en forma significativa al variar A, &,, los criterios para calcular k,

y el grado del polinomio (N ). Cualquier adecuacion de los parametros de una proyeccion
cartografica requiere de objetivos precisos en términos de restricciones y calidad buscada y
no hay una forma singular de resolver esta cuestion.

CONCLUSIONES

Los polinomios en términos de coordenadas Gauss-Schreiber son una herramienta efectiva
para representar regiones con extension NS en forma 6ptima. Fue presentado el desarrollo
explicito de las féormulas involucradas para el mapeo conforme directo e inverso y un
algoritmo para optimizar la proyeccion segun la tesis de Chebyshov-Gravé. Para resolver el
problema de la optimizacién es suficiente con imponer la condicion o =1 sobre la
envolvente convexa de la regién de interés Q. La compensacién de la alteracién de escala
puede se resuelta combinando los criterios de Tissot y Weber y actualizando los
coeficientes de polinomio sin introducir restricciones adicionales en el problema.

Como fue remarcado, las variables isométricas Gauss-Schreiber permiten representar
regiones donde es inviable la utilizacién de coordenadas Mercator o estereograficas.
Ademas, su uso en polinomios puede ser sistematizado para representar zonas cercanas a
las polos pudiendo reemplazar a la proyeccidn estereografica. Es intencion de este trabajo
mostrar que es posible resolver la mayoria de los casos de optimizacién utilizando
Unicamente coordenadas rectangulares de Mercator o de Gauss-Schreiber, reduciendo la

13
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complejidad de las férmulas necesarias para la implemetacion de los polinomios
conformes.
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APENDICE

Tabla Al.- Ensamblado del sistema matricial para resolver el problema de contorno

Comenzando con

. 2 2 N af ~ af n -
fj N{:u ‘O_r +Zn=l[5_§n.Aa”+a_6n‘Ab”J:|. ~0|
J

siendo

oa, 04, ob,  ob,
o(wt) _oyom ,oxaQ,  o(w) _ oxom oy aQ
04, 0A 04 0A OA’ ob, oA 04 OA OA
Las derivadas se expanden en la Tabla 3. Finalmente, el sistema de matrices resulta:
o, o o
A&, 04, ob, 04, ob,
~ 2 2
A, o, o, A reul),
Ax=| 1 |, J=| 0& b da, ob, |, u= : ,
A4 : : : : : 2_ 2
! [r 1 H,-
Ab, of, of, of o
&4 ob 04,  oh,

donde r es evaluado en un elipsoide con a=1y u? . indica que u es evaluado con valores

a,,b, de la iteracion previa, lo mismo que J.
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Tabla A2.- Ensamblado del sistema matricial para calcular los coeficientes de la reversion de coordenadas

Siendo

J+i0 = Z:‘zl(a; +iby ) (y +ix)",

0= (aR-bQ) =v(yx), 0= 30 (@ +biR) = u(y,X),
donde

Pra= YR —xQp, Q= xR+ YQy.

Se debe cumplir que

o

f ~ V(y’ X)|0 +Z:‘=1[aa
N[ O

g~u(y.x), +an1[ -

,X)Aa;

;v(y X) an+a n
’ a ’ -

u(y,x)Aan+ab'u(y,x)Abnj—U—O,

!
n n

i, v(y,x)Abgj—V =0,

siendo

5f ’ af ] ag —_ r ag —_ ’
-— = P ] = - ne - ne - Pnl
oa, " ob Q oa, Q ob,

La primera proposicion es expresada como
f2v(y.x)|, + 2 (PiAa, —QAb, )~ 7 =0,
g=u(y, x)‘0 +Z:‘:1(Q;Aa; +P/Ab; ) -0 =0.

Finalmente, el sistema AX = (JTJ)+ J'u se ensambla como sigue,

Aa{ P |1|1 —Q l1|1 P'y |1 —Q’y |1
Ab/ Q '1|1 P |1|1 Q'y |1 Py |1
PO T A
Aay, Pl1|j _Q|1|j PIN|J' _QIN|J-
Aby, Qy, P, Q] Py,
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Tabla A3.- Latitud conforme Y

x=¢+21,9,5en(2jp)

2 , 4 5 82 , 32 5 4642 ,
g, =—2n+—-n"+—n"——n"+—n"+——n
3 3 45 45 4725

5, 16 , 13 , 904 . 1522
g,=—n"-=—=n’-—=—n*+=—n"-—-=n",
3 15 9 315 945

g _ 263,38
15 21

112686

8
+ —
5 2835

_1237 , 12 o 24832

94~ 530 5 14175

734 . 109598
Js =— n° + n
315 31185

444337
g,=————n".
155925

s _

¢=x+2,9i5en(2i7)

gl'=2n—gn2—2n3+%n“+§n5——2854n6
3 45 45 675

., 1, 8 4 227 , 2704 5 2323

g,=_-N"——n"— n" + n’+ n°,
3 5 45 315 945

. 56 , 136 , 1262 . 73814 ,

gi=—n*-—"—n'- n®+ n
15 35 105 2835

, 4279 n4_332 n5_399572 e

94 =530 35 14175
. 4174 144838
gs = n° — n°,
315 6237
g,__601676n6
® 22275

El término n es el aplastamiento tercero del elipsoide de revolucién:
_ f
2—f
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o I

Tabla A4.- 0 en términos de &,1 .

o %, u=y(0,x)+(8,y),

las derivadas parciales se calculan como en la Tabla 3 reemplazando

ae _st (1-5%)(1+1%)

) 1+ %2 ’
on (1—sZX1+tﬁ
on 1+ s%t?

s=sen¢sechn, t =sec&senhn.

El término r debe ser reemplazado por

rl =v1-s (1+ij RjSZj),

R, =-2n-4n’-6n°-8n*-10n° -12n°,
==§§n2+1§§n34-452n4+1192n5+2702n€

R
23 3 3 3 3
R3:__244ng__19768n4__34828nf,__416608n6,
5 45 15 45
99122 , 431216 . 9494152
R4= n + n" + n-,
315 105 315
138916 , 539479016
R =— n°— n°,
63 14175
__849515764n6
® 51975 ’
donde n:L.
2 f
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