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Introduccién

Geometria Descriptiva: su objeto.- La Gecmetria
sriptiva es la ciencia que, mediante el dibujo lineal, resuelve
‘icamente problemas de caracter analitico.

Si se desea realizar un estudio sistematico de esta ciencia,
menester distinguir dos aspectos: tedricc y practico. Por

almente el método cientifico de que se vale la Geometria
criptiva, a la par que, en la faz practica, se abocara a la
lucién de innumerables problemas propios de la misma.

La Geometria Descriptiva no es una ciencia auténoma,
landose en relacién de dependencia con otras, por cuanto integra
capitulo, por cierto importante, de las ciencias matematicas.

clidiana, como asimismo® el campo de estudio en el cual se
arrolla, estan estrechamente ligados a los procesos matematicos,

gon la particularidad de que prescinde, en lo posible, del riguroso
lenguaje que caracteriza a los mismos. En este ultimo aspecto, la
Q‘incipal y casi tnica fuente de recursos de que se vale la Geometria
t‘”ériptiva en sus estudios; es el dibujo lineal, fuente esta  -por
ra parte- propia del método grafico. "

' Aunque mAs no sea sintéticamente y a los efectos de una
' yor ilustracion haremos, a continuacién una breve resefia histérica

la evolucién de esta rama del conocimiento cientifico.



4 Geometria Descriptiva

El origen de la Geometria Descriptiva como ciencia es

. consecuencia de ese gran movimiento intelectual y renovador, llamado

: Rénacimiento, que significé una reaccién contra los métodos y
sistemas hasta aquel entonces imperantes.

Merced al Renacimiento, la investigacién cientifica, ins-
pirada principalmente en las ideas del filésofo inglés R. BACON
(1210-1294 d4.J.C.), se transformdé evolucionando en forma inusitada.
Es asi entonces que, en particular, las ciencias matemdticas se
multiplicaron, desarrollandose ramas, como la Geometria Analitica,
hasta entonces sélo estudiadas en forma incipiente por las
civilizaciones antiguas (principalmente egipcia y griega), vy
surgiendo nuevas, como el Calculo Diferencial e Integral, que se
erigieron en inapreciables auxiliares de las ciencias fisico-natu-
rales, entonces también en profunda evolucién.

La Geometria Analitica, cuyos estudios adquieren inusitado
esplendor a partir de los trabajos realizados por R. DESCARTES

(1596-1650 d.J.C.), y el Caliculo Diferencial e integral, de quien-

I. NEWTON (1643-1727) y G. LEIBNITZ '(1646-1716)  fueron .sus
principales precursores, solucionaron en forma analitica problemas
hasta entonces desconocidos y de gran importancia practica,
contribuyendo asi al progreso de las ciencias fisico-naturales y
del conocimiento cientifico y técnico; pefo, al llevarse a 1la
practica estas soluciones se aprecidé la necesidad imperiosa de idear
un método que, en forma réapida, grafica y expeditiva, resultara
eficaz para la solucién de tales problemas, necésidad que también
se manifesté en el campo artistico, que paralelamente habia
experimentado una sensible evolucién. Asi, por ejemplo, los
artistas -especialmente los pintores- al tener que representar una
forma cualquier tridimensional -como ser una figura humana- sobre
un plano -que solamente posee dos dimensiones- encontraban grandes
dificultades técnicas de representacién; pero, a fin de obviar estos
inconvenientes, idearon un sistema de representacién , llamado
perspectiva, que les facilitd esa tarea.

Primitivamente, la perspectiva se realizaba colocando un
vidrio entre el ojo: del observador y el objeto a representar;
entonces, unidos cada punto de éste y el ojo del observador era
*pbsible obtener Ilineas rectas que, al 1ntarceptaf el wvidrio
interpuesto, determinaban asi puntos imAgenes de aquellas formas,
que unidos entre si daban por resultado la representacién buscada
de la forma objeto dada.

Introduccioén 5

Paulatinamente se determinaron relaciones entre las formas
eto y sus imagenes; pronto fue posible extraer conclusiones sin
,.r aquellas presentes, mas como los resultados obtenidos
lultaban complicados y como no siempre era posible representar en
repectiva formas de dificil contorno, como ser una pieza de
quina, un edificio, © en general cuerpos de dimensiones irregu-
Ares, se pensé en idear otros métodos de representacidén que
*ﬁcilitaran 1a relacién entre objeto e imagen. Surgieron asi
“lversos métodos de representacién que contribuyeron a sistematizar
‘blta ciencia y que, en detalle, se estudian en la presente obra.
Ello no obstante y a modo de presentacioén en el capitulo siguiente,
ge analiza en forma elemental el contenido de los principales métodos
de representacién utilizados por: la Geometria Descriptiva. sin
embargo, ha correspondido al célebre matematico francés GASPAR MONGE
(1746-1812) idear. un método de representac1on de las formas y
cuerpos, basado en reglas matemétlcas graficas, que hlZO posible
r.presentar las mlsmas en un plano, cualesquiera fueran sus
dimens1ones, y ademas reunir todos los conocimientos dispersos, por
quel entonces, formar con ellos un verdadero cuerpo de doctrina y
efear la Geometria Descrlptlva tal cual se estudla en los tilempos’
modernos .
i Y\a anteriormente, DESARGUES, CAVALLIERI, CATALAN y FRENET,
entre otros, habian demostrado la completa armonia existente entre
las reglas del métodos grafico y los principios de la Geometria,
ahora era MONGE quien hacia posible que la Geometria Descriptiva
alcanzara el rango de ciencia autdnoma.

s Importancia de la aplicacién de la tecnica.- Los
conocimientos que la Geometria Descriptiva le propoifiona al técnico
determinan que sea esta ciencia un elemento de incalculable valor
y auxiliar preciado para el mismo. La Geometria Descriptiva tiene
por objeto representar sobre un plano formas tridimensionales; es
decir, reunir en una figura plana todos 1los elemqntos necesarios
para hacer conocer la forma y posicién en el espacio de una figura
de tres dimensiones. Es evidente entonces que todas las operaciones
que se hagan sobre esta especie de imagen, responderan a la gque se
hubiera ejecutado sobre la figura de tres dimensiones en el espacio.
De aqui la inmensa ventaja de poder resolver los problemas de tres
dimensiones por medio de operaciones en un plano, sobre una simple

hoja de papel.




6 Geometria Descriptiva

Desde este punto de vista, puede asegurarse que la Geometria
Desgriptiva ha existido desde los tiempos mas remotos, pues siempre
en éuélqdier época, los ingenieros, arquitectos, carpinteros Yy
cuantos deben construir, han tenido que representar sus obras -de
tres dimensiones en general- sobre una superficie plana.

La Geometria Descriptiva se limita a ejecutar, o mejor dicho
a traducir en su lenguaje propio, las operaciones que la Geometria
indica para la resolucidén de un problema; es por decirlo asi, la
escritura del gedmetra y, en tal sentido, la utiliza el ingeniero,
el constructor en general, para definir de una manera clara y precisa
sus proyectos. En una palabra ejecuta pero no crea.

Las ideas o proyectos del técnico, antes de ser realidad,
deben representarse sobre un plano y transportarse de alli al
espacio. En todas estas operaciones, insensiblemente el técnico se
vale de los conocimientos que le proporciona la Geometria Descrip-
tiva. Por otra parte, la representacioén de las mas diversas formas;
los estudios sobre lineas; y superficies determinan que sea
ilustrativo no s6lo para el técnico, sino también para el cientifico
y el artista utilizar los conocimientos propios de la Geometria
Descriptiva.

Como disciplina de estudio, la Geometria Descriptiva, al
valerse del dibujo lineal, educa la vista y el pulso, ordena ideas,
ilustra por su método y le proporciona al hombre una serie de
conocimientos nada despreciables para la vida; de alli entonces

también que merezca destacarse su importancia como materia educa-
tiva.

Capitulo 1
mentos y Sistemas de Representacion

3,- Elementos de representacién.- Se dice que uns formscual
Julera se proyecta desde up punto y sobre un plano, cuando se hallan

l:z {ntersecciones con este plano de las rectes determinadas por di
3 ‘

gl punto y ceda uno de los de la forms.-
" Sea (figura 1) un punto A cual .
" quieras del espacio z gquien se pro
/’0 yecta sobre un planoy , siendo Oel
/ centro de proyeccibén; la rectsa,de

terminada por los puntos O v A, 8l
cortar al plsno7 , permite obtener
el punto A', proyeccibn del punto A
dado.,~

El punto A se llams puntoobje
tivo; el punto O,recibe el nombre -
de centro de proyeccibn; la recteas
1lémese rasyo proyectante y el pla-
no 7 se llems plano de proyeccibdno-

- figura 1 =
gumdro. Si el punto O fuese el ojo del observador, tendriamos:pars0
punto de viste, para a rayo wisual y para A' imagen.-




8 Geometria Descriptiva

An&lozamente, 8i en luzar de un punto se da una forms cual -
qyiera, serd posible pbtener sobre el plsno de proyeccidén una figura
plana que serd su proyeckibén o imagen, con sélo hallar sobre éste las
intersecciones de las rectas determinadas por el centro de proyec -~
cién y cada uno de los puntos de la forma considerada.-

El punto objetivo, el centro de proyeccién o punto de vista,
el ravsc proyectante o rayo visual y el plano de proyeccibén o plsno -
del cuszdrc son los elementos de representacidén fundamentsles gue uti
liza la GEOMETRIL DESCRIPTIVA pars representar formas y dimensiones.

4.~ Principales sistemas de representacién.- Los principsles
sisvemas de representacidn de que se vale la GEOMETRIA DESCRIPTIVA -
son: a) Sistema de Representacidn Cénico ¢ Central, y b) Sistema de
Representacién Cilindrico o Paralelo.- '

Bn los parazrafos siguientes de este capitulo, muy genérica-
mente se analizan los mencionsdos sistemas de representacién y los
distintos métodos derivados de los mismos.-

5.- Sistema de Representacibén Cénico o Central,- Sea (figura
2) una forms i: cualesquiera ubicada en el espacio, donde también se

ha fijado el centro O de proyeccién y el plano ¥ de proyeccibn.Unpun
to A cuslauiera de la forma £, dada, proyectado sobre el plano 7, nos
ds el punto A', Efectuado el mismo procedimiento con todos lo2 pun -

tos de la forma £, dada, se obtiene su proyeccidn §,' sobre el plano ¥
de proyeccidn.-

El sistema de representacidn
empleado para proyectar en la figu
ra 2 le forma £ dada sobre?, se -

kb i llama cénico, porque el centro de
z ,‘:\: 0 proyeccién y los rayos proyectan -
] tes determinan una superficieds es

te tipo (cénica). También llémase
central porque hay en 61 un ceatro
de proyeccién perfectamente defini
do y ubicado en el espacio.-

- figura 2 = Se observa que en este siste-

me la posiciém relative entre el cuadro, el centro de proyecciény ls

.llomcntos y sistemas de representacién 9

a duda puede ser cualesquiera. EQ efecto, en la figura 3~u§icado etlcen-
0 de proyeccién y un cono ¢ de vértice S aopre el plano , es posible
lar, mediante el procedimiento indicado, su imagen -que resulta unigon;

" de vértice S'- sobre el plano del cuadro, sin tomar en consideracion la

feién relativa de los elementos de representacidn.-

- fizure 3 =~

amente es posible hallar sobre dn plano la ima-

P L
en de una forma cualesquiera ubicada en el egpacio con iolodtliza;izir: o
ieraeccién de los rayos formados por cada uno de los puntos ! a

da y el ojo del observador; sobre el plano del cuadro.-

En sintesis: geométric

el sistema de Representacidn Coni-

ié r que: e
Ry posesys puaisspns ol A étrico de representacion.-

co o Central meramente tiene cardcter geom

: L ; . | j i ;

6.~ Sistema de Regresentacién en Perspectiva.~ Cuando gg eiesi::i::aiién

r -;ntacién"cénido o Central se consideran 1lo8 elementoi_ :6n zn oy
ﬁ:pu:a poaicién determinada, resulta el Método de Repfgaen ac .

tiva, -
i ' ano
En este dltimo sisteama, las formas Se suponen apoyaiau eo::zou:eilg‘o'
~generalmente horidZontal- que ed 1la tierra y el qg? s; 1 ::aapla Mol e
‘metral. Por su parte, el ojo del observador se s;tua :en gty R
plano 351 cuadro, el que, en pppsecuencia, se ubica entre ‘
el ojo del observador.~

nterseccién del plano del geometral ¥ el plano del cua-

i : 4
Finalmente, la o ke Al andre, ary T g

dro, el quema linea de tierra
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'zandose con la notacién LT. E1 punto O -que es centro de proyeccioén-

se ‘llama ahora punto de vista, y por ultimo, la interseccién del
""" cuadro y el plano que'contiene al punto de vista, se llama linea de
horizonte y se indica mediante la notacién HH.

proyectdndolo desde 0 sobre (I} es decir, serd 1a interseccién de OA_, pe-
ela a AA , con™, -

4 Repefidé el procedimiento que se acaba de analizar para un segundo pun-
‘ | B objetivo resulta que, cuando éste se sitia en el infinito; en B o B

En tales condicio- ‘ \gen B también se sitdia sobre la linea de horizonte.-
nes (figura 4), si un cono
C- de vértice S, apoyado

sobre el plano a del geome-

Finalmente, como dog puntos determinan una recta, si sobre el plano &

)l geometral se consideran las sucesivas posiciones -AB; Alnl, A232.A B -

¢ las rectas que eitos puntos determinan y se hallan sus imdgenes- respec-
ivamente A'B'; A!B'; A'B" A; .-+ al considerar la recta A Bo=1a  formada
n el infinito dei plang del geometral, su imagen a' resulta ser entonces
. 1inea de horizonte, logrédndose haber demostrado, en consecuencia, que la
inea de horizonte es la imagen o proyeccion sobre el plano T del. cuadro de
A recta en el infinito del geometral.-

tral se trata de repre-
sentar en Perspectiva, su
imagen o proyeccién es 1la
figura C’ plana situada so-
bre el plano n del cuadro y
que se obtiene al hallar la
interseccién con éste de

En lo sucesivo, llamaremons indistintamente a los puntos y rectas en el
infinito, puntos y rectas impropias.-

los rayos proyectantes de-
terminados por el punto O
de vista con cada uno de los
punto del cono C dado. En-
tonces: para hallar la imagen del vértice S bastara unirlo al punto
O de vista, determinidndose asi el rayo OS proyectante, cuya
interseccién con el plano n del cuadro nos da la imagen S’ buscada.

- figura 4

Ahora bien, resulta conveniente saber que la linea de

horizonte es la imagen o proyeccién sobre el cuadro de la recta
impropia del geometral.

En efecto: sea (figura 5) A un punto situado sobre la linea
de tierra, su imagen A’ resulta determinando el rayo proyectante y
hallando su interseccién con el plano n del cuadro. Pero como en
la posicién indicada en la figura 5, el punto A dado se halla sobre
la linea de tierra -que es interseccién de los planos del cuadro n
Yy geometral o-, su imagen A’ coincide con aquél.

Si sobre al plano a del geometral y mas alejado de la linea
de tierra se considera el punto objetivo en nueva posicién Al,
obtenida determinando el rayo OAl proyectante Y hallando su intersec-
«cién con al plano n del cuadro, se situara en éste a mayor distancia
de 'la linea de tierra. Repitiendo el procedimiento para una tercera !
posicién, en Az, del punto objetivo -ain mas alejada que la anterior
sobre el 'plano a del geometral-, su imagen A’; se situara sobre el
plano n del cuadro y a mayor distancia atn de la linea de tierra. Si
pensamos en el Ax como punto objetivo, su imagen A’y resulta

~ figura § -
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2_- SlStemsa ge RKepresentcs On NGx B 'O Faralelo En
el Sistema de Representacidén Cilindrico o Paralelo la imagen de una
forma cualquiera se obtiene de manera similar a la estudiada en el
Sistema de Representacién Cénico o Central (ver paragrafo 5).

En el Sistema de Repre-
sentacién Cilindrico o Paralelo, el
centro de proyeccién o punto de
vista se sitia en el infinito, es
decir que, a diferencia del Sistema
Cénico o Central donde éste es
propio, resulta ahora impropio.

a

Sea (figura 6) una forma X
cualquiera. Para proyectarla desde
un punto impropio Ox y sobre un
plano n, bastard hallar las inter-
secciones con éste de las rectas
determinadas por cada punto de la
forma £ y el centro de proyeccién Ox ubicado en el infinito.
Entonces: un punto cualquiera A de I se proyectard en A’, ubicado
sobre =n’.

wifigura € -

Este sistema de representacién justifica su denominacién de
cilindrico, porque la superficie limitada por los rayos proyectantes
es cilindrica; también llamase paralelo, porque los rayos proyec-
tantes son paralelos entre si.

En el Sistema de Representacién Cilindrico o Paralelo se
distinguen dos especies de proyeccidén: oblicua y ortogonal, segun
que el rayo OwA proyectante (figura 7-a y b) sea oblicuo o
perpendicular, respectivamente al plano n del cuadro.

s 1

1 [
< ;
2 I

LR 1A

i g

T oHe
= vEdgura -
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De las variantes indicadss, el Sisteme de Representscién Ci-
Jindrico Ortogonal es el més ussdo en le préctics y seré el que des
srrollaremos en el curso.-

‘ Refiriéndonos especificamente a este tipo de representacién
l‘ obeserve que dado el punto A se determins facilmente su proyeccibn
Ai‘ pero, en cambio, conocids ls proyeccién A' de un punto este no ~
queda identificado pues todos los del rsyo O A proyectante tiemen le
misma imegen A', tal como se aprecia en la figurs 7=b,=
\ Le solucién de esta indeterminacién da origen s los sistemas
de representacién que, en lineas generales, pasamos & estudiar.-

R.- Sistema de Proyecciones Acotedas.- En este sistems, dasda
la proyeccién A' de un punto A, éste queda ubicado sgregando al pri-

mero un nimero, llamado "cota", que expresa ls distancia AA' ls que se
mide en una cierta escala.-
o En la figurs 8-b, 4'(3,0C)

| ! indica un punto A que se zncuen-

: tra a 3 unidades u sobre el pla-
3 / no 7 del cuadro, llamado en este

0o

: A @’ ) gistems plano de comparacién.-
| En lsa figura 9-b se hs re -
1
|

-
A’ presentado un cono apoyado sobre
T el plano 7 de comparacibm, de ra
% o dio igusl a 2 unidades u y altu-

- figurs 8 =~ re 5 unidades u.-

-G @D
- figura @ ~-
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-G, Sistesa Hopge o Prozscci§s.D;§g§nga~ $a este pisteme,la
distanaié AA',entre el punto & objstive y su proyecoidn A',quads mag
proyeccida de aguél scbre un gagunde planof,r’ze
perpendicular al W 5, tal como ‘s= . aprecilas en la figura 10. Is exis -
tencia'-del diedro rectc de refereacie -formado por los planos'il ¥
T - ie ds el nombre al sistema de,prqyeccién, el gue también €8 co-
nocido, por el nombre de su ereador, ¢l matembtico francés GASPAR MON

nificede por una DUEVE

GE.~ )

En consecuencis una formscuasl
quiera tieme dos proyscciones:hori
sontal, primera proyeccidn o icno~
gréfica sobre el plm’yl, l1le=made,
por tal razbn, plano horizontal,de
primers proyeccibn, icnogréfice o
plants, y vertical, segunda proyegc
cidn u ortosréfica sobre el plano
7 5, llamado, entonces, plsno Vver-
tical, de segunde proyeccibn, ortg
gréficc o elevaciln.-

Ap---{--1A

e

En la figura 10, ‘dsdo el pun-
to A objetivo, A' y A" son sus pro
yecciones horizggtal y wvertical,

- figura 10 - respectivamente,~

Dado qus las dos proyecciones encontradss se hallan en pla -
nos diferentes, para obtenerlass sobres uno sélc -el plano del dibujo-,
se realiza el girc de uno de ellos, por ejemplo el‘ii horizontal, en
torno de ls arista del diedro -llamads linea fundamental- y en elsen
tido de giro de las agujas del reloj, hasta hacerlo coincidir con el
1_2 vertical.~ De esta forms, ls primera proyeccién A' del punto Ada
dc gira, describiendo un arco de circunferencia con centrc en ‘o yre
dio a A', pasando a una npueva posicibn (figura 1l).-

" la uagnitud_AoA' (figura ll-b) indics la distancis gue tiens
el punto A objetivo sl pleno vertical, mientras que el segmento AOA‘
pone en evidencia su altura con respecto al planp horisontal.-

En la figura 1l-b se ha representado ls figuzs ll-2 pero en
vists frentsl. Se aprecia entonces le primera proyssciln A' del pun~-

to A objetivo, bejo la 1inea fundemental, mientras gue la ssgunds prg

veccién A" del mismo, ubfcase sobre &sts, luego: pare situsr al pun-

Elementos y sistemas de representacion is

sarlc perpendiculuar respecto del ?(2 vertical. El punto @s ubica
jces sobre uns perpendicular por 4' y e una altura 44" del pleno

rtical .~
7 %
At g A A
]
:
1}
]
|

!

|

5
---J__-.W .

P ——— S
3;

L\

=
» 2
=7 =

\

\

: \

\

=]

-8 i : b=
- figurs 11 - '

it An&logamente: si se considera una forma cualquiera del esﬁa-
ffcomo ser un cono~ (figura 12), situada sobre un plano 3 horizon
| paralelo al‘fl de primers proyecciédn y 8e la proyecta,results .
) 81 proyectar horizontalmente la forme obistiva, su vértice Stig
Bu primera proyeccidn S' coincidente con 1s icnografia 0! del ceg
§ro O de ls base, en tanto que su ortograffa es un triénsulo, porgue
,l proyectarse su vértice S5 sobre el pluno-;f2 vertical, se obtiene el
punto ", en tanto que la circunferencia base lo hace segfin ls recta
A"B". Por su parte, la circunferencia base del cono se proyecta orto
grbficamente segfin une circunferencia, que en la figura 12 se ve como
‘Ihple.— ik ‘

 En sintesis: en Sistema Monge la proyeccién de un coné, apoyado
@ un plano paralelo al n de priméra proyeccién, es icnograficamente
uﬂgfcircunferencia y ortograficamente un triangulo.
;u Al girar el plano =; sobre el m; en la forma conocida, las
proyecciones de la forma objetiva quedan tal como se aprecia en la figura

12-b.
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- figura 12 -

10.- Sigtema Axonométrico. Cuando se emplea el Sistema de Repre
sentacién Cénico o Central resulta posible individualizar de una forma
cualquiera sus tres dimensiones, pero existe dificultad para medir sus
magnitudes, pues al obtener su imagen sobre el plano del cuadro, las
magnitudes se deforman y, en definitiva, no son realea.-

% o I
| | ]
| ] |
| i |
Al 0,'| Y- 4
| i i
| \ |
| | |
! i |
i o' 0
! !
(3 |
| |
A’ 8’
b.
vb-
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Asi, por ejemplo, si conaiaeiamos un copno y hallemcs sy pers
.peqtiva es posible individuslizsr sus tres dimensiones pero existedi
ficultad psra deterninsr la verdaders magnitud del radio de su baseo
ls alturs. En efecto: observando la fotografis de um cono -que en de
finitive represents su perapectivs- no resulta posible establecer ae
jpmediato el velor resl ¢ la verdedera masgnitud del radio de su hzse
o la alturs, afin cuando se esté en condiciones de aprecisr la tridi-
mensionalidad de 1a forma. En el Sistems Diédrico o de Monge, por el
contrario, si bien no es posible individuslizar de inmediato les di~-
mensiones de una forma, hasta no realizar un proceso mental determi-
nadp, vesulite fécil. sir embareo, obtener aus magnitudes resles.-

Se observa en sinteais que los sistemss de representacién ey
‘plicados presentan dificultsdes, ys de visualizacidén, ya de medida -
i-que se azravan cusndo debenr reaslizarse construcciones geométricas ~
complicadas-; gin embargo, con cada una de las cualidsdes que poseen
~los mismos, se ha ideado un nuevo sistema de representacibn, lismadoc
fde Proyeccién Axonométrica (Axonometria o Perspective Axonométrica),
cuys etimologis se comprende pi nos atenemos s las raifces griegas que
1o forman (axo= eje ; metro = medida).-

la Proyeccibn Axonométrica es un sistema utilizado para re -
. presentar las formas mediante una sola proyeccidén. Ia imagen obteni-
~ da muestrs las forma real del cuerpo, a semejanza de ls perspectiva,
pero simplifics compsrativamente con esta filtima lss operaciones pa-
i‘ta medir.-

,ﬂ La representacifn de las formas se vinculan s .tres ejes cooX
{!dcnadoa que, formsndo entre £{ un triedro tri-recténgulo, individua-
fflizanee con las notsciones Ox, Oy, Oz, y determinéndose tres planos:
iﬁsz, yOx, 20y, llamados planos coordensdos.-
??' Sea (figura 13) un punto P cualquiers y un triedro tri-rec -
‘! %insulo. Proyectemos‘ortogonalmente al conjunto dado sobre el plsno
7 del cuadro; entonces: los puntos en que las aristas del triedro -
yaortan al cusdro -que llamamos Xo, Yo' ZO- deterhinan el tridngulo -
I'onfozo de las trazas, mientras que las proyecciones de sus aristas -
!*;nonstituyen los ejes axonométricos. -

[ De esta msnera el plano xOy inmtercede al dellcuadro sec(n und

ﬁrrcctA'il; el plano xOz lo hace segiin uns nueva recta'ﬁé; y finalmente
- el yOz seglin una tercer recta 7,. Sobre el plenc 7 del cusdro Se apre
~cle la proyeccidn orvogonal dsl punto P dado.-

r
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-

- figurs 14 -

11.- Sistema de Perspectivs Caballera.- La tridimensionalidad de una .~
forma también es posible. observarla en una sola proyeccidn si se modifica
In posicidén del observador, efectuando de la misma una representacidén obli-
gua,,en lugar de ortogonal, como se hizo en el sistema de Perspectiva Axo-
nométrica. Entonces (figura 15), los ejes Ox y Oz se  ginan sokre elpla

S R e

no del cuadre, mientras que el eje Oy lo hace gobre uma oblfcua Oy' incli-

e
\\
\‘\‘ nueda, Se aprccia sdemds que, con respecto ol Sistema Axonométrico, se han
vuriade las direccicncs de proyeccibn.-
Elijamoe {figura 15) al plano del papel como cuadro; los ejea Ox
o flonrs, 13, ¥y 0z se proyectan coincidiendo con el cuadro y perpendiculares entie sf, y

el eje Oy lo intercepis cn el punto 0; luego serd necesario conocer la pro

Dados (figura 14 i :
) 1los ejes axonométricos ox, Oy, 0z, y un yeccidn Y' de otrc punto Y perteneciente & Oy, purs determiner su proyec--

cono de vértice S apoyado en un pl
an Jik
sobre los planos que ellos dete:-)mi ©paralelo al xOy, su proyeccién e¢ién. Ecta proyeccidén ¥' del punto Y es inclinada, de acuerdo & la direc--
nan permi
citado, una circunferencia -porque .el; mltte Sl i S ROy eddn oblicua con recapecto al cuadro que se sdopte pars proyeciar svbre el
: X centro C d fith :
vértice S del cono se confunden en un ' solo pulbs Ce las il miemo (cusdro) todos les puntos del espacio, y entonces, unidos loe gpunias
1 ¥ 951 - que al .
0 e Y' resulta-1a proycccidén Oy' otlicua del eje Oy.-

froyectarse ortogonalmente sobre el cuadro se ve elipse; y sobre
Os planos zOx 20y - i ' : |
Y 20y, trisngulos -porque 1a EtreunPuteniofd base dad En estas condiciones, todo punts P del espacio ee proyecta, sobre

cono se proyecta segdn una r p l
ecta, mientras que el contorno de ™ el plancT , del cusdro, cn Fp'y segdn une direccidn arbitrarie, indjcada

superficie lo q
Las pr:;::cis,:::: :::O:i::::; del centro o Q750 ek ReCM LU A PTO.YGWM" AR ok
cono dado, sobre los planos z)x y. ) respectiva);n:::etiée- S del teruinarie, se agrege la inegen D' de su pruyeccidn sobre un planc ¥y ho=
puntos Cz, Sz, y C3, sj. 2. '8on los rizontal, A su vez }a proyeccién del punto P dudo nokre el plano Mp ded
cumdrc so obtieue por wedio de los eegmentos P'R, IT* y PoP*(los priverce

puraleles entre of),-
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- figura 15 -

xn sintesis: pars representar al punto P se determinan sus - E;' t (j F) v [)., -
proyecciones P' y P,, respectivamente sobre el plano 7, horizontal y IS ema e royeCC|on lednca 0 Monge
del cuadro 12; trazando luego por P' una paralels al eje Cy se deter
mina un punto R, al cortar ls rects de interseccién de los planos 11
y112 dados, cuya parpendiculﬂr n'il,en su interseccidén con la traza-
ds por P y paralels al eje Oy, permite obtener el punto P", proyec -
cibén del punto P dsdo.-

Bl sictema de proyeccibén em -
z pleado para representar en la figu
4 s ra 15 al punto P se llama de Pro -
yeccidn Oblicus ‘o Perspective Caba
llers y su uso es ventajoso psrare
presentar formass geométricas que -
b X tienen aristss dirigidas paralels-
0 (o ahhd via mente a las de .n triedro tri-rec-

’: C [ tanzulo. Dealli que, en especial,
se lo emplee pars trazado de sdli-
%y ; .dos geométricos, detalles construc
timcs (cornisas, piedras, unionesy
ensambladuras, etc.) o piezas de -

- figurs 16 - e méquina.-

Asi, por ejemplo (figura 16), si de un cono de vértice S se
deses hallar su proyeccidn oblicua, results sobre el eje Ox ls pro -
veccidn de] rodio circulo base; sobre el Oy ls proyeccidn del radio
reducide y sobre el 0z la proveccidm de ‘su sltura.-
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Capitulo 2
Punto, Recta y Plano

12,~- Elementos de representsciém.- Los elementos de represen

Q» del Sistema Diédrico o de Monge son dos plenos: uno horizon -
de primers proyeccién K 1cnosr&t1co -se simbolirza con RLY nota -

3pvcon 1s notac16n7f2:; anbos, perpandiculares entre<gix_fd§§§§Ef

dro recto, cuya arista es la linu de_ ;Lexra o fundamental -se

ln consocucncia deda una forma cualquiera resultan dos pro-
nes: horizontal, primers proveccibén o icnogréfica -sobre el pla
- ¥y vertical, segunds proyeccibén u ortografica -sobre el plano -

" También el plsno horizontal se llama planta y el verticalelg

13.~ Representacibén del punto.,~ En Sistems Monge todo pubto

1 especio se rnpresenta por dos proyecciones, A' y A", respecti-
ate situadas sobre los planos horizontal y vertical (figurs 17).

Dado que las dos provecciones A' y A" se hallan situsdas en
0s diferentes, para obtenerlss sobre uno sblo -el plano del diby
, 8¢ resliza el giro de uno de etlos, por ejempla el 7, horizon -
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tal, en torno de ls 1inea fundamental y en el sentido de giro de las
agujes del reloj, hssta hacerlo coincidir con el7, vertical. De es-
ta forma (figura 17-b), la primers proyeccién A' del punto A dado gi
ra, describiendo un arco de circunferencia con centro en A ¥ radio -
AA', passndo a una nueva posicibn.-

/

2 A'r__-“__"‘
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=
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- figura 17 -

Inego: ls rcprosentacién de un punto A cuslesquiera se reali
za trazando (figura 17-b) una recta perpendicular a la lines funds -
mental y considerendo -sobre la misma- sus proyecciones, A' y A", Ps
ra ubicar al punto A dado en el espacio se sabe que la magnitud AoA"

indlca su altura del plano horizontal, y el segmento AO_A' su distan-
cis al plano vertical.,-

14.- Posiciones particulares del punto.- En rigor (figurs 18-
a): se observa que los planos? 1 horizontal 3112 vartical dividen el
espacio en cuatro regiones -llamadas cusdrantes- que se numeran ¢OmO

indica la figura 18-b; pudiendo, en consecuencia, ubicarse el punto
en cualesquieras de las mismas,-

En la figura 18-b se ha dibujado un perfil de los planos de

proyeccidn, 7 y 37, trazéndose dos rectas pprpen@iculuns cuya inter
seccifn -punto F- represents ls li{nea fundamental.-

Cuando el punto A dado se ubica en el primer cuadrante, sus
proyecciones A’ y A" se sitlan como lo indica la figura 19, en vista
de perfil. Al abatir en el sentido de marcha de las agujas del reloj

Punto, recta y plano 2§

(sistema horario) al plano7, norizontal hasta hacerlo coincidir
con 01'12 verticsl, la primera proyeccién A' del pupto A también gi-
ra describiendo un srco de eircunferencis -con centro en F y radic
Fi\'-,' ubicéndose en nueva posicibén, sobre 1la perpendicular & la fun-
damental, trazads por A".-

Do

~ figurs 18 =

Cuandé el punto B dado se sitﬁ_a en el segundo cuadrante, sus
proyecciones; B' y B", se sitfian como lo indica 1a figura 19. Efec -
tuado el abatimiento del plamn;’:l
horizontal, ls proyeccibén B' del

72 punto B dado gira describiendoun
Br~---—-—<-5:' srco de circunferencia -con cen-
- ,”:w A tro en F y radio FB'-, situéndo-
{/ i csiepedbatien i se en nueva posicién -shora 8o -
! r A T bre la lines fundamental, aunque
é' I, siempre sobre la per.l_nndbiculnr &4
i ella trezads por B"~ (figurss 18-

,;,,// el bl
A Si el punto C dado se sitds
‘ en el tercer cuadrante, sus DPro-

- figura 19 =~

yecciones, C' y C", se sitlsn cg
mo lo indica la/figurs 20, Efec-

tusdo el sbatimiento del plano7, horizontal, ls proyeccidén C' cel -

punto C dado gira describiendo un arco de circunferencia -cou centro
en F vy radio FC'- situbndose en nueva posicidén -también sobre la 15~
nes fundamental, pero siempre sobre la perpendicular s ells trazade
B A0 et i YRS o DY -
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Finalmente, i el .punto D dsdo se ubica en el cuarto cuadran
te, sus proyecciones, D' y D", se sitlan como lo indica la figure 20, BorL inversas, Anélogements: mientrss en el segundo cuadrénte las pro
; : y sbetido el plano 7, horizontal, yecciones: horizontal y vertical del punto dado, se sithan sobre 1a.
Jﬁ;“ el punto D', habiendo descripto - linea fundemental, inversamente en el cusrto cusdrante lo hacen deb:
. ) » un srco de circunferencis -con - 4o de la misma,- &
it centro en F y radio FD'-, se 81 e, SR o
4 tla en nueva posicién -shora debg HEERKhE ector al plano que divide los cusdrantes en'per -
i ' i jo de la 1ines fundsmental, sug tes iguales. Primer bisector es el plamo que divide los cuadrantes -
-4; I 0 @, que siempre sobre la perpendicu- primero y tercero -~opuestos entre si- en partes o seniespacioass igug
C': : lar s ella trazada por D"- (figu les, y segundo bisector es el plano que divide los cuadrsntes segun-
| o —/,p: ras 18-s y 2C).~ do y cusrto -también opuestos entre si- en partes ? B?mieapacioes =
I 1 iguzles. Reprosentemcs al punbo cusmdo peslensce al plsno bisector.-
L s e " }// En vists de frente (frental),
P L;%m.--eo las posiciones del punto trazadas , ad
para las figuras 18-a, y sus ¢g i i}
rrespondientes de perfil, 19 y20,
- figuras 20 = se aprecian en la fizura 2l,-

Se induce ~-de observar la figurs 2l- que: las representacibn -
del punto en Sistems Monge, ubicado en el primer y segundo cuadrantes,
es respectivamente inversa a su representacién en el tercer y cuarto
cuadrantes, -

cl .
rB” T‘ .g.'
1
84 |
( t [ B
4 | j -
! ' i .
hod i LT0 RV
i &
: B. : s i 1 ‘.'{‘ - figurs 22 -
1. (i ; :
E | iﬂ' bk o See (figura 22) en vista de perfil un planocil primer bisec-
1 ic. ‘p' ia,?ar al cual pertenece un punto E del primer cuadrante. Sus proyeccio
A"‘ ‘Be8,E' y E",son iguales entre si. Anélc'gamente: ®es un pl‘anc:a(2 g6~

Ltgdo bisector al cual pertenece un punte G del segundo cuzdrante, -
"[ proyecciones,G' y G", también son iguales entre s{. Comc en el

rcer y cuerto cuadrantes -segiin se ha visto~ la representacica del
nto es respectivamente. inversa a la de 195 cubdrantes primero ¥ se
;do; puntos H e I de los bisectoresc\’1 YA, -respectivamenze perte
icientes & los cuadrantes tercero y cuarto»j tendran sus proyeccio-
8 H', 5" e I', I" dgusles entre si.- AT

- figura 21 -

En efecio: mientras para el primer cuadrante las proyccciones: Lo

rizental y vertical del punto dado, respeciivamente se sitdan debdjo y

» sobre la ]fﬁéé fundawental; en el tercer cusdrante, squélls 1o hace o~
.brc. 18 miema, y ésta bajo la fundamertrl; es decir que anbas
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Si en vista frentel (figura 23) se considera la representa -
cibn de ls figuras 22 surge que: cuando el punto pertenece sl plano bi
gsector, sus proyecciones -horizontal y verticsl- se sitfian 2 igusl
distancis de ls linea fundemental. En particular pere el planogf > 8¢
gundo bisector resultan coincidentes (G=G" e I=I").-

st M
¢ T
' Ix
' 4
£ ; |
proe 2 i ey
s I3 & | Hyl /o
T i 1 T
1 I '
£ | }
! |
i ,l -
¥ T
W

- figura 23 -

Le representecién en Sistems Monge de un punto perteneciente
al plano']f'l horizontel results -en icnografia- coincidente con el mis
mo y -en ortogrsfis- perteneciente s la fundementsl. En efecto: Bea

1 (figurs 24) un punto K situado sp
1 bre el plano"ﬂ'l de primere proyec-
cibdn. Su proyeccién XK' coincide -

corr &1 y K" sitlmsse en ls fundamen
tal.- '

¥
le] Anélogamenté: ls representa -
cibén en Sistems Monge de un punto
/(,"k’ 7 K.k' perteneciente ai plano'ﬁ"2 verti -~
S e 1S cel results ~en icnograffa- si -
'.[, %-”-H' ; tusds en la fundamental y -en or-
L tografis~ coincidente con el mis
mo. En efecto: en 1la figurs 24, el

A - figura 24 - .. punto L tiene sus proyecciones, L'
¥y 1", en 1a forma indicada.- -

Finalmente, ls representecidén en Bistems Monge de un punto X
(figura 24), perteneciente a la linea fundamental, results con sus -
proyecciones, M' y M", coincidentes eatre si y con el puato dado,-
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En la figura 25 se considers la roprosentucﬁn de la figurs

. 24 en vista frental.-

LII

b e e —— —8

=

L,!Ll 4:/‘1'2”"

- figura 25 -

15.~ gegeuntgc;bn de la recta.- Sea (figura 26) una rects

a del espacio. Trécese un plano perpendicular 3111 horizontal que
contenga & la recta a dada; seréd posible entonces obtener sobre7 1 la
proyeccién a' icnogrifica de la misms. Anélogamente, si se trazaraun

plano P perpendicular al7,

vertical y al que la recta a también per

teneciera, serfa posible obtener sobre 7, 18 proyeccién a" ortografi

ca de ella.-

. - figura 27 =

Se aprecia entonces que la
proyeccién de una rects a dadas,
sobre el plano Tfl horizontal, es
la interseccién con éste del pla
no of proyectante, determinado por
aquélla y el centro de proyec =«
cibén; en tanto gue, sobre el plg
no-;f2 vertical, es la intersec -
¢ibén con éste del plano P proyec
tante, determinsda por la recte
a dada y el centro de proyeccibn.

Abatido el plano7, de pri-
mers proyecciém, en torno de la
1i{nea fundamental y en el senti-
do de marcha de las agujas delre
loj, hasts que coincide con el -
plano12 de segunda proyeccibda,
la recta se dispone en una pogi-
cién tel como lo indica la figu-
ra 27, en vista frental.-



- ge sitfien sobre las homénimss de &sta (recta).-
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16.- Condicifn de pertenencig de punto y recia.- De la figu-

ra 26 se observa gue 1lss proyecciones: A' horizontal y A" verticalde
un punto A, perteneciente & la recta a, se sitlian sobre las homéni -
ses, ' y 8", de Guéa, lnego: la condicidn neceseris y suficiente de
pertenencis de pvnto y rects es que las proyecciones de aqﬁél(phnto)

Asi entonces (figure 29-b), M" es interseccién de 8" y b",51
" trazamos una perpendicular s la fundamentsl hasta encontrer s
inografia a' de s, es posible obtener la proyeccién M' de K¥,por

| forzosamente debe pssar la icnograffs b' de b, que por no cum-
ninguns condicidén especial dibujasmoe en uns direccifn cualquie-

[

" a’ Bn consecuencia: si sobre -
——”‘—lg_,——""’- una recta a(a', a”) desesmos ubj
car un punto C (figura 28), bas-

ter& que la icnograzfia C*' de £s-

te se aitle sobrz a' y la ortc -
graffa C" sobre a", pudidndosela

En consecuencia: dos rectas se cortan cuando 1s rects que une
untos en que se cortan las proyecciones homdénimass de las rectss
 results perpendicular & la lines fundamental.-

Pl a hallaer =n la 1ng§rseeci6n con a" 18.~ Rectas paralelss.- Puede considerarse como caso particu
, de la perpendicular a lz funds - del anterior; es decir el M es M_ siendo, en consecuencis, M),
- figura 28 - mental trazads desde C'.- por lo tanto, las proyecciones homénimas resultan paralelas (fi

)/ w"b).‘
‘ Al mismo resultedo llegamos observando la figura 308,

17.- ectaﬁ qua 2e corban.- Dos rectas que se cortas detefmi

nan un puato.~ 4 . .

Sean (figura 23) a y b rectas que ze cerkan en cn punto M yl
d2 1sa que poseemos 133 proyecciones a°, 8" de s, y b de b (figura
29"'3 ) -

Siesndo M interseccidn de las rectas a 37 b dedas, pertenece a
éstas; en ccnsecuencia, sus proyecciones M, N7 se gitlisn, por lovig
te en el parigrafo 15, sobre las hombnimss de las rectas dadss, -

~ figurs 30 =

_ '19.- Trazas de la recta.- Le recta, considersds como elemen-
7fométrico, ee indefinide; en consecuencias, toda rects del espa -
corta a los plamos de proyeccibn -horizontal y vertical-, respec
a nte en dos puntos que ~individuslizados con la notacibn H_ ¥y L

A une rects a-. se llaman trazas horizont-l y vertical de ls mis-

'H' Luego: trazes de una recta es el punto de interseccibén aeells
. los planos de proyeccibn.~.

! En la figurs 31 se aprecia que la proyeccién V' horizontal de
lraza V, vertical de la recta a, se sitie en la 1nteraecc16n con -
Vunda-ental de su 1cnogratie a', Andlogamente, la proyeccién H" e

- figurp 29 -

Punto, recta y plano 31
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En vista frental, las proyecciones icnograficas y ortograficas

(Ha, Va y H'a, v"a) de las trazas Ha horizontal y Va vertical de una

recta a, se aprecian como 1o indica la figura 32.

Surgen de inmediato dos

problemas fundamentales:

5

1. dada .la recta a por sus proyec-
ciones: a’ icnografica y a" orto-
grafica, hallar sus trazas: Ha ho-
rizontal y Va vertical;

2. dadas las trazas: Ha horizontal
y Va vertical de la recta a, deter-
minar sus proyecciones: a’ icnogra-
fica y a" ortografica.

Resolvamos el probiema 1.
Sean (figura 32) las proyecciones:
a’ icnografica y a" ortografica de

ja recta a. Sus intersecciones con
1a fundamental respectivamente de-
icnografica de la traza Va vertical y 1la

Luego: trazando

- figuta.31 -

terminan la proyeccién V'a
proyeccién H"a ortografica de la traza Ha horizontal.
sus intersecciones con
de las

por V'a y H'a perpendiéulares a la fundamental,
a" y a’, respectivamente determinan las proyecciones V'a ¥ Ha
trazas buscadas.
Resolva:ﬁos el problema 2. Sean
(figura 33) las trazas H'2 horizon-
tal y Vs vertical. Trazando por ellag
perpendiculares a la fundamental, res-
pectivamente sobre ésta se determinan
sus proyeccidnes H", ortografica y V/;
icnografica. Unidos H'a con V'a results
la icnografia a’ de la recta a buscada,

mientras que su ortografia a" resultd

de unir H”a con V'a.

- figura 33 -

‘r’

Punto, recta Y plano 33

2C.~ Posiciones particulares de la recta.- En el espacic lé
reocla puede tener uns serie de @isfintes poeiciones, pero de ella;
entre otras, solamente nos interesan las siguientes: .

a) horizontsl. Se dice que la recta es horizontal

| cuando es parslel
o al plano1fl de primers proyeccién.- ]

‘Bes (figurs 34) h una recta horizontal de proyecciones h', h",-
Por ser la distancis de b al plano1rl de primers proyeccién ceone -
tente, su ortografia nh" es parslels s la linea fundamentel, v
consecuencias: la rects h horizontal tiene su proyeccién h" ‘
" fica psraslela a ls linea fundamentsl.-

en
ortogrs

(54 e 4

—b-

b -
- figura 34 -

. Paras hallar las trazas ~horizontsl y vertical- de ls recte h hori-
_ zontal, debe prolongarse su icnografis h' hasts cortar ls lfines -
fundamental (figura 34). Con ello se determina la proyeccibn Vg ho
riz:ntal de'la traza Vh ?ertical. Su proyeccidn Vg se obtiene trs
zsndo por Vh una perpendiculsr s la fundamentsl y en su intersec -
cién con h". Lss proyecciones: horizontsl H' v vertical H! de 1
traz h it 5 y :
2 Hh orizontal se gitusn en el infinito (H£°°. ng) por ser
ls recta h parslels sl pluno1ri icnografico, dado que ambos (rects
y planc) tienen un punto comin en el infinito.-

b

~

frentsl. Se dice que la recte es frental cuendo-es parslela al pls
no T, de segunde proyeccibn.~ i
 Bee (figure 35) f une recte frental de proyecciones f', f". Por -
. j

er la distencia de f sl plano1r2 de segunda proyeccidén constante,
su icnografia f' es parslela s la lines fundsmentsl, y en conse -
cuengia: ls rectavf frental tiene su proyeccién f' icnografics pe-
relels 2 les 1lines fundamentsl.-
Pers hallsr las trazas -horizontsl y vertical- de la rects f fren-
tsl, debe prolongarse su ortografis f" naseta cortar ls limes fun-
damentsl (figurs 35). Con ello se determins la proyeccién Hf ortg
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verticesl. Reeta vertical es aquelle perpendicular al Planoy; de

gréfics de la trara Hy horizontal. Su proyeccibén HY icnogréfica se - Prisera proyeccifn.-

obtiene trszando por Hg una perpendicular a la !undcnental y en suip
terseccibn con f'. Las proyecciones: horizontal V} y vertical V; de -
la traza V, vertical se sitlan en el infinito (Vtw, V‘w) por ser la
recta f paralels al_plano‘n’z ortogréfico, dado que ambos (recta ypla
po) tienen un punto comin en el infinito.-

Bea (figure 37) n(n', n") une recta perpendiculer al Plano 7/, de
h prinora proyeceién; su proyeceibén n' horizontal se reduce a un -
- punto y la n" verticsl es perpendicular a la fundamental,.-

T 4 ) imed Lo,

/" };': 2z ag |
s : i : i
| ! ] t
. e W L
-a~ e
b~ - figura 37 -

Para hallar lase trezas -horizomtal y vertical- de la recta n de
punta, como la misma corta sl plano¥ 1 icnografico en un puntdcg
incidente con su proyeccidén n', la traza Hn horizontal y su icno
grefia H&"ooinciden con ésta; mientras que, por ser la distsncie
de n al plano ¥, ortogréfico constante, su traze Vv, verticaly su
proyeceibn V; ortogrifica, se sitiian en el infinito. Finalmente,
las proyecciones H; b V;l coincidentes, se sitlian en 12 intersec-
cibn de n" y le linea Tundamental.-

- figura 35 -
¢) de punta. Rects de punts es aguells perpendicular al plano 7, de
segunda proyeccibm.-

Sea (figu.u 36) m(m' , m") uns recta perpendiculsr el plano 7, de
aognnda proyeccién; su proysccibn m" vertical se reduce & un pun-
. to y la m' horizontsl es perpendicular a la fundamental.-

a_ \y! _
!m P V’" ®) paralela a la l{nea fundsmental. Se dice (figura 38) que 1l rec-
' ta r es paralela a le linea fundamental, cuando sus proyecciones
m s T —— r' horisontal y r"vertical también lo son.-
@ 1
l‘lm’ '
0] ; - i
r 7(’ B ety
m’ ﬁ/ﬂf Hm- o / i 1 : |
- figura 36 - ~b- }r : 1 !
| - H e
Para hallar las trazas -horizontal y vertical- de la recta m de - ! ! '|

punta, como la misma corta al plano 12 ortogréfico en un punto c_ql
incidente con su proyeccién m", la traza V. vertical y su ortpsrg
fia V" coinciden con ésta; mientras gque, por ser ls distancia de
® al plano 7/I icnogréfico constante, su traza B horizontel y su
proyeccidn Hy icnografica, se sitian en el 1nfin.ito. Pinalmente,
las Proyeccion” Yo ias coincidentes, se sitian en 1q intersec -
cién de m' y la tundanental.—

1

S\
“\
1\

- figura 38 -
Comc 1la recta r dade es paralels a la linea fundasmentsal y, encoR
secuencia s 1os planos de proyeccidn, sus trasas: H, bhorizontaly
V!, versicsl son puntos impropios, ubicéndose en el infinito.-
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Las nocién de la posicidn de la recte r, paralels = 1s lineca
fundasmentsl, se sdquiere en el espacio, si se considers sobreunplg
no perpendiculsr sl del papel por r»", una distsnciz igual 8 lz que
eniste entre ¢' y la lines fundemental.-

#) de perfil, Le recta de perfil gueds determinada por sus doe pro=
yecciones, perpendiculares s la lines fundamentsl, y las de deoz
de sus puntos,.-

£n efecto (tigur3239): todes 13; rectass contenidas en el planc
proyectante de p;tienen las mismss proyecciones p' y p"; en con-
recuencia pars individuslizerle elegimos dos de sus puntos, el -

A(A* , A") y B(B', B"), por ejexmplo.=~
P“
bll
N
= Aoz Bo &
b/
oy b 2 / AI
AL ' P

L= figura 39 -

Las trazss H_ horisontel y V_ verticsl de une rects p de perfil,
siguiendc el rezonsmiento ccnocido, resultan indeterminsdas. Més
adelente se explicaré como hsllsrlas,-

21.- Representacidn del plano.- Le geometria nos enseds que
un rlano estf definido por dos rectas que se cortan (concurrentes o

parelelss); por una recta y un punto, o bien por tres puntos. Estes
diferentes formas de determinar un plano se reducen fhcilmente a 1
primera.~

En Geogetria Descriptiva, un pleno seré,en consecuencia, re
presentsdo por las proyeccicnes de dos rectas que se cortan, lss ‘=
ala',8") y b(b', b"), tal como se aprecio en la figurs 40,-

Punto, recta y plano 217

8¢ llaman trazes (figura 41
de un plano las rectas seglin las
cuales el plano corta a los de -
proyeccibn: 7r‘ horizontal I, -
vertical. En consecuencia' las dos
trazas -180(1 horizontal y laﬂ'(2
vertical-, se encuentren en la -
linea fundemental, en O, que en
definitiva es el comin a las dos
rectas que definen dicho plano:
load,(d] ,d3)7 lad (a4 ,a3).

/]
_/dz e
P
< L
Cl!/ 5 (g = *z
@ < ke
N
» '
N o, =g,
~b=
- figurs 41 - °
22.- cgndgcié_r._x de pertepencis de recta y plano,- Ses (figurs

) uns‘rects a(a', a") del plano o (ql.dz) ls interseccibn de & -
Qpn el plano 11 icnogréfico determina la posicidn de la traza H, ho-
'i'hontal de la recta, mientras que su interseccién con el plano‘fz or
togréfico lo hace respecto de la traze V, vertical. Pero, por ser las
trazas -(1 horizontal ya( verticel del plano d interssccién con los
nianoa LAY 312, de proyeccién. el punto H_ se sitha sobreq y mien -
tras que V, lo hece sobre dz.-

Ll

Inego la condicién npecessris y sunciente de pertenencia de
ncta ¥ plano es que las trazas Je aqu&lla se -itiTn sobre las tra -

Qhonénims de éste.- - e L L

En ﬂata de frente. la figura 42-b express cuando hemos di -
cho, -

Hesultan de interés, por su splicacién ulterior, la represel
tacién de les horizontales, frentales y de méxime pendiente del plo-

‘ch‘

L
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- figura 42 -

a) horizontal. Sea (figura 43) un plano o (dl,qa) :n el que ubi::iz
mos uns horizontal h cualquiera, La ortografia h" debe ser pa

la a la lines fundamental (ver pg
régrafo 20-8) y,por pertenecer al
plsno o dsdo,la trazae Vg de h de
be estar sobre la homénimao , de

aquél. Ie icnograffia h' pasaré -
por V} ¥ seré paralela ad,,pues,
siendo h una horizontal, su in =~
terseccién con el plmo‘lr’l de pri
mera proyeccibén es impropis y en
contraré ag , en el infinito.-

8e han determinado las pro-
yecciones h' y h* de la horizon-
tal h del planoq .- .

- figura ua -

plano d (dl

- figura 43 -

b) frental. Ses (ngura 44) un plano ¢ (%y s% 5) en el que ubicaremos
una frental f cualquiera. Le icnograffs f' debe ser paralela a la
1ines fundamental (ver parégrafo 20-b) y, por pertenscer al plano
d dado, la traza H; de f debe estar sobre la hombnima o, de aquél,
Le ortozraffe f" pasaré por 'BZ ¥ seré parslela a  ,, pues,siendo
f una frental, suv interseccifn con el p_lano 1’2 de segunda proyec-
cibén es impropia y éncontraré a o > en el infinito,-

Se han determinado las proyeccicnes f' y f" de la frental £ del -
planco .-

- figura 45 -

* ‘nlhe

% igura 46-.4 2l didujar in proy ccidn o

j* (a, b), ouedan determiriudss lasg rroyecciones K' y P!, Por

= = = o s Y
g

Punto, recta y plano 39 \]

¢ méxius pendiente. Se llaman rectas de méxima pendiente o bien,
' simplemente, rectas de pendiente de un planoc, las reectas del
800 que formen el msyor éngulc posible com el planc Jﬂl horizepn

Se demuestre en geometria -
que las rectas de pendiente son
normales a las horizontales del

e A A

y.&auv, reppaslca QRT =2 mentienas

en la proyeccién horizontal.-

Siendo la traza de un planb,
una horizontal del mismo, la de
mfxime pendiente le resulta tem-
bién perpendicular.,-

De las infinitss rectas de
pendiente, todas paralelas entre

‘ en la tigura 45, se ha dibujado una de ellas, la m(m', o"), -
ide la proyeccién a' icnogréfica 88 perpendicular a la trazadl

Qd 2)"'

De lo dicho y de 1a observa
cién de 1la figura snterior pode-
mos decir que: una recta de pen-
dlente es sufic1ente pare deter-~
minar un plano.—

En le figura 46-a,b,cy d se

ha representado una recta clc* ,
¢") cualquiera, une horizontal

» h"), una frental (T depaty
Y una de méxima m(m’', ") de un
cierto planoof cuando éste se da
en .su forma genérica, es decir -
por dos rectas a(a'’, a") TibLb,
b") que se cortan en un punto -
M(M', M),

¥ eﬂtar ¢ contlenida on el

yerie-

de punto y recta recultun N y P, Y congiguientenente Ja provec-
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Funto, recta y plano 41

Para la horizontal h de la figura 46-b se procede en igual
forma dibujando en primer lugar la proyeccién h", paralela a la linea
fundamenﬁal, y al obtener N" y P", también por pertenencia de punto y
recta, quedan fijados N’ y P’ que unidos dan la proyeccién h’.

Resolvames el siguiente problesa: dado (figura 47-b) us ple-
%& ﬂ*a) y uns da les proyecciones de un puato P que le Dpertene
ler la otrs proyesccibn.- A
. Sea en figurs la proyecciém P' la conocide; bastars trazar -
cta cuaslguisra del pleno o , la a' gue pase poT Pt. Por condi-
'E pertenencia de recte y plano,los puntos HY y V,, permiten op
Ti ¥y V; respactivamente, que unidos dibujan ls proyeccidn 8" or
fics de a. Por condicién de pertenencia de punto y recta, el P*
endisular 8 la 14nea fundamental levaniads

Excusamos la explicac;én para el frental (figura 46-c), pues
se repite lo explicado anteriormente.

13
Pt

- figurs 47 -

Por ser més cbémodo, este problema se resuelve habituslmeute
lizando uns horizontal h o una frental f del plano o dado.-

En la figura 48 se ha em -

igur %, pleado una horizontal h: fijada
s M 7 P', se traza h' paralela aq ;.cu
' ) " ’ 4 2 i
En cuanto a la recta de pendiente (figura 46~d), bastaré di- {ﬁ S P* hﬂ ya 1nteraecci§n con 13 f?ndame:a
bujar en primer lugar una horizontsl cualquiers, la h(h', h"), ¥y lue o ! I'P tal da V) y, Por consiguiente,
e i /o
o

traza Vg results inpediata. Por i
este filtimo punto se trazs la prg -
yeccibn h", parslela e 13 linea -
fundsmental, sobre ls cual deter
minamos el P" buscedo,en la peI-
pendicular & 18 fundsmental le -
vanteda deade P'.-

go le proyeccién m' normal a h'. En ortografia =" pess por I" y M".-

23,.- Condicién de pertenencis de pumto y plemo.- Ses (figura

47-g) una recta a(a', a") perteneciente a un plano o (dy 4 5)s Consi
dérese sobre la recta » dada un punto P; su proyeccién P' borizontel
se sitﬁa sobre la icnografis a' de la recta a, mientras que la orto-
grafia P" lo hace sobre'ls hombnima a" de a, Es evidente que, en es-

. tas condiciones, el puntc P considerado pertenece al piantx dado, -
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Bz la figurae 48 oe he esplen

o 7{" do una frentsl £: Iijade P*, as Sea (figura 51) el plano & frental; su trezad ; es parslels o
/,/ trasa £° paralelas gdz, cuya ine ! nes fundsmental y su tuuéz es impropia, por ser d un planc pe-
P }#,, ' p terassccidn con la fundamansal da lo al 12 de segundn proyeccién. En consecuencia: si un plano & es
— - }' = H2 ¥y, por consiguisnts,ls trasa - jal, su trasza 61 horizontal es parslela s la lines fundamental y su
Vir g B} resulta iomedieta. Por eate b, es impropia.-
\‘\ i , timo punto se trasa la proyesccibn
f{c *‘__4_—_7[ £', paralela a la linea fundsaen=  d
\°‘; tal, sobre la cual dstermiznamocs sl i
P' buscsdo, en la perpsndicular a == Ai%ﬁ =
- figurs 49 - 1a fundomental levantada dosds F”. 7 ! "
/ _Si __..-_J'g_ S5 |
24.- Posiciones particulsres del plano.- El plano adopts enel
espacio y con respecto a los de proyeccibn, diversas posiciones partic e pe

lares que, entre otras, son las aiguientes: - figurs 51 -

a) horizontal. El plano horizontal es paralelo sl p].a::m‘t’1 icnogréfioco. R Todo punto A(A' , A") del plano & frentsl tieme su proyeccidn

bu ls tranél del mismo y su proyeccién A" sobre la perpendicu-
' 8 la fundamental, levantads desde A', en el plano¥ , ortogréfico.-

Sea (figura 50) el planc 7 horizontal; su traza 3"2 es paralela a la
linea fundamental y su traza '0‘1 es impropia, por 3er 7 un plano par
lelo al o  de primera proyeccién. En consecuencia: si un plapo P es
horizontal, su traza 3’2 vertical es pasralela a la linea fundamental
y su traza 'rl es impropis.-

dyectante. E1l plano proyectnonte es aquel que tiene ums cualquiera
e sus trszas perpendiculares s la linea fundementel.-

B a (figura 52) el plano £ proyectanre sobre el icnogréfico, es de-

4" 34r tsl que su traze 62 vertical sea perpendicular a la lines funds
—_——g—— r pental; su 'trazaﬁl horizontal entonces adopta una posicidén srbitrs
: 2 con respecto a aquella,-
Ao *
|
lA; 'aa s - 3 .
e s :
! A' 1}’ A
) |
- figurs 50 - I 4 '
. o |
Todo punto A(A", A") del plano ? horizontal tiene su proyeccibnm A" O P | B
sobre ls traza ’!'2 del miamo y su proyeccibén A' sobre la perpendicu vh e .L\
lar & la lines fundamentsl, bajada desde A", ®n el plano 7 ; icnog ' Sl
fico (figura 50).- : &k
b) frental. El plano frental es paralslo al planoc 7 2 ortogréfico.- e

- figure 52 -
" Bn la figura 52 se aprecis que el punto A(A', A") pertenece al ple-
" no & proyectante sobre el icnogréfico, habiéndose utilizado el pro-
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cedimiento empleedo em el pardgrafo 23 paxs la figure 48,

Ses {figura 53) el pleno A proysctante sobre el crtogréfico,
es decir tal que su trasa A, horisontsl sea perpendicular a la 1ines
fundamentel; su traza A , vertical entozces adopse una posicién erbi-
traris con respecto a aquélle.~

A” pr -Al
" /?
1&.€ff : —? b Tt E
¥ s Oty o~ iAo
; —_————— =
LA ' §
TN A Hy P i
Ad '
Y
-Q- ) -

- figuras 53 -

Las proyecciones de un punto A(A', A") cualesguiera se ubi -
can asi: elegida arbitrariemente la icnografia A' del mismo, es nece
sario considerar una recta f frantsl por A, para situsr la proyec -
cibn A" ortogréafics del punto A.-

Entonces: f' pasa por A' y es paralels a la linea fundamen -
tal, determinando en su interseccibn con la traze Al el punto H}; cu
ya ortografis H; se sitlia sobre la fundamental. Coincidieundo Hiﬂ; y
A 2 por ser perpendiculares s la fundamental, ls ortograffa A" del
punto A se sitia sobre la traze/(2 del plano A proyectante y en la
perpendicular a la fundamentesl, levantada desde A'; pues, coincidien
do H; y O, al tener que trazar unas paralels 3142 pera ubicaxr £", es
evidente que f" JzAz también deben coincidir.-

los planos proyectantes, ya sean sobre el icnogrfifico & , o
sobre el ortografico A , sé emplean con frecuencia pues las proyec -~
ciones sobre tales planos de elementos geométricos contenidos en los

primeros se reducen a rectas, simplificando los trazados como luego
se verd.,- :

d) psralelo & la linea fundsmental. E)l plano parszlelo o 1s 1{nees fun
denental tiene sus trazaes -horizontal y vertical- también parale-
las a le misma.~

See (figurs 54%) el plano () psralelo a ls linea fundasmental;
trazas: §, horizontal ¥y §, vertical tembién son paralelss a ls
|{nes fundamental y, en el caso perticular de que sus distancias g
#ta linea sean iguales, el pieno P considerado tiene uns incline-
16n de 45° con respecto a los de proyecciédn.-

- figura 54 -

L-a.ﬁroyocciones de un punto A(A', A") del ‘plano P psralelo
’ lines fundamental, se ubican asi: elegide arbitrarismente uns
0 _'thuiera de sus proyecciones -por ejemplo la icnogr&icea A'-, de
be trazarse uns rects a suxiliar que lo contenga, pars situar enton
| le otra proyeccién (en nuestro caso ls ortografica A").-

.’

Entonces: A' pertenece a a',que en su interseccidn conyldg
raina H; en tanto que al hacerlo con la fundemental da V;. Trase -
l E: y v;. y unidos resulta a", donde se sitla A", en la perpendi
lar 8 la fundamental levantada desde A'.-

:vo perfil. El pleno de perfil es perpendicular.a loﬁ de proyec -
cibn.-

‘Bea (figurs 55) el plano & de perfil; sus,tgin-e:ﬂl yudz son en -
‘tonces perpendiculares s la lines fundameatal.-

?_@hra situsr un punto A(A', A") no es poaible utilizar los proce -
‘dimientos comocidee, dsdo que las rectas del plano de perfil tig
nen sus proyeccionss coincidentes, simo que es necesario emplesr,
‘como elemento suxiliar de refereacia,el texcer plano de p!63!¢ f
eibn (ver parégrsfo 25).- Tty
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£

— > o | o o c—

by
-—P= - - D
- figures 55 - _

f) que contiene 8 1o lines fundamental. Sea (figura 56) el plano ¢

cue contiene s la linea fundsmental; sus trazas: ‘-91 horizontel y
yz vertical son coincidentes con la misma.-

-

=
F

N
g

: .

- figura 56 -

Pars definir este plano en el espacio es necesario ccnsiderar las
proyecciones A' , A" de un punto A del mismo, porque un plano gue-
ds determinsdo cusndo se conoce une rects y un punto del miamo que

no pertenece 8 aquélla.-

25.- Plano de tercers proyeccién.- En algunos casos resultan
insuficientes las dos proyecciones hasta ahora conocides para deter-
minsr todos los elementos geométricos de una forma cualquipn. en cu

o CBSO Se recurre a un nuevo plano de proyeccidén -plano de tercera

proyeccién- que se elize normal & la li{neas funcamentel resultando,en

congecuencia, un plano de perfil,~

Punto, recta y plano 47

Ses (figurs 57) un punto A, ubicado en el primer cuadrante y

ferido a los planos 1 tcnogréfico y ¥ 2 ortografico; tendrd dos -

oyecciones: A' sobre 1 Y A" sobreq .-

Considérese un phno1’5 de
tercere proyeccién; entonces el

‘ ‘ '5 . punto A dado tepdré sobre elmis
p ' ) v mo una tercers proyeccidm A"'.-
: R 72 e S4 camo es usual se sbesten

los plancs 7/ 1 yd; en torno a
| I sus respectivas 1neerseccioneﬁ

ol =0 O con el planof,, les proyeccio=
f A,‘"“‘“V“°:4: nes del punto A dado describen
7 . arcos de circunferencia,con cen
tros en Ay A: y radios A A' y
3 Agan! (tigure 58), pasendoa ocu
p " = figurs 57 - par nueves posiciones.- '

~ En la figurs 58-b e ba representedo en vista de frente las
proyecciones (A' , A" ,_A"‘) ‘del punto A dedo y el plano 7 3 de
era proyeccidn.- 1

i L/ i
"
A,?. 15.. A '—"'ﬂ Am -
s pi gk
: | : | ‘ on ?A
{ | ' ) SE R ot ok
! AaJ _:__0 f ; :
R | A":(f:i- WA {40 ’l
] " /
] A | i A
‘ b | ot
N e e
A : A 40
gl L
4 “_‘- . - -b—
y - figura 58 -

En definitiva: la tercers proye:cidn a’’ del punto A dedo
ubica sobre una parsleia a la linea fundamentel,que pase por 47,
une distancie AJ4"' del eje de giro,igusl sl slejamiento AN’

1
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del A,y que gréficamente se obtiene proyectando A' en A' y girendo
con centro en 0,y en el sentido coatraric a lae egujas del reloj,~
con radio OA; hasta encontrar & 18 lines fundamental. La perpendi-
cular & ls linea fundamental,en su ipterseccién con la paralela a
ella,nos da el punto A"' (figurs 59) .=

Dado que el pleno de ter-
cera proyeccién es uno cual -
quiere de perfil, podemos pen-
E sarlo pasando por el punto A -
(figura 60).-

s

Entonces: reiterando el ra
zonamiento anterior (figuras 58
y 59) las proyecciones (A', A",
4"') del punto A dado novsarien,
/ pero al abatir los plmoai de
primers y'“'3 tercera proyeccién
en torno s sus respectivas in -
i tersecciones con el planow , de
e segunds proyeccibén y hasta coin ‘
" cidir con &1, el centro de giro F i
e8,ahora, directamente el punto |
A, (figura 60-b y ¢).=-

- figura 59 -

Todo cuanto se ha dicho (figures 57 a 60) se relaciona con
puntos situsdos en el primer cuadrante.-

. - figura 60 -

Cuando (figura 61) el punto B se sitia en el segundo cuadran
te, sus dos primeras proyecciones (B', B") se ubican sobre la lines
fundsmental (perégrafo 14 - figura 19) y la tercers B"! lo hsce sobre
ls perpendicular a la trsza-a‘ vertical del plnm:'li’5 de tercera pro-
yeccidn, levantada desde B" y a le distancia B B' de la misma (traze),

Como ejercicio de aplicacibn empleando el plano de tercera
eién ,resolveremos la ubicacién de un punto sobre una rects de
'y la determipacién de sus trazas, problema que habis quedado
eate de resolucién (ver parégrafo 24),~

) A
Come lss proyecciones de puntos ntuados en el tercer y cuar 3;.-_{',8'
to cusdrantes son respectivamente inversas a las mismss del primer y | ’1 ’
segundo cuadrantes, si se considers al punto C del tercer cuadrante, :/’ L
su representacibén se aprecis en la figura 62; finalmente la represey AR 1V l
tacién del punto D del cuarto cuadrante se ha realizado en la figure ¥-4 is, ™

63.-

Observando las figuras 57 s 63 inclusive se aprecia que el -
sentido de giro.del plano 7T 3 de tercers proyeccidn siempre es €l nii_n_ )
mo y contrario sl de marcha de agujas del reloj.-

=~ Zigurs 5l -

49
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Sea (figura 64) una recta p de perfil, dsda por sus proyec -
ciones p' icnogréafica y p" ortogrﬁtica;y determinads por los puntos
A(A* , A", y B(B', B"). Sea C" la ortografia de un punto C cualguiers
de la rectas p de perfil dada y tratemos de determinar ls icnografia
C' correspondiente del mismo.- '

- figuras 62 -

Para ello, es neceserio utilizar el plano-f de tercera pro
yeccidn, Jado por.sue trazas 7, borizontal yw’a vertical, y hallars

ore el mismo lss proyecciones A"', B"' y C"' de los puntos A, By C
d‘dosl- \

|
o‘f-_-é 0

W

- figura 63 -

La proyeccién A"' del punto A se sitia en la interseccibm de¢

le perpendicular a la traze #2 vertical leventada por A" y a la dis«
tancia OA' de la misma.-

AnAlogamente, la proyeccibén B"' del punto B se sitla en ls

terseccién de 1s perpendicular a la trazs 12 verticasl levantada por
B" 3y 8 1s distancia OB' de 18 misme.-

Unidos los puntos A"' y B"' es posible obtener emtonces 1l
proyeccién p"' de la recta p de perfil y como el punto C pertenece a

ella, su tercers proyeccidn C"' se determina en la interseccién con
pP"' de la horizontal que pass por C",- '

obtenemos H"' y, por consiguiente, H

Punto, recta y plano 51

Finalmente C' se obtiene siguiendo el camino inverso del utji

para A"' 6 B"', es decir bajendo por C"' la perpendicular als

\ i lipnea fundamental; desde este pup
_.Q’“ I K to hasta O como radio, con cen -
‘ tro en O se describe un arco de
circunferencia,en el sentido de
marchas de agujas del reloj, has-
ta C, por donde dibujamos une P
ralels a ls lines fundamentsl has
te cortar 8 p' en el punto C' bug
cado.~-

En cuanto & las trazas H_ho

i rizontal y V  vertical de unarec
‘ ta de perfil, dada por p(p', p"),
‘ L, S 3 A(A* , A") y B(B', B") bastard (fi
B A / gurs 65-b) hallar p"', determinan
! 4 _,” // do A'" y B"' seglin yg se explicé.
"'"]’"’ b De la simple observecién de la fi
by ,/ gura 65-2 se infiere quo({l;')‘ea
i ___L(.':o-—'/ la interseccién de p"' com la 1i-
‘ l,«.. nea fundamental., Luego, trazando
”}f’ 4 con centro en O y radio O(H;‘) un
: arco de circunferencis en el sen
- figurs 64 - tido de marcha de agujss del re-

P ]'? , traza horizontal de p.~

- figura 65 ~
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Pars hallar le traza ¥* vertical de la recta p de perfil bag
taré';‘ dibujar por Vi‘)’ ~interseccidén de p"' con ”’2' una paralels a la
lin&e"a': fundamental hasta encontrar a p".-

B LWOYS

" 26.- Plancs paralelos.- Los planos paralelos tienen sus tre-
288 V;én;btﬁi;na! peralelas.- :

En efecto (figurs 66-s): 8i los planosd y p son paralelos ,

Punto, recta y plano 53

b 27.~ Interseccién de planos,- Dados (figuras 68 y 69) losplp
B d (‘*1 "*2) y }(}1,}52), hallemos les proyeccicaes {' icnozréfi-
n ¢ i" ortogréfice de la rects i de interseccidn de los mismos,-

Como 1ls rects i de ictersec
cibén pertenece & los planosd y p
dados, 8su trszs Bi horizontal es
interseccién de las trazaso ,y 3

homénimas de loe mismo¢, mientras
que su trazs V; vertical lc es de
las truua«(a TPo de €1105,-

sl ser cortados por un tercer plano -el 7, de primera proyeccidno el

1 5 de segunde proyeccibén-, se cbtienen rectes paralelas: 1 y}lo J
ctivamente.-

d g TP oy TesPe Trazendo por H! y V{ perpen-

diculares a le lines fundamental
respectivamente se determinansus

) . proyecciones H'i' y Vi.-
A 4
/»/ i P.nslmente unidos Hi' y vi' es
e \.4 - b ~ figurs 68 - posible obtener ls icnografis 1'
K\ \ h rects de interseccién de los planos of y p dados, en tanto gque

\ e \-\A, tografia 1" se obtiene unidos V{ con HY.-

N
Sa- y -b=-

- figura 66 -

[5°4
AL AN g
‘\V‘/
o

\-

Como ejercicio resolveremos el siguiente problema: por unpup
to P(P*, P"), dibujar un plano_p (}1 .}2) paralelo a otro (o(l ,42)
dedo (figurs 67).-

o/ /P2
T
/K'/' £ I
ST S |
L ) IP
A A e ——
TEN S B
™ p’ ~ figura 69 -
’\‘ ‘)‘ . A
7 ‘ Loe siguientes problemss expresan los cascs més comunes de iD
- figura 67 - jeccibén de planos,-

Dedo que debe ser p, paralelsa aq’~1 3 serlo e 5, basteréd
dibujar el planoc p passande por P, wedisnte uns horizontal h. En la
figura 67 se dibuja P' la proyeccién b’ ionogréfics paraiels &q/,, ¥
por P* 1s h* ortogréfics paralela a le¢ lines fundamentel. Hallada 1=
trass Vi virticqi de le horisontal h se complets el problema trazan~
do p, parslels eqp ¥ p 1 reralels ad,

allar ls 'interaoocién 4 de un plano o (u(l .42) cualquiers con -
o ¥ (¥),5%,) borizontel (figura 70).- '

determina V;, interseccidn de 2 ¥ To cuys proyeccidn vi se 81
tha en la fundamentel. La srazs Hi es un puntc impropio porque el
plano 7 tiene la traza Ty tendibn impropia.-

b
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Unidos Hi‘ocon V' resulta le proyeceldn i' icnogréfics de la
rects i de interseccibrn de los planos d 3 7, en tanto que la 1" or-
togrifica resulta de unir V; con HY

i00 °*
./0’2
o
prd
=
s81 up

. .

- figura 70 -

Se observa que i' es paralela & ls traza o 1 horizontal del
plano o y que i" lo es & la fundamental, ee decir es una horizontal
del plano o .-

b) hallar (figura 71) ls interseccién i de dos planos o (dl ,0(2) y
4] (pl ¥ 2). dos de cuyas trezas Be cortan fuers de los limites -
del dibujo.-

"\{az

O/ \
-—I’
Z';.-a’:b —_————

- figura 71 -

En el caso de la figur: 71, dado queqy , 7}’2’ son las que no se
cortan dentro del dibujo, results que de le recta i solamente co

Punto, recta y plano 55

"ollon un punto: el Hig pars trazarla bastard hasllar otrc puito ae
| misma.-

A este fin se recurre a un tercer plano auxiliar, el ¥ cual
era (figura 7l-a). Las rectas a y b, comunes al pleno suxilier ¥
mo ¥ _p , respectivamente dan el punto P que pertenece a los pla-
) oAy P » ¥ por consiguiente:a la rects i de interseccidn.-

Siendo el plano suxiliar cuslquiera, conviene elexirlc hori
tal, pues as{ se simplifican las construcciones.-

En ls figura 71 la interseccidén del plano ? horizcoval con

# planos o y p queda reducidas al caso anterior K obteniéniose las -

petas a(a', a") y b(b', b"). Las proyecciones a' y b' determinsn P'
‘. ortografie P" se cuentra sobre s"=Db". Uniendo H; con P'y H{

h P", se obtienen i' e 1", proyecciones de la recta i buscsaa, in-
rseccibn de o y p .-

) hallar (figura 72) ls interseccién i de dos planos o (d 1542) y
JP (p,= f—’z) de trazas coincidentes.-

N niing
o \K“_”"
i) oy
At 4 i
i \
Ak e g

- figura 72 -

_uterminense las trazas Hi horizontal y V; vertical de la recta i
1 ﬁc interseccidén. El punto Hi’ trazs horizontel, es intersecciénde
~terseccién dea(2 Y $,. Trazando por H{ y V{
1ines fundamental, se determinan sus proyecciones que, respective -
‘!onta son los puntos H{ y V/ .-

~ perpendiculares 8 la

nidos Hy con V{ 8e determins ls icnografis i' de ls rects idein
terseccién buscada, en tanto que su ortografia i" resulte de unir
‘ L - . x

yi con H; .

- Como lss trezas de los planos & y P dados coinciden, los puntos -
Mi y V{ asi como tembién sus proyecciones, resultan tembién coin-
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cidentes, po- lo gue, en consacuencis: les proyecciomes i' icnogréfi
ca e i" ortogradfica de la recta 1 de interseccién son, finslumente,cg
incidentes, resultando i una recta de perfil.- .

d) hnllar (figura 73} la inierseccién i de dos planos d (e(l,d iy

p (P, :Pp,) cuyss trazas se cortan en un puntu M =(N'=M") perte-
neciente a la 1{nes fundsmental.-

.l

- figure 73 -

besde luego el punto M pertenece a la recta 1(-(_p) de interseccidn
de los plsnos y};dados. por lo qua,bastari hallar otro punto P
de ls misma, para determinarla. A este fin recurrimos s emplear un
tercer plano suxiliar, tal como se explicd en el caso de la figura

7l-a,~-

En proyeccién (figurs 73) el plano auxilier es el ¥ (¥, , ;) hor}
zontal. Sus intersecciones cond ¥y p dan respectivemente las rec =~
tae a(a',8") y b(b', b"). El punto comiin a8 las proyenciones a' y
b* icnogréficas de las rectas a y b, da la proyeccién P' horizon -
tal del punto P, y consiguientemente resulta la proyecciém P" ver-
tical del mismo. Las rectas M'P' y M"P" dan i' e 1", proyecciones

de 18 recte i buscada, "conﬁn a los planoa o y p .~

‘@) haller (figurs 7%) la interseccién i de dos planoe o (ql .c(a) y

p (gsl .92) pn;alelos a la lines fundsmental,-

En este caso la »1ntersocc16:‘1 i resulta ser uns recta paralels & ls
li{nes fundsmentsl; en consecuencis, =i determinamos un punto de -

ells,el problema queds solucionado.-

A este efecto utilizamos también un plano suxiliar: el 4 , que elg
gimos proyectante sobre el ortografico, por ejemplo, y buscamos -

" 'civamente. Determinadas H_(H; , K1), B (B}, BY) 3 V (V] \f") v

ociones i' e i™ de l& rects 1(clp) de interseccién de los planocs ds

By~
LUk

| haller (figura 75) la interseacién i del plano o (d) 44 ) cusles-

{f' le recta i de 1ntersecc16n buscada conocemos desde ya el punto
W=(u =u").-

Para hallar otro punto, el N(N', N") de ls figura, se ‘procede tal

~ )‘2 borizontal , cuye interseccién con el plano § es s', a", queé
T Bulta desde luego una horizontel del wismo, mientras que conel
P imer plano bisector es b', b", siendo b" coincidente con Zﬂey bt

Punto, recta y plano §7

intersecciones a(a',e") 7 u(d*, b") con los plaros o y P, res-

b
). a' resulta de unir H’ con V’ y b' de serlo H' con V 7 en

_to que gk wipt . ccincidentea entre si ¥y con 62, 8e obuenen de -

H‘; con V" H" con Vg , TeBpectivamente,-

doma’=t’
/

- figura 74 -

El puato M', comin a las proyecciones a' y b', es la icnogra
 del punto M buscado y consiguientemente results M" sobre a"=b",
rectes paralelss a la 11nea fundamental ,por M' y M" son las pro-

era con el priner bisector @ ( “’1 ,02).—

opmo hemos actuado en los casos anteriores., El plano auxiliar es

‘tuada debajo de la linea fundemertsl a uns distancis igual 8 iz
lé existe snire b" y estz Gitima. Bl punto comfn s las proyeccic
88 8' y b' cs ls proysccién N' de la cusl se deduce H". Uniendo
' obtenemos i' y H'"N" da i", rectas proyecclones de. la i comin

: ’f 105 planos o y W datos,-
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Medisnte el plemo suxiliar P, borizontal obtensmos las inter
ones T=2 3y 3<F con los planos o TP respectivamente 0“«70—-
’f°m K(K', k") pertenece 2 ls rsoca i de interseccibn c‘leo( ¥ b
buscsnos. EL otro puato, el L(L', L"), que unido con el E(K', K")
‘,gmina, sg halla merced al plano suxiliar Jl proyectante verti

da 188 Tectas 5-6 3 7 =8 .~

- figura 75 -
g) hallar (figzurs 76) la interseccién i de un plsno of {(d 1 ,042) cual
quiers con el segundo bisector o) (W, ,u)z).—

El problems es similar al anterior. El punto M = (' =M") pertene-
ce 8 la recta 1 de interseccidn buscada. EL punto N =(N*= N") Be
obtiene mediante el plano 1"2 auxilisr, que se hs tomado horizon -
tsl. Su interseccién con el plano o da la rects a(a' ,a") y con -
el segundo plamo bisector w la b(b' p"). La proyeccién N' icnogri
fica, comin & 8' y b', noe permite obtener N" sobre a"= b", siendo
K' y N" coipncidentes, resulta’do previsible, pues el punto nN es un
punto del segundo' plano bisector. La rects 41(i'= i") da la solu -
cibn finsl.- ;

LA

P # 1‘z_=a'r.6’=6'
———————— W

I

|

| ;
N U,sz o fim‘ 77 ™

\u ‘ ‘ 28.~ Interseccibn de rects y plano,- Dadod (figura 78) elpls
7 a’ (dy 44 5) ¥ la rect tyat » 3
Uy o a a(a', a"), la interseccién I(I', I") de 1le
¥ el plano considerados, se determina trazendo un plano T auxi
nyl_ recta i de interseccidén con o &l cortar ls recta a deda ,~

eIy i obtener el puate I buscsdo.- :

k) bhallar (figura 77) la iqteraeccién 4 de dos planos, dados uno de
ellos por tres puntos, el § (ABC), y el otro por dos rectas pare-
lelss, el P (MN// PQ).-

* Habituslmente, por ser més cbmodo y eimplificar las comstruc
8, 8¢ utiliza como plano auxiliar slgunoc de los proyectantes de
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Beg (figura 7%9) sl pleme o
(41 yd5) 7 la rects ae*, a*);es
trate de haller ls interseccifn
I(I1*, I") entre ol planod y la
recta @ dados.-

'y 8 la proyeccidn a" soluciona el problema, pues I" 7 &u respecti
fionografia I', son las proyeccionss del pusto I de interseccidnde
‘recte y el planc dedos.- j

i t2l efecto considérese un
plano P (Tl, T,) auxilier, pro -
yectante verticael, sl que perte-
nases la rects . Detzrminense -
las p;éjéc:ionosAi' icnogréfica

- figurs 78 - e 1" ortogréfics de le recis i de
interseccidn de los plemos d ¥y % . Ia interseccién de les rectas a e
i permite obtensr el punto I de intereeccidn buscado; en consscusncis
1" se obtiene al cortsrse 8" e i", Rientras que I' sobre s'=i',en le
perpendiculsr & la fundsmental bajsds desde I".-

%

-~ figure 80 -

B 29.- Rectas y planos perpendiculares,~- En primer lugar demos
Fmos que: pare que le proyocdiGn ortogonal de un &ngulo recto'sg
0 pleno sea un Angulo recto, es necessrio y suficiente que el
e proyeccidén ses paralelo, por 10 menos,2 uno de los ledosdel
0 8in ser perpendicular al otro.-

Sean (figure 81) m y n dos
rectas ortogonales y m', proyec-
cibén de m, parslela s ésta. Bas-
taré probar gue n' es perpendicu
lar 8 m'. En efecto: la proyec -
tante AA' y la n,'perpendicula -
res 8 m, detérminan el planc -
4CC'A' que eB perpendicular e m
¥, por consiguiente,a su parale-
le m'. Como ls n' pertenece a di
c¢ho planc,resulta n' normel a m',

- figura 79 -

Ses (figura 80) hallar le interseccifn del plano 4 dado por
tres puntos A, By C, y la rects a(s' ,2").~

El plano suxiliar elegido gue contiene a la rects es el pro
yectsnte vertical del que solemente se hs dibujesdo su traza Tle.a‘.
Su ipterseccidén con las rectas AB y AC dan las icnografias 1' y 2'
que unidos dibujan i', siendo a's‘l‘lz i', las respectiwvas ortogra-
fias 1" y 2" den 1s proyeccidn i". El punte comfr 2 estes fltimereg

En segundo término observe-
moe gue las trszss sobre un Mmis-
- figura 81 - ' B» plano de proyeccidn de dosple.
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nos perpendiculares, no son perpendiculares, sSelivo @l €282 &n qus wad

ds los plsaos dasdos esa ortogonal al pleno de proyeccids. El rezosamisate precedunte taubién es vélido para el plano7,

Esto e3 P8cil ds cemprendey

i observamcs le fizura B2, puss

1 &ngulo que formen las trazas -

4, T Pl’ siando o y\p ertogonas

les, es difsrents de 90%, pues a4

trata de la seccidn de un diedro

con un plano, el’il de proyeccidn

i que es cualguiers con rereregcia
los mismos, @alvo la excepcidn ap

tes anotsda.-

“10"
‘ lumego: la condicibn necesszies y suficlente para que uns recte
Ph.no sean parpendiculares, es que las proyecciones de la rects
P pondicx.lares 8 les trazas hombnimss del pleno, 0 viceverss.-
1

Bo aprecis entonces (tigure 63-b) que o' ¥y a" son respectiva-
: perpendiculeres a oy Y 5o

84 se desea trezar por el punto P(P' , P") dado, la recta a(s',
pendicule. el pleno o (%) ,d,), debe treserse por P' s proys
', perpendicular ad 1 (figura 8%), y por P", a" perpendicular

.(‘ En definitiva no podewos, en
gepersl, dibujer en forms simpled
directamente les proyecciones de
dos rectes o de dos planos perpeg

-~ figura 82 - diculares.-

Por el contrario resulta sencillo establecer la condicién de
perpendicularided entre upg reécta y ua plaeno, cusndo sé Srabajs con «
sus proyecciones.-

Sea (figura 83) el plano o (dy +»d ) 3 la recta a(a', a"),per«
pendicular al mismo.-

Para determinar le condicién de perpendicularidad entre lare
tsa ¥y el plano dados, tréceae el planop , formado por & y su proyec =
24én 8' icnogréfics (figura 83-a). Este, resulta entonces perpendicu=
ler & los plsnos ¥, de primers proyeccidén y of , siendo a' en conse «
cuencia perpendicular a°\i.'

- figura 84 -

. Por ser ds aplicacién frecuente en la solucién de diversos pro
pe8 resolveremos el sigulente ejercicio: por un punto P(P', Pv)ida
#ibudar un plano o (dl ,o(a) que sea perpendicular s uns rectes a(a’,
[tmbién dada (figurs 85).-

i De los infinitoe planos normales a la recta deda hebré que di
uquél que pase por P, a cuyo efecto bastaré buscar una rects de

’ i ano que pertenezch a dicho puato.-

En ls figura, la rects considersds es uns horizontal (R Bt)
| plano o ; por lo tanto h' pasaré por P' y seré perpendicular & 8',
({l tambidn Lo es. Le proyeccidn b ortogréfica de =ss horizon-
i es parelels & ls lines fundsmental y pasa por P". Balladas las
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trazes de la horizontal h bastard dibujsr por Vi le
cel del plano  , perpendicular a 8", y por donde ésta corte a la
ne:.fundamental la ?ra:a 41 horizontal del mismo, perpendicular a a'
© bien paralela a h'. El plano « (dl »%5) solucions el problema,pues
pase por P,por contener a la rectas h horizontal,y es perpendicular g
a8, por condicibn conocidas :

a'

hu

traza o o verti -

14

de perpendicularidad entre rects y plano.-’

| Capitulo é
Desplazamientos

: 30.- Hocjones,~ la solucién de los diferentes problemas gré-
08 gue se prasentan exn geometria, resulta simplificade y a veses
kﬂiata. cgnndo la figure dada ocupa ciertas posiciones particula-
8 con referencia a los planos de proyeccibm.-

Pera llever la figura dads & ocupar la posicién més conve -
ente pueden seguirse dos proccdimiontoe: a) mantener fija ls figu-

| y desplazar los planos de proyeccién, y b) mantener fijos los pls
8 de proyeccién y desplazar la figura haciéndola girar alrededor de
| ejJe convenientemente elegido.- :

De sguf surgen los dos métodos que,merced a trazados diferen
98, permiten llevar ls figurs y planos de proyeccibn a posiciones rs
#tivas predeterminadas: ‘

+ 8l método de los cambios de planos de proyeccidn;

, el método de las rotaciones o giros y, como caso particular, elde
I_;gg abatimientos.-

() METODO DB LOS CAMBIOS DS PLANOS DE PROYECCION.-
l 1.~ Concepto,- Bl problema & resolver es el siguiente:dadss
88 proyecciones de una figurs sobre los planos 7, horizontal y ¥

vertical, encontrar la proyeccién de la misme sobre un tercer plaac,
perpendiculer s slguno dq}loa don gg{peros.-



66 Geometria Descriptiva

Si_el pueve plauo de proyeccidn es perpendicular el ). hori-
zontal se habra efectuado un cambio del plano vertical, o bien una -
proyeccibn vertical auxiliar. En caambio, gl el nuevo plano es perpen
dicular al ne vertical, se habré realizedo un cambio del plano bori—
zontal, o bien una proveccién horizontal awxiliar. La traza dolnuavo
plano sobre el que petmanece fiJo constituye la nueva linea de tiexra
o fundamentsl.-

Examinemos algunos de estos problemas.-

3c.- Cambio del plano vertical.- Las construcc1ones relaci -
ves sl cambio de plano vertical estan basadas sobre 1la sxgulentey -
ev:den*e observacién: cuando se cambia el plano vertical, la proyec-
cidén hor:zontal de 1la figurs no cambia y las cotas o alturas (orto -
grefias) quedan 1nvarlab1es.—

En la figurs 86 el nuevo plano vertical elegido es el'f ¥y su
abatimiento se ha hecho hacias la derecha de 1a nueva linea LlT1 fun-
damental. Dado que el plano horizontal no se ha movido, las primeras
proyecciones quedarén inalterables.-

Pars el punto A(A' , A"), 1a nueva ortografia Ay perteneceré
a3 ls Perpendlcular,trazada por A', a la nueva lipea funcamental y co
mo 1a altura ae 4 sobreﬂ no ha cambiado, resultara AIA“ = A A"; es
decir que A' y A" sersn las proyecciones de A& en relacién s los nue-
vos planos de proyecc16n -

i;'n 1 A’
A N |
: \_‘\ n :
oo :
ke
L 1 Ao
L e 3
AN N
K
~g _ -be

- figura 66 -

- figurs 87 =
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Bi se tratars de hsllar la
nueva ortogrefia de una recte s
(a', 8", pastard operar condos
de¢ sus puntos., En la figure 87
82 hs considerado le trazs H,ho
rizontal y un punto cuslguiers,
el A(A' , A" ).~

En el caso de traetarse de
un plano o (figura 88), dsdo por
sus trazes (1 horizontal vo . -
vertical, su trasza sobre un nue
vo plano verticsl se determing
as{: un punto es, desde yaz, el
comin at{l ¥ a la nueve lipea -
Ll'r1 fundamental; este punto es

¥ 1 B' de la figurs. Para hallar un segundo punto, bastard observar

i = A A" obtenemos el ‘1 que, unido con el H', dibujan la

Dueve traza ] buncada.-

- figura 88 -
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33,- Cambio del pleno horizomtal.- Laa construcciones relati

vas al cembio de plano norizontsl son andlogse s las que terminamos
de realizar en el cambio del plano vertical (ver psrégrafo ns 32 - £i
gures 86 & 88), por lo que omitimos su detalle especifico, recordan-
do solamente que: cuando se cambia el plano horizontsl, la proyec -
cibn verktical permanece invarisble y los alejeamientos (icnografiass)

se mantiénen,-

34,- Cambio de los dos planos de prpyeceibn,- Operando suce-

sivsmsenta y &o ua ordaz cualquisra coz l&s soms¥rucciomse inodicedes
en los dos casos anteriores ge obtiene el doble cambio de plano de -
proyeccidn.~

Como ejercicio resolverswcs el sigulente problema! dade (fi-

gurs 89) una rects a(s', a") cuslquiera, cambiar los plancs de mene-
re que la recta resulte perpendicular &) nuevo pleno horisontal.-

- figura 89 -

En la figura se ba operade de la siguiente forms: se ha con-
gidersdo un nueve plano vertical cuya Li‘r1 hacemoe coincidente con -
a', resultsndo aj ia nueva proyeccidn verticel de ls rects a.-

Cambiemos ahora el plano horizontal y tomémoslo perpendicu -
lar 8 la a. Ls ortografis 8] de esta rects no varfe y, giendc le rec
ta perpendicular al nuevo plano icnogréfico, le ai, debe resultar -~
perpendicular a la nueva linesa L2T2 fundemental. Le nuevs icnografia
de la recta deda degenera en un punto, que pertenece a ls misma ai J

coincide con L2T2. por no haber variedo el plano verticsl elegido ¥
pasar éste por a.-
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Lo puevs fundsmental L2T2 resuelve el problemes y las proyee-
p de le recte 2 sobre logf nuevos planos de proyecciédn, son ai y

08 ;-

g 35,~ Concepto.~ El método de los giros o rotaciones tiene por

determiner les nueves proyecciones de un cuerpo cuendo, cono-
pare una posicidn cuslesquiera, se lo hace girar alrededor de
Jo ea un ssntido y Angulo prefijedos.-

.~ 36.- Oiro de un pupto en tormo de up eje,-~ Bea (figurs 90)un
 vextical, de proyecciones e' icnogréfics y e ortogréfica, y A
A") un punto cualesquiers no perteneciente al eje e; procedamos
ar el punto en torno del eje.- ’

A" o A
N Al
) /' . l l
|
| =
{
| =l !
| : |
! | |
| | {
1 i ok die
7% { i |
A
/
I | | p i 0'
| €= \
{ i /L’-\ Y d
\4(/’ 3 A
A=’
-8=- -b=
- figura 90 -

4) efectuar el giro aslrededor del eje (figurs 90-a) el punto
ribe uns circunferencis, cuyc planos ee normal al eje, siendo
oyecciones de lg misma una circunierencis de radio 0'4’ = CA

,baograria. mientras que sobre el plano vertical results ser une’
te, traza del pleno que la proyecte, paralela & la linea fundamen
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BOCes no es coplanar con él. En este ultimo caso se dice que la

del punto mdvil, el A, por ejem
i A OB A AT : : cta y el eje son alabeadas.

» circunfersncia del
plo, tendremos sus proyeceiones A1 y.Al sobr:it:mente
0" respec oo
planoafl y sobre la horizontal por

En vista ds frente (tigﬁra g0-b), la icnografia e' del ;Je e
verticsl es un punto y su prgograria e" 82 una rects pfrp:f?i:: a:r:
la lines fundasmentel. Pijado A(A', 4") y el centro Lo : Ag en,
1s icnografis de la circunferencia dcac:ipﬁa al girsr eldpun :tro -
tornc del eje e vertical, también es uns circunferencis de io A
= e' y radio 0'A’, ¥y su ortografie es uns recta psralels a la

Dados (figura 92) la rec-
ta r(r’, r*) y el eje efe’, e")
vertical, analicemos el giro de
la recta en torno del eje cuando
ambos (recta y eje) son coplana-
res, siendo S(S’, S") su punto
de interseccién.

Por de pronto este ultimo
punto, el S, al realizar el giro
de la recta, permanece fijo por
pertenecer al eje de rotacién.
En consecuencia las nuevas pro-
yecciones de la recta r, después
de realizado un giro, quedaran
determinadas cuando se haya ubi -
cado la posicién final de otro
cualquiera de sus puntos.

fuadesmental por A".-

Las proveeeionosAdo ‘1' después de un cierto gir:ide:i::nzz—
&, dado por el épgule A’ OAi, resultan ser Al y ‘1 cuya ubica
sults de la simple observacién de la figura.-

Si el eje e es horizontal, su icnografis e' es ahors una :eg
ta perpendicular s la lines fundamental,-nieytra? qu: su or:ogrz;ia
e" es un punto. Fijado A(A', A") y el centro 0(0', 0 ) ae g rob gu
ra 91), al girar el punto A en torno del eje e, también describe u??
>;ircunferencia cuyas proyecciones son, shora, una recta,paralels als
linea !undaﬁental por O',en ls icrogrefia y una circunferencia,de cep
tro O" y radio 0"A" = OA,en ortografias.-

A'

Sea A(A’, A") este nuevo
- figura 92 - punto, y dado que no hemos im-

puesto ninguna condicién espe-
h" supongamos que el giro queda terminado cuando la proyeccién

/ "y | \ “-cnoqréflca de la recta r ha pasado a 1la posicién r‘;, paralela
: :%b'! la fundamental El punto A, de acuerdo a lo explicado en el
o iy l ) ' grafo n°® 36, habra pasado en icnografia de A’ a A’y y en ortografia
A;? skl A” R 1 Este ultimo punto, juntamente con el 8", que no se
|
|

movido, determinan la proyeccién r";.

—
La recta ri(r’'i, r"i) asi obtenida, nos permite medir 1la
,/1tud del segmento SA, pues al haberla colocado paralela al plano

Vertical media-nte el giro, aparece en verdadera magnltud en su
Jyeccién S'A’ ortografica.

|
§Y
|
|
!
|
|
‘

4

'
Gl -u-

Dados (figura 93) 1a recta r(r’, r") y el eje e(e’, e")
ical, analicemos ahora el giro de la recta en torno del eje,
Ndo ambos (recta y eje) son alabeados.

- figura 91 -

A este fin bastara determinar la posicién final de dos puntos
k& recta cuando ésta haya concluido su giro, el que, a efec-

37.- Giro de una reots eo tormo de un eje,- Bes una rects r
cualesquiera y un oje 6. Al girar la rocta¥; en torao del sje & pue-
de suceder que corte al 03.:3 que no lo corto. 81 lo corta, lo hard
A;;—;;~;;;;;RB y entonces ls récta y el sje son coplannro-. Invnrca -

mente.li no lo torta no se thlg,gn un'nianowy}gno con el eje, y en-
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cuando la proyeccioén icnogréfica de la misma resulta paralela a la

linea fundamental.

Uno de los puntos cuyo gi
ro estudisremos es el M(M'
por ser el pié de la perpendi-
cular comin (minima distancia)
entre lss dos rectas e y r. Da
do que el eje e es vertical, -
esa aistancia aparece en verda
dera magnitud en la icnografia,
es decir que M' es el pié de -
normal a r' trazsda por e'. Su
ortografia se encuentrs por 8y
puesto sobre la r" en M", El
punto M al rotar slrededor del
eje describe en su proyeccidn
icnogréfica un srco de circun- .
ferencia de rsdio e'M', mante-
niéndosele la r' constantemen-
te tangente durante el noviaiqg
t0o.,~

Supongemos entonces que ia
r' pase a la posicién ri, taleg
mommmmamu,muhhah
lines fundsmentsl y el M' a ‘1'

- figura 93 -
La proyeccién M ortografica estarad sobre la horizontal que pasa por
M" y,en este caso, sobre e".-

El otro punto que tomamos en consideracién es el N(N', 6 N"),
cuya posicibn final es Nl(R', NY ) como resultado de &lrar en el mig
mo sentido y con el nismo éngulo que el M acompanando a la recta r
a la que partenece.-

girada tiene come proyecciones 1ari
y rl, Yy siendo paralelo al - planoﬂ2 verticel,el. segmento anl mide
la verdadera distancia entre anboa puntos.-

Finalmente la rects ry

38.- Giro de un plano en torno de un eje,- Sea (f:gura 94) un eje
e yun plano « (%4, « 2)e Al girar el planc & en torno del eje e, la tre-
28 0(1 se gitda en una posiciénﬁl mientras que A lo hace en32 (figura
94-u), a quienes sp trata de determinar,

3 l“).

Desplazamientos

Desde luego (figire S4-p) el punic 8, faterseccibn dzl plsno
oon el eje e, permanece fijo durante el giro. Por ctro ladc obser
que el plepo, en sus sucesivas posiciones, envuelve un conorec
de vértice S y basse ls circunferencis de radic e'H,s la cusl
\gentes les trazas horizontsles (X 1,~p 1o ) del plano mbvil.

son

- figura 94 -

En virtud de estas consideraciones, dado el plesno of (®, ,dz)

mal 8, dibujada por e' (figure 94¥b). La trazajbz resulta de re
que el punto-S(S', S") pertenece también al plano f , por lo
recurrimos a su horizontal h(h', h"), resultando dibujads dicha

*, segunds proyeccidm de las frentel f del planod .-

f By +Po).-

- ';)‘“Amnmmos.-

ancg, la cual recibe el nombdbre de eje de giro.-

¥3

t

nueva traza~P1. pers un giro por shors cualquiers del & , serad tanp
' & la circunferencis cuyo rsdio es e'N, siendc N el pie de ls -

B .P2‘ En cuanto el punto S, comin s e yd , es en icnografis S'=e’
ser el eje e verticel) y er ortografis S", interseccién de e'con

En conclusibén:el plano o (dl “*2) ha pasado 8 la nueve posi -

39.- Concepto.- En términos generales se dice que un plano se
.'i'bbbre otro, cuando se lo hace coincidir con este Gltimo, medisn
un girc en un sentido u otro, alrededor de la recte coman 2 aabdos
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Cuande el planc (figura 95) sobre el gque se raaliza el sbati
miento es alguno de los de proyeccidm, o bien paralelc 8 alguno Qeeg
tos Gltimos, se consigue que la figura contenida en el plamo abatido,
una vez finalizeda la operacibén, se proyecte en verdadere magnitud sg
bre dicho plsno de proyeccibn.-

Si el plano sobre el cual se
abate es el'ﬂ’l icnogréfico,elede
de giro serd la trazed 1 del pla
no abstido, en cambio si el sba~-
timiento se hace sobre un plano
paralelo a dicho plano, el eje sg
ré una horizontal del plamo o .~
Cuando rezonamos con el planoﬂf?
ortogréfico las rectss de girosg
ran ls trazada. o bien, unsafren
tal del plano abatido.

Le importancis del método -
del abstimiento reside en gue,me
diante su aplicacibén, es posible
resolver pars un plano en posi -
cién cuaslquiera con referencia a

- figurs 95 ~
los de proyeccidn, todos los problemas que- comunmente se plantean en
geometris plana, entre otreos: medir distencias, éngulos, representar
figuras, o bien en fcrma general: realizar sobfe ls misma,construc -
ciones que no se mantienen a través de las pxoyecciones.-

Efectuadas tales construcciones, con unbk opetacién inverss al
gbatimiento, llsmada relevamiento del plano, obtenemos las proyeccio
nes del resultadoc.- j

Conviene observar que el abatimiento es un gaso particularde
giros, dofde el eje de giro es una recta parslels & alguno de lospls
nos de proyeccién y la rotecibén del plano termige cuando éste sc co-
1gca también pareglelo al primerc. Los puntos @e la figura describen
arcos dae circunferencia cuyo plano ea perpendicular' al eje de rota -
cién (figura 96).-

Fipulmente dejaremos sentsado que.es siempre un plano el que
ge sbate, Asi cuando se diga abatir un punto, se entenderé abdatir el
plsno determinado por dicho punto y el eje de giro elegido.-
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También se induce que para hallar el abatimiento de una
figura habra que determinar el abatimiento de cada uno de sus puntos.

- figura 96 -

(@)

40.- Abatimiento de up punto de un plano.- Sea (figura 97)

el A un punte de una figura contenida en un plano a, cuyo abatimiento
sobre el plano m; icnografico se desea encontrar.

De acuerdo con lo expuesto, al girar el plano, lo hara

~ alrededor de una traza o1 horizontal y el punto A se dispondra sobre
~una perpendicular trazada por A’ al eje a1 de giro, y a una distancia

de éste, igual a la hipotenusa CA de’un triénggloﬂre;;@ggylgﬂgg‘Az(

- en el que: un cateto es la distancia A’C, desde la icnografia A’ de

A al eje a; de giro, y el otro, la altura AA’ del punto A sobre mj,
que viene dada por el segmento A¢A"." Es decir que el radio de giro
serd CA y el punto abatido caera en (A).

Cuando se dibuja en proyecciones (figura 97-b), siendo datos
el plano af(a1, 02) y el punto A(A’, A"), como el triangulo AA’C se
proyecta segun la recta CA, por estar en un plano vertical, para
hallar el radio de giro CA, se hace otro abatimiento auxiliar del
tridngulo sobre el .plano n; icnografico tal como se indica en la

1 .figura. El cateto A’ ((A)) normal a CA’ es igual en magnitud al

segmento AoA"Vy puede tomarse indistintamente de un lado u otro de

 la recta CA’.
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-8 -
- fizura 97 -

Todc cuanto se ha dicho pars el sbatimiento de un puntec so-
bre el icnogréfico es aplicable cuando se pide su sbatimiento sobre
el plano #2 ortogréfico (figura 98). Solamente observaremos que el
valor del cateto A"((A)) es igusl a A ', slejamiento del punto A.-

Cuendo el plano que se abg
te sobre el‘ﬂl icnogré&fico esun
proyectante vertical (figurs 99),
el abatimiento del punio A cae -
en (A), sobre la perpendicular -

-8 d 3, siendo C(A) = AOA". En -
efecto: basta observar la figu-~
rs 97-a pere deducir de inmedis
tc que, 81 el planod es perpe:
diouler el , icnogréfico, elca
teto CA' se snuls y le hipotenu
sa CA es igusl a AA', © Bes 1i-
gusl a AOA".-'

Pn la figurs 100 se ha di-
bujado el abatimiento del punto
A sobre el plano<f2 ortogréfico,

- figurs .98 -
siendo tspbién el plano abatido un plano proyectante vertical.-

Ests construccifén admite uns simplificecibén, pues si otaser-
vamos que son iguales los triéngules CA"((A) ¥ OA 4' , la hipotenu-
58 OA' resulta tgqmbién igusl en vslor al radio de giro. De agqui qus

AL

1
- SN, ®
\‘>\( v
He
~e
A
Ve
W

- figura 100 -

- figura 10} -
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con la circunferencia de centro

0y radio OA’ se determine sobre

la linea fundamental un punto
cuya vertical al cortar el cateto
CA" permita obtener también el
punto (A).

Con caracter ilustrativo
en la figura 101, se ha resuelto
el abatimiento sobre el n; icno-
grafico del punto A(A’, A"),
perteneciente al plano a(ai, a2),
paralelo a la linea fundamental.

Todos los ejercicios re-
sueltos lo han sido abatiendo el
plano sobre alguno de los de
proyeccioén.

Seguidamente abatiremos
un punto sobre un plano paralelo
al de proyeccién.

A este efecto, sea (fi-
gura 102) el punto A(A’, A") que
abatiremos sobre un plano para-
lelo al m icnografico.

Segun apuntamos al prin-
cipio de este paragrafo el eje
de giro debia ser una recta
horizontal paralela al plano m
icnografico, es decir una hori-
zontal tal que, en la figura, la
elegimos en h(h’, h").

Esta recta y el punto A
definen el plano que se abate.

Las construcciones, como
puede observarse, son idénticas
al caso general, por lo que
excusamos su detalle, resultando
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Capitulo 4

(A) el abatimiento pedido. Solamente agregaremos que el cateto
A’ ((A)) es igual a la altura del punte A sobre el plano horizontal
que pasa por h, tal como se acota en la figura.

Al
!
», { \
' "
. h
!
[
- } )
|
!
W
< Tlgura 102 1
1) DISTANCIAS.-

-

th_-‘.

- figurs 103 -

Problemas de Magnitud

4).~- Distancis entre dos puntos.- La distancia entre dos puld

»-‘.fv es la longitud del segmento que 108 une y su megnitud se obtiene
ya sea por un giro de la recta haste colocarla paralela s alguno de
- los plancs de proyeccibn, o bien mediente un sbatimiento de le misms.

En la figure 103 se ha hecno
el giro de la recta KB slrededor
de un sje verticel que pasa por -
4, es decir que este punto no se
mueve ¥y el B describe un arco de
circunferencia,hasta que el seg -
mento se cologue paralelo al ple
no12 ortogréfico en‘A'Bi.La ver
daders magnitud serd (d) = A"B}.-

El sbatimiento del plano que
proyecta & la rectas AB sobre el
LY icnogréfico por ejemplo, p2r
mite también encontrar la distsa
cia entre los puntos A(A',A") 5
B(B' , B") dedos.-~



80 Geometria Descriptiva

——

\.
Recordando el sbatimiento
7 de un planc proyectante (ver ps

A" ? réagrafo 40 - figurs 99), el de
‘{' i 1a recte 4 (figura 104) queds-
T\\\\\\\\\ér : ré determinsdo trazando por A’
\ ~ \ y B' perpendiculsres a a' y to
4°l : 18,\\\i: A mando sobre éstes, aegme?tos -
g —=  A"(A)=a "y B'(B)=BB".~

Le distancia entre lospun

También la distsncia entre
loe puntos A(A' , A") ¥ B(B', B")
dedos, cuando al reslizer elaba
timiento uno de los puntos cae -
fuera de los limites del dibujo.
Supongamos que éste sea el pun-

- figura 104 - to (B) (figurs 105).-
‘ Entonces debe tomarse en
Er B' la diferencia de alturas de

los puntos A4 y B, o sea la dis
tancie B'(B) = BIB"‘ siendo -
A'(B) tembién les distancias bus
cada entre los puntos A(A', A")

D o e

- -

% y B(B', B") dsdos.-

! AVT G Fecilmente se aprecia que
| 18 magnitud de le distancia en
: tre dos puntos se ha obtenido
B por un giro de ls recte hasta

colocsrla paralels a alguno de
los planos de proyeccibén (figu

“” ra 103), o bien medisnte unabg
timiento de le misme (figuraes
- figura 105 ~ 104 y 105).~

42,~- Distencia de un punto 8 un pleno,- la distancie de un
puptc a un plano esté deda por la medide del segmentc normel al ple

no, comprend1do gntre el punto dedo y el de interseccidn de 1s nor
mal con el pleno.=-

tos A y B dados serd (d)=(4)(B).
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En efecto (figura 106-a): sea un plano o y un P exterior al

smo. El1 problema se resuelve trazando por el punto P dado una normal
‘plano (ver paragrafo 29), cuya interseccién I se determina mediante

plano auxiliar 7y proyectante vertical (ver paragrafo 28). La
‘tanc1a PI que resuelve el problema gueda determinada en verdadera

nitud aptricando lo estudiado en el paradgrafo anterior, es decir que

n' 22%“:
2 Ne

/I

M= Eas e

. e

~figura 106-
En vista de frente (figura 106-b), sea el plano ooy, G2) Y un
%to P(P’, P") exterior al mismo. Tracese por P la perpendicular n
1 plano a; entonces, y P", respectivamente deben bajarse
m-endlculares n’ y n" a las trazas a; horizontal y az vertical del
0 a. Sea el plano auxiliar y(yi, y2)
‘ytiene a la recta. Su interseccién con el plano o nos permite hallar

#‘ recta i(i’, i"), y conjuntamente los puntos I"
royecciones del punto I.

por P’

, proyectante vertical, el que
y.- luego 1’,

Unidos P con T resulta la distancia d del punto P al plano a,
| verdadera magnitud (d) se ha determinado en la figura 106-b
ante ﬁn giro de la recta n(n’, n") en torno de un eje e(e’, e")
,Aical que pase por I(I’, I") y que en figura omitimos dibujar. En
w;‘ecuencia, el (P) que unido con I" -punto éste que permanece inmévil-
iﬁ"da la distancia pedida, se ha hallado trazando el arco de
v:cunferencia de radio I’P' hasta encontrar en P’; a la paralela a
,Ulinea fundamental por I‘, la perpendicular a la linea fundamental
;‘P 1 encuentra a la horizontal por P" en el punto (P).
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Como ejsrcicio, en la figurs 107, se ha encontrade la disten
cia de un punto P(P', P") e un plano 4 (dl ,42) paralelo a la lines
fundamental.-

Dibujads por P' y P" 1la n' y n" , respectivamente perpendicu-
lares a of 1 yd‘2, se ha hallado su interseccién i(i', i") con el pls
no d mediante el plano auxiliar y (“51"J jom

Siendo n e i rectas de perfil, su punto comfin I habré que ha
blarlo sbatiendo el{planO¢J que las contiene y que también es de -

perfil. Siandon2 el eje de giro, la treza Vi vertical de ? no semue

ve, en cambio la Hi horizontal pass a H" La recta 1'" queda dibuje-
da.Pars la n'" bastard observar que pasa por P'" y es normsl 8 1i'",
paor lo cual una vez trmzads, su interseccién con i'" nos da el I'",
tercera proyeccidn del pié de 1ls normal del punto P al planoQ . La -

distancia pedids es directamente en magnitud el segmento P'"I'" = (d),

$i quisiéramos sus proyecciones bastaré volver el planod a su posi-
cién primitiva, obteniéndose as{ P'I'=4d' y P"I"=4d",.~

'T\"‘dz - L"

- figura 107 =

En le figura 108, se hs resuelto la distancis de un punto P
(P' , P") & un plano o dado por dos rectas a(e' ;e") y b(b' b"),c on
currentes en M(M' 6 M"), -
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B1 recordames qus la proyeccibn h' icnogréfics de uns hori-

~-tal h de un pleno e8 paralels a su trazs 3 ¥ que la proyeccidn

ortogrédfica de une frental £ lo es & la trazacyz. podré dibujar-

per el punto P dsdo le normsl n a2l planc o trazando n' perpendi-
ular a8 h' A n" perpendicular a f",-

1 Para hellar una borizontal b y une frental f de este placo
o8 remitimos & lo explicado en los parégrafos 20-a y 20-b (figuras
¥ 35).- Be

En consecuencia: enls
figure 108,trazendc h" he-
llemos R" y S", cuves icno
grafise R' y §' determinan
h'., Con f' tenemos T' y U',
cuyas ortografiss T" y U"
fijan £". Luego:por P' trs
zamos n',perpendicular sh’',
¥y por P", n" perpendicular

= 8 f", quedando asi halleda
la normel n al planc.-

El punto I(I', I"),in
terseccién de la normal n
con el plano o dado,se hs
determinado con ls syude -
del plano auxilisr ¥ (7,
1’2).proyectante vertical,
qué contiene a la pormsln.
Por ser proyectente sobre
el ortogréfico, ls inter
seccidn i de este planocon
el d es 1“,coincidente con
L - figura 108 - ¥, e 1', como resultado de

air K' y L',icnogreffas de los puntos K y L, cuyss ortograffes K"y
"“ ‘son iaa comunes a Te y a" y b", respectivamente. La interseccién
de 1’ y n' ds la proyeccién I' cuya segunda proyeccién es I". los -
segmentos P'I' y P"I" son las proyecciones d' y d" de la distancia
buscadu.

1 La verdadera magnitud (d) de este segmento, segun se vio en
el paragrafo 41, es (P)Y(I), siendo P'(P) e I'(I) normales a n' e iguales

’ . PoP"” y IoI" respectivamente.
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7

43.~- Digvencie de un punto e ups Tects.- La distancia de un

punto & uns recta se obtiere midiemdo el segmento comprendido sntre
1
el punto dado y el pié de ls normal a la recte trezade por el punto.

El procedimiento & seguir
7 (figura 109) es el siguiente:se
traza por el punto P el planod
perpendiculer a la raecta e (ver
perégrafo 29); e halle la in -
terseccibén I de este plsno con
. la recte a deda (ver parégrafo
i JoP 28); la magnitud del segmento -
i/ PI da la solucién del problems
8 ' (ver psrégrafo 41).-

En le figure 110 se ha de-
teraminedo, siguiendo lo expues-
to, la distancia del punto P(P’',
P") @ la recte a(a',8"). ls -~
construccibn gréfice es la si -

- figura 109 - guiente: por P' se dibujs une he
rizontsl h del plamo o buscsdo, por lo que h' es perpendicular s &',
Por las trazas de esa horizontal h se hscen pasar las trazas de d ;
entonces o o es perpendicular a a" y § 3 lo es a a'. Con el plancsu
xilisr ¥ (’!‘1 .'!‘2), proyectante vertical, que contiene a la rects @
se halls la interseccién I(I', I") de esta recta con el plano d .los
segmentos P'I' y P"I" son las proyecciones d' y d" de 1s distancis
busceda, respectivemente.-

Su verdadera magnitud (P)(I)= (4) se obtiene medisnte el abs
timiendo sobre el plano 1’1 horizontal.-

En Yorma totalnente sniloga se he resuelto el problems de -
1s figure 111, donde el punto P(P', P") y la recta a(s', 8") dados
tipnen proyecciones coincidentes; es decir donde P'=P" y a'=a",.~

Pars este caso se observa que las proyecciones de le distan
cis tagdién son coincidentes y que su verdadera magnitud (P)(I) =
(d) temdién se obtiene medisnte el sbatimiento de asquéllas sobre el
pdeno 7, horizontel.- ;

- tigura 111 .-
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44 .- Distancia entre rectas paralelas.- La distancia entre
rectas paralelas estd dada por la medida de la normal comin a ambas
rectas. En consecuencia (figura 112-a) bastara trazar un plano a
" cualqguiera normal a las rectas dadas (ver paragrafo 29); hallar la
interseccién A y B de este plano con cada una de las rectas (ver
paragrafo 28). El segmento AB resuelve el problema.

En la figura 112-b se ha resuelto como ejercicio, la distancia
entre las dos rectas a(a’, a") y b(b’, b") paralelas, cuya construccién
en detalle omitimos, pues los distintos pasos han sido explicados
anteriormente.

Q

-~ figurs 112 -

4o~

T v
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45.- Distencie entre planns paraleles,- La distancie entrs

dos plance paraleles sstd dsda por &) segmonto de la pormal comdn
' comprendida entze smbos planos. Es decir que dados (figure 113-a)
~ los plenos d ¥ p paralelos, bastaré traser la normsl n comfn & am

bos (ver parféigrafo 29) y determinar eus respectives interseccio -
nes Ay B (ver parégrafo 28). ElL segmento AB es la distancia pedi

- ds.~ |

La figurs 113~b resuelve un'e,jercicm del problema plantes

~ figura 113 -
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I1) ARGULOS,=~

46,- Angulo de upe rects con los plamos de proy eccibn,~ El
éngulo que forme uns recta con cada uno de los plsnos de proyeccidn
esth determinado por 6l duz forms dichs recta con cada una de sus ~
proyecciones, tal como puede verse clarsmente en la figurs 114, don
de (J es el angulo formedo con el plano Y , borizontal y ¢ con ol’fz
vertical.- ;

Para hsllar estos éngulos bastaré abstir la rects, abstien-
do el planc que la p{oyocta, ye sea sobre el 7(l~icnogr£fico ¢ sobre
el 7( , ortogréfico rqlpegtivamente.“-egﬁn se vié en el parégrafo40.-

%

- figurs 114 -

En le figura 115 se han halledo loa éngulos W y § que la -
recta a(a', ") forme con los planos ¥ 1 horizontsl y W , vertical.
Sobre lss normales & las proyecciones e' y a" de 1- rects a dadase

. hen tomado los megmentos A'(R) = 4 A'- B'(B)=3 R¥; A"(A)m 4 A' ¥
B(E) = BB, . :
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\ -~ figura 115 -

47.= Aggg&g de dos rectes,-~ El ingnlo que torman dos rectnt

01133 fornan. aobro ;IE;EZ—EE"105~30 proyeccion.-~

En la figura 116, el plano o determinado por las rectas a y
b, 8o hs abatido sobre el 7 ) icnogréfico.- :

D —

Como ejercicio del problema planteado, hallamos en la figu-
ra 117 el émgulo W de las rectes s 7 b, dadas por sus proyecciones
a',8" y b', b" respectivamente, cuyo punto comin es el M(M', MY ).~

En primer término, uniendo las trazas HE 3B horizontales
de lae rectas a y ‘b dedae, reapectivamente, dibujvmoa ls correspon-
diente trazs d 1 del plano de las dos rectae. alrededor de la cual
efectuaremos el abntiﬂianto.-

Al renlizar ests operacién los puntos B' y H& permanecen -
fijos, por pertenecer al oao de giro, ubicéndoae en cambio el M en
(M), segin so ha explicado amveriormente (ver pardgrafc 40).-



90 Geometria Descriptiva
P Problemas de magnitud 91

48, - lo de rects lano.,~ 21 éngulo de ums rects
\v,,.,..
anc esté dsdo por el que forms la recta con su proyecciéw
} to &fics sobre el plm """" o Y

—

Da) anflisis de la figura 118 se deduse gue el éngulo busce
o W es complemsntaric del formsdc por la recks s dada y la normsl
’ n al plano 4 dado, dibujada por
un punto ¥ cuslquiers de ls rec
ta a. B2 decir gue este proble-
ma queda reducido al resueltoen
el parbgrafo snterior, es decir
al &ngulo entre doz rectas:ls e
¥ la n.-

En le figura 119 se dan ¢@
mo detos el planog (d 1y & 2)
y la recta a(a', a"). Siguiendc
lo expuesto, por el punto M (M,
- figurs 118 - M") cualquiera de la rects a.se
dibujs la rects n(n* , n") nornal al planog =-es decir n' y n" res -
j tivamente perpendiculares a d 17 o o= 8e determina la trazaﬁl
0 el plano rorudo por u ¥ n, uniendo H' y B'

- figura 116 -

Finalmente, uniendo (M) con H ¥y Hy, respectivamente obtene-
mos {@8) y (b) que determinan el éngulo wf buscado en verdadero valor..

- figure 117 = - tigura 119 -



92 Geometria Descriptiva

Luego, 2e sbete 6l punto H alrsdedor do ls Grasa B, obienidy
dose el (M) gue unido & Hl y H} -puntos fijos en el giro- detsvminan
(e) v (n) respectivanence. Estas dos fltimas restos forman ua Anmgulo
cuyo complemento o3 el de la recta & ¥y el plsno o dados.-

49.- Angulo da dos plangs,- Pars hallar el éngulo que forfman
dos planos (figura 120) besta recordar que todo plano perpendicular
s la srista de un diedro corta a las caras del mismo seghn rectag que
tsrmsn el &nguloc planc buscado.-

Por consiguiente: dados los
planos o y P ee detersmins su in-
terseccién L y sa corta con un -
plano auxilier ¥ normsl a esta Ql
M tima recta 1. Las intersecciones

mb\ n de P con los planos d y P dados,

S

¥n el ejercicio de la figu-
ra 121, sl plano auxiliar 7 selo
ha hecho pasar por el punto M(M',

respectivaments proporcionan las
rectes a y b, que forman el &ngu
lo o] buscado.-
M") cuaslquiera de la recta i(i’,
- figura 120 - i"), interseccidn de los plenos
A (2 1 d 2) 2 ( P _ya) dsdos.~ Siendo ¥ perpendicular a i, baz
taré dibujar por Vy la traza ¥ , perpendicular & 1" y 3", perpendi-

cular tembién, pero a i', donde Vg es la traza vertical de la hori -
zontal h(h'‘, h") del plano auxilisr P .-

les rectss a y b tendrén como trazas horizontales los puntos
H y B} comunes s 'Pl. con o 1 7 P+ respectivamente, Estos dos -
puntos,sl abatir el planc P que contiene & lsas rectas a y b, permang
cen fijos, por lo qg’o sbetiendo el ¥ en (M), de scuerdo a la cons ~
truccién ya conocida, obtenemos seghn se we en la figura las ractse
(2) = ()8} 3 (b)= (M)E}, que miden en verdadera ugnitud @l éngulo
buscedo do los planos d TP
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- figura 121 =

50.~ Angulo de uo plano cop 19s de proveccifp.- Easte proble
no es mhs que un caso perticular del visto en el slmero anterior,
8 bestard pensar que alguno de los planos dados en la figurs 120,

: } por ejemplo, es alguno de los de proyeccién, ya ses el 7 1 ic-

gréfico o el 7 > ortogréfico.-

En 1s figurs 122 se ha procedido a hallar el angulo del pls
d (d ;49 ) con el fenogréfico W ;. Puesto que ls recta i comln

los dos Planos propuestos es la treza d 1» Swe ortografiases 1o
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e(.{a t'

- figura 122 -~
por (8) y (b).~

lfnea fundamental, el plano au
xiliar 7" que debemos tomar re
sulta ser un proyectante verti
cal. Les rectas a y b, de in -
terseccibén de este plano conq
y‘f » son a(a', a") y b(d', b"),
Cuyo punto comin es el M(M' M"),

El éngulo «) buscado, cuys
proyeccién ortogréfica estd -

" formada por a&" y b", lo obtene

®08 en verdadera magnitud, gi-
rando, por ejemplo, el plano P
que lo contiene, alrededor de
su traza 7’2. El punto Me=H
pasard a (M) = (n.). la recte
@ 1o heréd a (a) y 1a b & (b)
b". El éngulo «/ es el formado

Si se trata de hsllar el éngulo del plano d con ol’lf
togréfico (figura 123)/. el procedmcnto 8 seguir es :ldGntico. por

wz-q 6 d’_-l
AVo=M
I

- figura 123 -

lo que excusamos el detslle de
la construccidén remitiéndonos

directemente a la citadas figu-
ra.-

- figura 124 -

Capitulo 5
Homologia

51.- Pigurss perspectivas.,- La proyeccibn £ ' desae un punto
0 de uns forme £, cuslquiera sobre un plano ¥, llamado cuadro, se ‘ob-
.gtlene hallsndo la interseccidém A', B', C', ..., con este Gltimo, de
“eado uno de los rayos proyectantes OA, OB, CC, ..., determinados por
el centro de proyeccidp O y los puntos A, B,C, ... objetivos (figu-
‘ra 124).-

Ses el triangulo ABC (figu-
ra 125) situado en el planoql ¥y
consideremos, asimismo, su pro -
yeccidédn A'B'C' sobre el plano”,
desede el punto O, Los puntos te-
les como el ' ge di ue
estan en enrteapondencie biunivo °

ca, pues al punto A del plano &

le corresyonde el punto A' situa-
do sobre el planoq’, y reciprocg
mente; en adelante los llemsre -
mos puntos correspondientes. Al
punto F,, , puato impropio de ls
rects AB,le corresponderé el F',
que 1o determinamos hallando la
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interseccibn cozn el plenc # del rayo proyectante OF o ; en cambio, &l
corréspondiente del punto Co, situsdo sobre ls rects de interseccibn
de los planos & y 7 , @8 el mismo punto co, por ser aguélla comfin 4
por tal razbn, decimos que es un pansoc -

los mencionsdos planca. co,
unido.-

Podemos ver tambidn que la proyeccidn de la recta AR desde 0
es la interseccibén con 7 del plano determinado por el centro de Pro=
yeccibébn O y ls recta objetiva AB. Es decir que para le 1, recta im

propis del plano d , B8u correspondiente es lg 1', recta comlin 2 los

planos ¥V y 1, giendo ¥ el plano psralelo sl ¥ trazado por el punto O,
recta limive de la figure £ '. Za sambic, B4 pag

la rects 1' se llmma

samos en la recta r, » impropia del planc ¥, obtendremos su corres-
pondiente sobre el planod en r, qus es le recta limite ds 1s figura

£ -

il ;’

1

" = figura 125 -

Dos figures {Jy €', teles como los trilngulos 4BC y A'B'C’ -

respéctivamente, se dice que son perspectivas voririo&ndoso an laa -

mismas, con carécter reciproco, que: v

3 By By CLC
mo punto 0. En efecto: bauta

para ello tener en cuenta qQue laa dos risuraa resultan secciones
planas de une misma pirémide de vértice e

b) ;gg_ggg;na_ggzgeapondientea AB, A'B'; BC, BYCP B "G_A b.sseybe
corten en puntos de uns misma recta., En efecto: 1aa rectas AB y -~
A'B' son coplanares (plano OA*ABB'0) y pertenecen respectivamente’

a) los pares de puntoa correapondientea. oy MY s
terminan rectas. que T
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Dlanoé « ¥y ¥ & su punto C, coufin debe npecseariamente hallarse
ore la recta Ge intsraseccibén de squéllos. El mismo razonsmiento -
a admitir que BC , B'C' y C4,C'A' se cortan en Ao b4 Bo respec
mente, puntos éstos que también pertenscen s la rects de inter-
0ifn de los plenos d ¥ # . Beta recta se llams recte ds puntos

idos.~ |
Sie hace notar que si el cemtro de proyeccibn, ez el ojo del
' ervador o punto ds vista, la figura ¥ ', es la imagen o perspecti
| de la figura objetiva L ; la recte limite 1', es la rects de fugs
)1 pleno o y el punto ¥', es punto de fuga de la recta o direcciba

52.- Fizuras homolfgicas.- Cusndo las propiedadse enunciadas

lss figuraa,peggnaativua.(vnr parégrafo 51) se cumplen pnra fl-

ras de. un mismo pleno, les misnas se dice que son figuras homolégi

2;:1;:1~£§_9 de tratazse de tri&nguloe, DESARG'ES (1593-

52) propuso su célebre teorema que figuras entre los primeros descu
'znientoa da 1a Geonotria proyectiva y que dico. “ai &0 un plano,

reotas Que unen sus vertices correspondientes: A, A'; B, B'; C ,-
concurren en un mismo punto O, tienen sus lados correspondientes.
A'B' : BC, B'C* ; CA,C'A' , que 8¢ cortan en puntos de una misma -

-

En efeato (tigura 126) proyéctense los doe triéngulos f: ¥

JRETR—

, deado loe puntoa 8y s8* arbitrarios, tomados sobre uns recta P

Las rectes BA y 5°'A' que estén en el plano AA'p, se cortan

b un punto 4. Andlogamente, las rectas SB y §'B' pertenecientes al
plano BB',p se cortan en Bl’ y finslmenve, las rectas SC y S'C' del
plano CC',p lo hacen en Cy. Los tres puntos 4, B, y C; aei obtenidos
Joterminen el plano d cuys interseocidn con ¥ es la recta e.-

En los trifmguloa perspectivos ¥ 21, ®e verifica que los
#dos AB y 4B, se corten en C,, sn tanto que BC y B,Cy, asi como ?‘
i 01A1. respectivamente lo hncen en A, ¥y B .~ En los tridngulos £,



98 Geometria Descriptiva Homologia 99

1 le proyecci&n aobre dicho planc, Gel centro, eje y un par de pun
| correspondientas ds lss dos formas pergpectives.-

y 11 también perspectivos, se verifica que A'B’ y AlBl Se cortan en

Co. en tanto que B'C' vy B,C,;, ssf como C'4' y Cy4,, respectivamente
lo haceén en A v B .-

£n efecto (figurs l2/): considersmos iloe tridngulios perspec
.f y .£‘ que proysciamos dssde un pusto £ y sobrs un plano % 1
Jlquiera, oo £, ¥ £ respectivamente.-

: ?ai; que estos trifngulos sean hozolbgicos bustaré demcstrar
4 Yos 18d0s ‘131 & ‘i’i : Blcl . Bici y Cl‘tl ’ Cili s BO Zortan en pun
| de a7 qus les rectas ‘l‘i & Blsi y Clc1 s pasan por 0O; .-

o AN T

&

- Figura 126 -

En coneecuencie: los lados AB y A'E'; BC y B'C', y CA y C'A’, =e¢
corian en Cy, Ay ¥y By, fespectivam&nte, puntos éstos gue pertenecen s una
pisma recta € =¥k . Con ello queds demostrado el teorema.

Los dos tridngulos AEC y A'B'C' son homolégicos; el punto O recilte
ahora, el nombre de ceutro de homologia; 18 rectia e né denumina eje de homo-
logfa, y 108 puntos A,A'; B,B';,.., ge llaman puntos correspondientés u ho-
nélogon.

Lag propiedades enunciadas en el teorera antierior se cuaplén con
cardcter reciproco, es decir que: “si dos tridnguloe ABC y A'B'C' tienen
sus lados correspondientes: 4B, A'b; BC, B'C', y Ck, C'A', que se cortan

en puntios de una misma recta, tienen sus vértices correspondientes A,A',

B', y C,C', que delerminan rectas que concurren a un wismo punto O,

53.~- 1a homologfa como_proyeccidén de figures perspectivas.
lap proyecciones de dos formas planas pefspectivoa. depde un punto sobre un
pleno, son doe formes honolégicas, El centro, el eje vy el rpar ‘de

punton correspondientes de la homologia quedun deterzinedos - -

- figuras 127 -
En efecto: los planos 8S44,B,By SA'A{B{B' que se cortan se-

gin 1a-recta SC_C ‘olz”:1.”g‘uegmg_ggg_;_g%w,vlmqfwTdss,g%:n
 obtenst Isw rectas A\By y AjBj, cuyo punto Cgy coméin debe ¢osr 88 .

bre 8C_. Por otra parte, el planc SOA'A corte 81 ¥ o segin.la-recta

Qj‘i‘l’ 1o que ﬁgggi§? evidencia qge‘klAi pese por. el punte Oy--

e S

It

i
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Idénticas consideraciones llevan a comprobar que los otros
g Al . =S SR L B

L

dos_ lados Blcl, Bt 1C* 1 s C151, C’1A’1, respectivamente concurren a

A°1~y Bo1. y que BiB'; ‘asi éomo CiC’; pasan por el punto O;.

Este teorema tlene maltiples apllcaciones en Geometria
Descrlptlva Entre otras, podemos mencionar las secciones planas

e e

de conos, c111ndrbs, pirémldes y prismas, cuya determinacién se
reduce a “resolver la homologia que resulta de proyectar sobre el
achialile s

plano del dibujo, la base y la secc16n plana buscada, perspectlvas
en el espac19 e

Como caso particular del teorema anterior, exponemos el
siguiente: la proyeccién de una figura .sobre un plano L
qpatimiento sobre este,”§pn>f;gq;as homoloégicas. e

Para ello

/ (figura 128) se obser-

va que el abatimiento
(£) de una figura X
puede obtenerse sus-
tituyendo el giro del
plano o sobre el B en
torno de su recta i

comin, por una proyec-
cién de la figura X,
en la direccién dada
por la perpendicular
al blano bisector del
diedro formado por el
plano objetivo a y el
“de abatimiento .

/
-.---..'I..u-.o-

ot
N

-.figura 128 /-

ot Como las dos

figuras X y () resultan perspectivas, sus proyecciones sobre un
tercer plano son homolégicas, segin se vio anteriormente.

Ahora bien: supongamos realizado el abatimiento de la figura

L en (Z) sobre el plano n (figura 129), girando el plano a alrededor
de la recta AsBoCo.

Si se proyectan las dos figuras perspectivas £ y X', sobre
el plano =n de X', en la direccién A(A) que define el citado
abatimiento, se obtienen las figuras homolégicas X’ y (£), siendo el
punto (0), -centro de homologia; eje de homologia la recta e, y par
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‘Mdc puntos correspondientes A' y (4), proyecciones sobre 7’ del punte

0, de 12 recta AOBOC° y de los puntos 4 ¥ A', respectivamente,-

Por ser el plano 7 de proyeccibén de la figure %', &1 mismo,
es ls misms recta, que llamamos shore &, y

la proyeccién de A B C,

13 de _4' el mismo punto A'.~
Tdéntice razén dice que ls proyeccibén sobre el pleno 1 de le
recta limite 1', @s le misms rects 1.~

- figurs 129 -

En cambio: la proyeccibA de la otra rects limite r, es (r),
y su distsncia sl eje de homologis e,es igual e la del punto (0) s
ls otrs recta limite 1'.-
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En Jo sucesivo y & efectos de siuplificar la notdcidn, se designa %o la figura 130, el punto ¥' correspondients el Pg;(ﬁunto

en el infinite de 1a recta 4B), ae ha obtenide cortando & la rects
- A'B' (hombloga de AB) con OP, (paralela por O & la recta 4B),.-

directamente por O, r y ABC, ol centro de homologfa, recta limite en fagura
abatida, que estdn en el plano N\ .=

Conviene cbservar que cl centro de homologfa (0) puede considerar- Pare hsllar la otra recte l{mite r correspondiente de larTec

te impropia de la figurs & ', se ha procedido de idéntics maners, o
sea: buscando el punto M correspondiente del M! , que esté Sobre la
recta 4B (homSlega de A'B'), en au punte oocmn con OM| (paralele -
por O a la recta A'B').~

se como el abatimiento, sobre el plano X, del puptoAO alrededor de la rec-
ta limite 1' que, por pertenecer al pluno fijo, no se mueve duranie el gi-
ro del plano« hesta llevar 1p figura Z & 1a posicidn (XL).

Esta propiedad que se acabs de demostrar es también importante en

Geometrfa Degeriptiva, pues permite determinar mediente la regolucidn de

una homologa las proyecciones de figurus planas cuya forma y wagnitud apa-
54,~ Homoldgias ggrt;cu]ares. Segyn sean propios o impropios el cen

recen en el abatiziento.

Veazos ahora el si- tro o el eje de homologfa se presentan loe eiguienties casos particulares:

a) Se llema afinided a la homologfa de ceniro O iuwpropio y eje . propio Es
decir que (figure 131): son datos el punto Qo la rectn o, Ia fisura £

P

guiente problema (figura
130): construir el tridngu

lo homolégxco del ABC, sicn
do dstos el cenlro O, el e~

y wn par de puntoa corres pondicntes A ¥ A', debiendo conatruirse iv.—

je e y un par de puntos co-

rrespondientes 4 y A' (Jos

que deben estlr elineados
con el punto 0).-

Para hallar el corres-
pondiente B' del puato Bbrg
1énguese la recta AB hasta
encontrar al eje de homolo~
gia e en C, -punto este que
ae corresponde & 8i mismo-;
‘luego: uniendo a este (ilti-
mo punto con el punto A' 1¢
sulta la recta COA'. cuyo =
punto comin con la recta OB,

- t&suro 151 - 1
A ls recta AB le corresponde 1. que pasa por los puntos c yohY,

A permite obtener el punto B' en cuya interssccibn con OB &8 obtiene el punto B', Anﬁlosamgn-
Foos” buscado, pues B y B' eatén te se procede para hallar el punto C' °°Ir°BP°ndiente del C.~
- fizura 130 - alineados con O.- Las tigg; asg y 2:‘ 8¢ llaman afines y las rectas limites son iz
Andlogamente se encuentra el punto C' correspondiente delpuj i e e R
to C.- b) se llama aemeagggg ls homologia de centro O progio y eje e 1npro

.f??' Es decir gus (f;guza 132): son caeol el pnnto 0, el eje e,

Ahora bien: como la recta limite 1! correspondieqte de lareg
ta impropis 1, de la figura £, , es parelela al eje de homologis e,
basta hallsr uno de sus puntos para construirla.-

A ————————
2 e A A 38 Pt
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la figura & y un par de pug
tos correspondientes 4 y 4',
debiendo construiras £ ',-
Loe lsdos hounélogos
~por ajemplc AB y A'B'~ son
paraleles, pues el puntounji"
do Co’ debe hallarae sobre

el sje €.+ Que €8 impropio.

Las figuras £y &
gon semejentes y las recvas
limites son impropias.-

c) Se llamas cogsxnoncia ()
traslacibn la homologis
- figura 132 - de,gq‘:_xjcgo o 7 0Je &

impropiss.- - figura 134
Las tigures £y &' (fi- |
c gura 133) resultesn de reg
o.\ tas M_.,gpoadiontn, P8
Mo ralelas & im ales, por 1o Estas curvas -elipse, parabola e hipérbola-, llamadas secciones
A

que £,y £ ', merced s uma
'trhahcién, son superpo-

cémcas o simplemente cénicas, por proceder de la seccién plana de un
cono, son las mismas que la Geometria Elemental define utilizando sus

niblil-- Propiedades métricas, partiendo del concepto de foco; asi lo demostrs
SR tes son - €l gedmetra belga GERMINAL P. DANDELIN, en el afio 1822.
T imi
| De acuerdo con esto, cortando al cono de vértice S con un. plano
is8,~
- figura 133 - Anprop

ﬂ paralelo a nmguna generatriz (figura 135), la seccién que se obtiene
qo tlene ninqun punto impropio y es una ellpse

En cambio (figula 136): si el plano B secante, es paralelo a

una generatrlz del cono, la seccion presenta un punto 1mprop10 y es
una par&bola AR oy s e Y 1
. &

En les figurss 134-s ,b y ¢ =que son variantes de la figure
129- ge han represantado las formes perspectivas Ly ﬁ ', cuyss p;g'
yecciones sobre el plano % (ver parSgrafo 53) dan las figurasZ'y
afines, semejantes y congruentes, respectivamente, y anteriormente dg
finidas,~ ;

Para asegurarnos de que el plano B secante corte a todas las
'neratrlces > menos a la SM del cono bastara eleglrlo_paralelo al plano
1 tanqente al cono que contiene a esa genenratriz

55.- Les cénicas gomo homolbgicas de la ciroyaferepois.-

Cuando se corta un cono de bass circular -rocto u oblicuo- con un ply
no, siempre se obtiens -uegu.n 8e Euuestrn en Geometria Anslitica -~

una' curve de segundo grado, la qus puede ger -segfin sea la pesicién
de} pleanc secante en relecibn a las _generatrices del cono~- , unselij
se, parbbols o hipérbole.-

Finalmente (figura 137): cuando el plano B secante es paralelo
a dos _generatrices del cono -las SM y SN-, la _seccién plana tlene dos
puntos impropios y es una hipérbola. El plano ﬁ secannte corta a las
dos hojas o napas del cono. ;
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| Si en las figuras 138, 139 y 140, ee supone que le forms &
del pleno 7 es uns circunferencis, sus proyecoiones sobre €l planc.
desde el _punto O, serén:elipse, parébola o hipérbols, segin ses 1;
eircunferencia exterior, tsngente o secante a la recta limite, res-
pec ivemente, puesto que en el primer casc el cono proyectanzé de -
yértice O y directriz £' no tiene ninguna generatriz paralela al
kﬁ&g&éﬁd'{<en‘él‘ségdndd una sola, la OH; y en el tercerc dos genera
trices psralelas 8l plano & , las OM y ON,- e ey

- figura 135 =

las cémicas que se sosban de definir, también pueden copsidg
rarese oo;o la prc;‘yoccién dssde un punto, el §, sobre un planoc, e?}
de 1s circunferemciedel plano « (figuras 135, 136 y 137); es decir
gue las obnicss ¥y la circunferencia son figurss perspectivas.-

- figura 137 -
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- figura 136 -

- figura 138 -
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En cada caso (fisuras 138, 139 3 140), ambgs formas -circun-
ferencis y cénica- scn figuras perspectivas, -

Coumo problema, en las figuras 141, 142 y 143, se hs procedij
Y 2 tragar la cbdnices, homolégice de 1s circunferencis de centzo C :
‘;lﬁdo dstos: el centro O de homologia, 8l oje & y 1s recta limitel’,
| ‘Se pusden preaantar tres posibilidades, segin ls posicidén -
: @ observen entre si la iecta 1imite 1' ¥y lg circunferencia de cen-
rﬁ C'. Asi entonces:

) Cuand ' ta limite 1' or a la circunferencis de cen-

ua : ;i

] tro C', su homélogs es una elipse (figurs 14l).

~ figura 139 o
El sbstimiento del plano o sobre el ¥
sobre 7 de estas formas perspectivas, permiten

» © bler la proyeccién

oo 7 del cuadro dos formas bomolégicas (ver parégrafo 53); es decir
en este ceso una cénics como homSloga de la circunferencia, Sus ve -

- figura 141 -

Pars construir el homdlogo del punto ﬁ' si lo_vincu;a con o;i:n;e
punto'del plano que contiene a ls forms 2: ,.cuyo correap::o il
en o1 plano de ls forma £:een posible determinaf. En nuezrraspon‘
(figura 141), se hs ligsado al punto‘é'.con el M', euyo gndiento ;
idiente ¥ (del plano de £ ) esté sobre OMf7 j@*correep: =
de la recte A'M! debe cortarse con ésts sobre el eje e de hom

el in & le -
gls, .y pese por K, homélogo del punto M!. E1 punto com:nscado.-
r;;tAﬁﬂgfwggilada con la OA' permite obtener el punto 4 bu

- figura 140 -
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~ Pera 2l punto B se procede en forma gndloga. Loe puntoes D y
E, por ser D'E' paraleles al eje e de homologis, esthn sobre una rEe
ts también psralels al eje e trazade por C, homblogo del punto C',y
alineados DD' y EE' con O.~ . 2

El punto L ge hs construido vinculando L' con E'. L& %tenmen
te en L se obtiene como homdloge de la tangente en L', corténdose an
bss sobre el eje e de homologia.-

b) Cuando la rects limite 1' es tangente & le circunferencia de cen
tro C', su homéloga es una parédbols (figura 142).-

- figura 143 -

b

! Recordando gque las asintotas de le hipérbole son las tangen
ytes en sus dos puntos impropios, ls construccibn de las mismss se ob
- figurs 142 - . tiene buscando las rectas homblogas de las tangentes en R' y S' de

. ls circunferencis que, por estar sobre ls recta l{mite 1', son co -

Dado que el correspondiente del punto A' es el punto A , el ho- ‘
mélogo del punto B' se halla en B, comén s OB' y & BA_, paralels . Trespondientes de los puntos impropios de la cbnica. En ls figura -
s OA',trazada por el punto en que A'B' corts al eje.- - 143 se ban dibujado las tangentes t; y v 8 le circunferencis, bas-
~ ta cortar sl eje e de homologis, por donde pasan las asfntotas 8, 7
- 8, cuyas direcciones son parslelss a OkR' y 0S', respectivemente.las
asintotes se cortan en 0,, centro de la conica.-

La determinacibén de otros puntos de la parébola pueden verse en ls
figurs, pues las construcciones son similares a las del caso ante
rior.- ’

Fipalmente: si la recta Linite 1' es secante & ls circunferencia
de centro C', su homdloga es una hipérbola (figura 143),-

El trazado por puntos y tangentes 69 las dos ramas de 1la curva ee
anélogo también al emplesdo en los casos precedentes por lo que -~
debe remitirse el lector directamente a ls figura.-
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Capitulo 6
Figuras Planas

-~

56.- Procedimientoc ge:ieral.- El procedimiento a seguir p’é’:ra
. representar las proyecciones de una forme plans cualesguiera se re-
" duce s la construccibn de une afinided. tal como se pasa & demos -
3 trar.- L n

En efecto: ses (figuras 144) une forms £ situsda en el plano
o , cuya trazs sobre el plano % 1 de proyeccidn (cuadro), es « , .
1 Ia proyeccibdp crtogonal, sobre este plano\l 1 de proyeceibn, de los
E' pun‘cos A,B,... de la forms £ permite obtener, a su vez, 108 pun -
tos 4' ,B', ... de la forms £’ . 1es formas $ objetiva y £’ proyec
f"tada son perspectivas, siendo centro de perspectividad el punto im-
- propio de las direcciones ortogonsles A ,A';B,B'; ..., sl planow

de proyeccibn.~ .

Abatido el plano & sobre el plano # p de proyeceién 4 entof
no de su traza f 1 8e obtiene la forma (%)) que resulta afin de 1e
taru £ pues.on efecto: basta recordar que ls proyeccibédn de uns
tigura sobre un plago y su abatimiento sobre éste, son figuras homg
1651cu. Como en este caso el centro de homologia es i.nproplocpunw
‘e el infinito de les parpendiculeres a o ., xas formas & y (&)
Q_;tén rinculadgl por uns -rmmu ‘cu_yo centro ys definimos, el 039
@8 la recta d( 1 7 par do correapondientea son Loe puntos A' y su aba-
timiento (4).-
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Ee decir gue resolviendo uns afinidad se pueden representar
las proyecciones de una figurs plans, en funcibn de su abatimiento
en el que apsrece en verdadera forma y magnitud.-

la trazs "‘1 ¥ par de'correspondientes los puntos A' y (2),2:cu
fecto se prolongen los lados (a)(D) y (B)(C) hasta corter s =4 1
08 puntos 3 ¥ & respectivamente. De esta forma, unidos 3 y A' ¥y
su interseccibén con la perpendicular & o 1 levantada desde (D),

btiene D{ Anélogamente se procede para bellar el punte C‘;pero,
. ponden proyecciones paralelss, ttazan

a rectas paralelas corres
, 8u interseccibén

per B' y I' respectivas paralelas a LMDy R B
ermins C'.-

- figura 144 -

57.- Representacibén de un poligono.- En la figura 145 se hs -
procedido a representar las proyecciones de un cusdredo ABCD conte-~ * A
nido en un plano o (d 1+ % 5)y fijéndose como datoc la proyecciéna'B'
de uno de sus lados.~- 4 L
Deade luego la proyecciln A"B" es obvia. A efectos de cons- \‘ \
¥ S \,’/fﬂf .

truir el asbatimiento (%) = (4)(B)(C)(D) sobre el plmou’l icnogré-
fico, del cusdrado cuya proyeccién del lado ‘AB conocemos, bastaré
abatir el plano X slrededor de su traza o 1 De acuerdo con la cons
truccién conocida e indicada en la figura, el punto A cae en (4).El
punto (B) se obtiene cortando s la perpendicular & of 1 Que pess por
B' con la recta determinada por (A) y H,, traza esta fltime de 1le
recta AB y punto fi,jo durante el giro.-

Siendo (A)(B) el lado del cuadrado en verdsdera magnitud,es
posible obtenerlo también a éste, resultando la forme (&) = (A)(B)
(€)(D).~ '

Pars hallar los puntos C' 7 D' gue permitan completar ls ic
nografia A'B'C'D' « £ ' del cuadrsdo, basta resolver la.sfinided cu
Yo centro es ¢l punto impropio de las normsles a la traza o 10 o1

- figura 149 -
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Explicadc el mecanismo empleado para resolver la afinidad
planteada entre el sbatimiento (%) de una form y su proyeccién
i:' , se puede representar cualquier poligono en sus dos proyec ~
cicnes - £ ' y £ "- pues, obtenida la forma £', la £" results
de inmediatc recordando que se trata de puntos y rectas de un mig
mo plano. Asi se ha procedido‘a completar la figura 145.-

Ello no obstante (figurs 145), la ortograffa £ " = A"B"C"
D" del cuadrado es posible obtenerla repitiendo el procedimiento
exglicado para 1a icnografia € ' = A'B'C'D' del mismo, donde 1la
afinided quedaris establecida por su centro en el punto impropio
de las normales a X o esta traza Iy o como eje y par de puntos cg
rrespondientes el A" y (4), abatimiento del punto A sobre el pla-
no 1r2 ortogréfico.-

58.- Representacidén de la circunferencia,- La proyeccién
ortogonsl de una circunferencia sobre un plenoc, no paralelo al que
la contierne, es una elipse.-

Sea (tiguré 146) la circunferencia de centro O y r§dio b
contenida en el plano & . Su proyeccién sobre el plano 7 1» Bo p2
ralelo al o , es una.elipse, cuyo eje mayor A'B', es proyeccibén -~
del didmetro AB de aquélla paralelo al plano 7 1 de proyeccibn, -
mientras que su eje menor C'D', lo es del diémetro CD de ls cir -
cunferencis, que es recta de mixima pendiente del plano o .-

En la figura 147 se han representsdo las proyecciones de
uns circunferencia mediante el procedimiento general explicado en
el paragrafo 57, ¥ siendo datos el plano & (A 1K 2) que contie-
pe 8 la circunferencia, su centro 0(0', O") y el radio r dg lamis
Ba,~

En primer lugar, hallemos el abatimiento de ls circunfe -
rencie, abatiendo el plano-®{ que la contiene aslrededor de su tra-
za o j Sobre el plano Tfl"icnogrérico. Su centro O cseré en (0),
sobre la perpendicular a o 1 trazads por O' y a unas distancis de
ests traza igual s la hipotenuss 3(0)) del triédngule recténgulo -

30'§0)), de catetos 30' y 0'((0)) = 0,0" , tel como se ha explicado
anter;ornente.-

- Dibujeds la cirzcunferencia de radio r, la resolucién de is
afinidad pertinente nos deja dibujsr le elipse A'B'C'D' ya que al

- ; Figuras planas 117

- figura 146 -

(A)(B), por ser paralelo al eje 10 le corresponde otra psralela s
o , pasando por O', correspondiente del (0). Las normales & dicho
0je d&l por (A) y (B), determinen A' y B'. El diédmetro A'B' es el -
eje mayor de la elipse. De la observacibén de la figure se deduce la
determinacibén del punto C' affn del (C). El punto'D' es simétrico -

gon el C', respecto de O'. El diédmetro C'D' es el eje menor de 1la
1ipse.-

Las tangentes en A' y B' son perpendiculares a A'B' y co -
respondientes de lss tangentes en (A) y (B). Las. ‘tangente en c''y
f son normeles a8 C'D' y también correspondzentes de las tangentes
o0 (C) y (D), respectivamente.-

Un punto (M) cualquiera de la circunferencia abstida,decen
Yo (0),t1ene su correspondiente M' en la elipse que se dibujs =
niendo, por ejemplo, (M) con (0) hasta cortvsr al eje « ; en 2; 80
bre 20' y la normal,por (M),a o 1 estaré el M'. La tangente en.es-
te punto serd la correscondiente de is tangente en (M).-
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Con este procedimiento podrén hallarse cusntos puntos y tan
gentes se deseen pars la elipse proyeccibn tcaogrﬁfica de ls circun
ferencia.~

N figura 147 -

~ La proyeccibn ortogréfica de la circunferencia es otra elip
se de la cusl podemos dibujar los puntos A", B" ,C", D", H", ...,
pues son ortografias de los puntos A',6 B' ;C', D', W', vv. del pla-
no o . Idéntice razbén permite hellar lss tangentes respectivas;-

ey -
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Las proyecciones A"B" y C"D" son "diametros conjugados" de
la glipse, pudiéndose observar que las tangentes en A" y B" son
paralelas al didmetro C"D" y las en C" y D" al A"B".

La representacién de la circunferencia puede efectuarse

~ empleando un.procedimien@o mas expeditivo que consiste en determinar

N
direttamente los ejes de‘las elipses que son su imagen.

Para ello, dados el plano of{o1, @2), el centro O(0’, O") y
el radio r de la circunferencia, bastard hallar los segmentos
O’'A’ = O'B’ = r sobre la proyeccién h’ de la horizontal h del plano
o que pasa por O, para obtener el eje mayor de la elipse proyeccién
icnografica de la circunferencia. (figura 148)
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A'B' y C'D', mientras que la ortogréfice se ve recta, coincidente
Con & 2.‘

Para determinar el eje C’'D’ menor, debe abatirse el punto
en (0), siendo O’ (0) igual a 000". Unidos (0) y H'm se tiene al
En las figuras 150-a y b se hs representado uns circunfe-
rencia de centro 0(0', 0") y radio r, contenida en planos o y P
paralelos a los de proyeccibn.-
LIPS P v
AL . A e

abatimiento de la recta de maxima pendiente del plano a (ver figur
146) por lo que tomando a ambos lados de (O) el valor del radio
resultan los puntos (C) y (D), en tanto que C’' y D’ se obtiens
trazando perpendiculares a O’'H’m por (C) v (D), respectivamente.

Para la proyeccién ortografica de la circunferencia se proced
de igual forma, obteniéndose los ejes E"F" y G"K" de la elipse.

i
'
i
)
'
i
1
'

)
]
'
1
t
'

59.- Casos particulares en la representacién de la circunfe~

rencia.- En las figuras 149-a3 y b se ha procedido a representar uns

)
'
)
'
'
‘

ro !
A" 05CED -

circunferercis de centro O(0',0") y radio r contenidas en planos ¥
('pl’ 1\2) y 6 (é 10 $ 2) proyectantes, respectivamente,- 4

g - figura 150 =~
8" e A i

" Cuando la circunferencia se sitQa en un plano o (o(l‘. & o)
paralelo s la linea fundamental, sus proyecciones se determinan co
mo se explic6é precedentemente (ver parégrafo 58), o bien recurrien
do al planoc de tercera proyeccidén, tal como se ha hecho en ls figu

ra 151.-

J.a«-—-..--—--—--—-—-!\

- figura 14G -

En el caso de la figure 149-a se observa que la proyeccibn
icnogréfics de ls circunferencia se ve recta, coincidente con ¥ 1°
mientras que la ortogréfica es una elipse de ejes A"B" ¥ CUb%.  Tpe
versamente, en el caso de la figura 149-b se sprecia gue shérs es
la proyeccibén icnogréfice de la circunferencia una elipse de ejes

- fizurs 151 -



Capitulo 7
Representacion de Cuerpos

Secciones Planas y Planos Tangentes

- Procedimiento general.- En general ls representscibn de
un cuerpo, cuya definicibén geométrica se conoce, se hece partizgsszz
la proyecci&n de los puntos y lineas que son nocesarios pars 53“82 ~
terninaci6n.—

En base a estos elementos. la proyeccidén o imsgen del cuerpo
se obtiens bnllando sobre cada plano de proyecc16n. la Iinea que en-

"‘vunlve o linita la regién donde se proyectan todos los puntos de_;=u

luparticie. Eata linea se llsms "contorno aparente" del cuerpo sobre
el plano de proyecci6*’de que se trate.-

En s figura 152 se bs considerado un cuerpo £ cuslquiera.Su

;f'g_pyeccién icnografica £’ ae obtiene proyectando todos sus puntos -
 desde el 1mpropio de les normales 8l plsno vrl. gg_ggggg_p] que los -

encferra, es el contorno aparente &cnogréfxco del cuerpo y. resulta -

\———-
aer la envolvengg(gg las trazao sobre el plapo icnogréfico del con -
gggyeccién de 1- kl, lusar geométrico d;wlos puntoe. talea como el M
ﬂs_ﬂgntacto de los planose tangentes al cuerpo y que an por el cen
tro ‘de proyeccién O%,. Efmgg;vglg,_gq”g}_gpgﬁgggp»gppxgnt resl pers

‘“ un observador ubicado en dicho punto C;?.-
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i

Idénticas consideraciones son v6 lidas pars laMproyeccién or-
~eBothrad s afica k3 contorno aparen

tografica {: 4 el contorno sparente ortogr ca y
te real kz.para el centro de proyeccién o punto de vista ubicado en

Co

- fizura 152 -

-Si el cuerpo, cbmo nabituslmente sucede, es opaco, presenta-
réd en sus proyecciones partes visibles e invisibles.-

En la icnografis § ' aparecerén como visibles -dibujar entrs

z¢ lleno~- todo punto o linea del cuerpo que se encuentre por encima

de la curvsas kl' cuyas ortografia es ls recta t;, e invisibles -dibu -
jar en trazo discontinuo- aquéllos que se hellen por debsjo de dichs

l{nea.~-

En cambio en la ortografia ﬁ", serén visibles aquellos ele-

mentos de la superficie del cuerpo gue se encuentren por delante de
la curva ky, cuya proyeccidn 1cnogr6fica es ls recta k2' e ipviei -

bles los gae .se hallen ubicados entre ka y el plsno 1V (parte poste
rior del cuerpo en relacibén al punto de vists 0Q ). En la figura 152,
l1a proyeccidén A' del punto A es invisible, en tanto que la A" es vi-

sible.~

6)l.~ Represesntsr

N Rapresentacién de cuerpos

risma zecto ds base pentagonsl.- Supon~

iremos el cuerpo &poyedo en el plano icpogréfico por su base ABCDE -

LA YO A e

- figurs 153 -

- figure 154 -

ecciones del vértice ALR o a
¥ 1s longxcud 1 del lado del cubc (figura 155).-

63.~ Represe { I un cubo

(figurs 153),ls que tendrs
€n consecuencis su ortogrs-
fia sobre ls fundamentsl.-

Las sristas son verti-
cales y limitamos al prisms
eon su cars superior 4 Blcl
Dl.—

62.~ Bepresentar un te
traedro regular.- Se dacomo

dato el valor del lado y su
ponemos que uns de sus cug
tro ceras apoye sobre elpls

0 1cnogr§fico. ls que apsrece por conaiguiente (figura 154) seglinel
riangulo equilétero A'B'C', El cuarto vartice tendri su proyeccién

en D' y su ortografiz er ¢ i
giendo D D" la altura del -
cuerpo,que encontramos con-
siderandec el triédngulo rec-
téngulo CD'D, cuyo abati -

.misnto es C'D'(D). De este

triéngulo conocemos el cate

to C'D' y 1a hipotenuss C*(D)

igual 8l lado del tetraedro,
por lo que queds determins-

do el otro cateto D'(D) que -

es ls altura buscada. Toman
do D D" = (D)D" 8e tiene el
o" pudiéndoag completar el
CuUerpo con Sus 8ristas.-

0¥8do en plano cual uicrl.v Sedan
omo dstos: el plano’ ((‘il. o ) de la cara 4ABCD del cubc, las pro
Js la direccién del lado 45 del plano

125
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la cars ABCD(A'B'C'D?! , 4A"B"C"D") del cubo. Las nristas normsles a @
te cars y que pasan por estos cuastro vértices lo son sl plano & ,poy

Siguiendo lo expuesto en el parfigrafo %7 we ha representady

lo gque resultan Aﬂai, B'Bi, C'Ci N D‘Di perpendiculares s q:lentun

to gue A"Ai. B"BY . C"Ci ¥ D"Di lo son 2 o 2o

nan la cara AIBlClDl, paralela al plsno o , se obtienen midiendo a0
bre cuslquiera de ellss el valor 1, lado del cubo ¥ que es dsto
el problema.-

gg;alelo al my la arista que pasa
de la misma, ;iMEEé 44

la diferencia de alturas AH entre X y el punto
el abatimiento.

el
arista,

(C1) y deshaciendo el abatimiento resulta el extremo G

Los extreuos £, Bl' C1 y Dl de estss aristas, gue determi.

en

) ()

-~ figura 155 -

A este efecto, en la fiqur i
gura, ggwgguabat{go sobre..un plang

o o2 IS Pasa por C, abatiendo un punto X cualquiers

se ubica en (X), siendo el segmento X' (X) igual a

s C que no se mueve en
Midiendo sobre la arista C’' (X) la longitud 1, marcamos

1 de la
Y por consiguiente también 1a proyeccidén ortografica c";.
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fConvieno observer que esta construccibp, que repetiremos en
iorcidioa simileres, no ee sino el problems inverso del resueltoen
parégrefo 41 (distencie entre dos puntos).-

Pers completar las proyecciones de le cara 4151°1D1' basta-

: dipgjar por Ai y A{.rospectivanente,roctoa psrslelas s lsc aris-
§ opuestas logréndose los vértices B , Bi y D}, b}, ¥ posterior -
nente,en igual formas,lss proyecciones C; .C; del restante vérticeC

3
jue cumpletsn las proyecciones pedidss del cubo.-

64.- Representacion del cono recto.- Se dan como datos el
wlqﬁo-\ahu, az) de la base del cono, su centro O(0’, O"), radio r
¥ la altura H (figura 156).

Las proyecciones de la circunferencis base del cono se de -
% rminan de acuerdo al procedimiento explicado pare la figura 148 -
{ver parégrafo 58).~

Por ser el cono recto, el eje e(e' , e”) del mismo es perpen
dicular a 1a base en C(0', 0"); en consecuencia la proyeccidn icno-
vbtica e' de e results perpendiculer por O' s ls trazs « 1 horizop
tel del planod mientras que la e" ortogréfice lo es a la traze & ,
verticsl por 0".-

Pars situar las proyecciones del wértice S(S', S") debe me-
dirse sobre el eje e la altura H del cono dads. Psra ello se prouce-
de como se explicd en el parégrafo anterior pars determinar ls lon-
.&itud de la ariste del cubo normal a su cars base, es decir ce sba-
te el eje e del cono, en este caso sobre el plano 1’2 de segunda pro
yeccién. De su sbetimiento (e) se conoce un punto, el (0); luego:re
Sults necesario fijer otro pers determinsrlo, s cuyo fin hellsmos -
8u trazs VI.-

Conocido el sbatimiento (&) basts medir sobre ecte & partir dc (0)
~ la pltura H del cono psre fijer-el (S), abativientio del vértice del cono,
‘Dado que en la figurs esie punto (S) coe fuern dec los limites del dibujo,
86 ha redido sobre (e) la mitad de la altura fijdndose asf el (07). Por cs-
te punto se truza la perpendiculer s e" hasta encontrarle en 0!, proyeccién
ortogrdfice del punto medio de la eltura del cono. Por lo tanio, tomando
' 15" = 0"0f obtenemos la proyeccién S" del vérticoe y consiguientemepte 12
. proyeccién S sobre el el -
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Trazando por S' y 8" del vértice S del cono las tangentes 3
 les proyecciones hombénimas ~icnogréfica y ortogréfice, respectiva -
‘ mente- de gu base, resultan los contornos spsrentes del mismo.-

65.- Representacibn del cilindro recto.- Siendo el procedi-
miento constructivo idéntico al explicado en el parégrsfo anterigr.
para el ceso del cono, representaresos ahors como ejercicio, laspro
yéégzon' de un cillndro recto del que se dsn como datos: la proyec
cibn e(e', e") de su eje, loe centros O(C',0%) y 0,01 ,Oi) de sus
bases y el radio r de las mismas (figura 157).~

/ yon PolT2n
Lg_gl;pg__g;ggaccibn 1cnogratice de la circunferencla‘base T
de de centro O, tiene como eje nayor la recta A'B perpendlculax ae', ",

s1endo O A'«=0'Ber. Bu eje menor c'D' c9incide con la‘grojeccione'

dgl ege del éilindro 'y su “wvalor O'C' >6TD' se obtiene merced al aba

timiento sobre el icnografieo 7 1 del plano proyectante vertxcal -’7 0
que contiene a la recta de naxima pendiente del plano de la base’ y ‘éi
al eje del cilindro y cuya traza es 712 e'. Por ser normsles es -

tee dos’ Gitimss rectae asi aperecen en su sbatimiento, por lo gquehg
llada (e) eas posible dibujar la (C)(D). Los extremos (C) y (D) re - =
sulten de medir (O)(C) (0)(D) = r. Volviendo el plano Z'a su posi -/ §
cibén primitiva obtenemos lss proyecciones C' y D', por lo que la -
elipde de centro O' puede ya dibujarse en funcidén de sus ejes.- ;3

R
)

I

<

Le otra base del cilindro de centro 01, tiene por proyec -
cibén icnogréfica otra elipse de centro 0] e idéntics e ls centro O'
pues mmbss circunferencias estén contenidas en planos paralelos.-

El contorno aparente icnografico del cilindro se ¢ompleta -
trszando las dos tangentes comunes s las elipses_ge centros 0' ¥ Oi.

En cuanto al contorno sparente oftogr&f@co se procede de -
idéntica forma, por lo que nos remitimos directamente a la figura.-

66.- Secciones plenas.- Se llsms seccién plaua de un cuerpo
a-la figura que resulta de cortarlo con un plano cuaslquiera.-

Geométricamente el problema consiste en determinar ls linea
que limits dicha figura, hsllendo la interseccidn del plano secante
con la superficie del cuerpo.- :

- figura 156 -
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En o0l caso de iratarse de un poliedro, ls seccibn plana es un polf-
o cuyos lados y vértices son lea interscceidn del plano secante con log
ano de las caras y aristas del poliedro, respectivamente. En consecuencia
“1e;iérninac1ngng;g¢uqa en cada caso e hallar la 1ntersecc16n de plnnon
ntre of, o bien a la de recta y plano.- ¥

Como ejercicio se ha resuelto en la figura 158 la seccién planh de
| prismn recto con un plano cualquiera.-

- figura 158 -

La 1cnoﬁmﬂe‘ de la eeccién plana coincide “con 1! proyeccidn de la

A mientras gue la ortografia en este caso o reduce - determinar la se-
En

royecciéu de puntos de un planu connciendo pu primera prOyecciéno
1 ono
figura se han trazedo norigontaleo del planoc concluyendo en ﬁlv??};s 4

,"CiD;EE, ortograffa de la pececibn plano propuesta.

6
Tombién como ejercie¢io, en lo tigura 159, se ha dibujudo la seccion
€1 plano (ﬁ 1,_ﬁ ?) del prisma recto de base octogonal AB(DEFGH ,
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B

apovado por una de sus caras laterales en el plano icnogréfico.-

Le interseccidén busceds se logre en este ejemplo utilizendo
planos horizontales tales como el 2" que contienen s las aristas del
prisma y hallsndo su interseccién con B .-

En la figura estos dos planos @e cortan segun la horizontal
h(h* , h"). Los puntos comunes s h' y 8 las aristas que pasan por E'

y F' dan puntos Ei y Fi de la seccidn plana cuyas ortografias son
respectivamente Ei v Pj.-

- figurs 159 -

Ho obstante la sencillez de estas construcciones, las seccio
nes p}anaa de las pirdmides y prismes pueden hallarse splicendo lafz
koluciée de uns homologie ©-afinided, tal comoc pasamos & eetudiar aho

ra pere la seccibn Plena de los conos y cilindros que 8on B XeNeFa-
lizacidn como superficies geométricas., - i |
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. La seccién plana de una superficie cénica puede determinarse

hallando la interseccidén de cada generatriz del cono con el plano
.secante P, procediendo como en las figuras 134 y 147, es decir

. .resolviendo el problema elemental de recta y plano (ver paragrafo 28),

0 bien mediante una homologia, tal como se explicara en los paragrafos
053 y 55. ;
En efecto: de la figura 160 se deduce que las formas X y I
directriz conocida y sec-
cidén plana del cono respec-
tivamente, son perspecti-
vas; en consecuencia, sus
proyecciones sobre un plano
cualquiera-resultan, como
gicas. vvvvvvv

Wi Si el plano de pro-
yveccidn elegido es el plano
icnografico, tendremos que
las formas homélogas son
' y X'y, proyecciones ic-
nograficas de las X v X,

siendo centro de homologia
la proyeccién icnografica
S’ del vértice S5 del cono,
eje de homologia la proyec-
cién icnografica i’ de 1la

figura 160 -

recta i comin a los planos a y B, y par de puntos correspondientes las
{‘proyecciones A’ de Ay A’y de A;.

g Si en cambio el plano sobre el que proyectamos es el plano
| ortografico las figuras homélogas seran las 'Y E";, pudiéndose deducir
A por analogia en el parrafo anterior los elementos que la definen.

] Como ejeréicio‘y a continuacién se determinan las secciones
. planas de un cono de vértice S y apoyado por su base en el plano
ﬁicnogréfico. Ya se ha dicho en el pardgrafo 55 que las mismas pueden
~ ser elipse, pardbola o hipérbola, segun sea el plano f secante,
qﬁrespectivamente parai@lo a ninguna generatriz, paralelo a una genera-
ﬂﬁriz (paralelo a un plano t tangente), o paralelo a dos generatrices
~ del cono
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Seccién eliptlca de un cono recto de eje verticsl. Ses (figu
ra 161l) el cono de base con centro O(O' 0") y vértice =5(S', 8" ) cuya
seccidn con el plano ﬁ‘(}34 ,f52) se desea determinsr.,-

logis b ;e el punto 1. El C' de la elipse, correspondiente del C',
se halla en el punto comie & laa rectes S'C' y 111. La tangentechi
. es hombloga de la tangente en C', por lo que ambas rectas se cortan

La cdénics resultante es uns elipse si,es exterior & la cir -
% . g en 2 sobre el ejs de homologia f34 .=

cunferencia base del como, la rects de interseccién del plano de ess
base con el plasno § paralelo al secante’¥ y trazado por el vértice S
del cono. -

En igusl forma se obtienen log puntos B, , Di. ..sy pudiéndo-~
ge trszer ls proyeccién icnogréfice de la seccibn eliptica del conc
recto dado.~-

En la figura, dado

que el cono estad apoyado Ls proyeccidn orto ~

gréfice de la saccidénelip
tice se trazs observendo
que csda punto, tal como
el C, -de icnografias C;°
pertenece al cono de vér-
tice 8§ y sl plano secante
/2 , por ser gu intersec-
cibn; en consecuencis 1le
ortogratis C] del mizmose

por su base en el planoic
nografico T4, la recta -
mencionada en el parrafo

precedente es la traza &
del plano & (5,1 » §9)ipa
ralelo al B( By, p,). -
trazado por S(S', S"). Es
ts traza Sy es exterior a
la circunferencis de cen-

gitia scbre la-.generattiz
SC del cono, o scbre uns
horizontal del plano)3re§
pectivemente .~ '

“tro 0'.-

Para dibujsrla,reso;
vamos la homologis defini
,da por el centro S', eje

=f }%Ly puntos correspon -
dientes A' ¥ Ay como sein
dicars en el texto para la
figura 160. Bste Gltimo -~
punto Ai es la icnografie
del{ﬁl, interseccidnde ls
generatriz SA del conocon
gI'plpnoJS; por consi -
guiente Bsu determinacién
- = figuras 161 - 8se hace con el plano auxi
1iar ? ( T = 5'A') proyectante vertigal de esa generatriz. La’ £k
proyeccibn ortogréfica de la recte I,conun aj3y'yﬂ, de en su inter-
seccién con 8"A" ls proaeccinn ‘l del ‘1 pcrtanecionte a la elipse y
obviamente la proyeccién A buscady. ~ e

Se observa que en la
homologia utilizads puede
prescindirse del psr de -
puntos A' y Ai correcspon-
dientes, porque la trazs
&4 horirontel del plano
& es rects limite de la -
misma,-

S,

- figurs 162 -

Benﬁién_hgzg§§licu de un cono recto de eje vertical. Sea (fi
gura 162) el cono de basse con centro 0(0', 0") y whrtice S(8', 5")cu
ye seccibn con el plamo P (b, , B;) se deses determinsr.-

Ls cOnics resultante en este caso as uns parébola pues le rec
ts G}, interssccién del plano de la base del cono con el plano G P2
ralelo al secante 5 y trazedo por el vértice 5, es tangente s lo ciI

Pira hallar otros puntes de ls curvs, bests vinculsr por sjem rnretanian Daze del Bokn, -

Plo, €1 C' con el 4' determinando uns recta que corts sl eje de homo
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Ello significa que el plano & , por Ser tangente 8l cono,con

tiene & una sola generatriz del mismo, ls de comtacto ST; por consi-
|

gulente el planoﬁque le es paralelo corts a todas lss generatrices

del cono mepos e uns, ls ST, determinando una curvs con un punto im-
propic.- 3

Le trazs G, borizontal del plano © , es tangente en T' e 1l
circunfercncia.baae' del cono ¥y parslels 8 la hombénima Pq del pleno
ﬁ; secantve, mientras que la S iertical, lo es a ls homdnima }2 y
pasa por V.-

Le seccibén parsbbdlica del cono se traza resolviendd la homo~
logis definida por ¢l centro 8', eje _534: puntos correspondientes B!
y Bi. obtenido Bl(Bl' 4 B']'_) mediante un procedimiento anélogo al indi-
cadc pars la figurs 161, y pass por ll(li ‘ li) y El(Ki, i') puntos en
donde la cifcunferencia bsse del cono corts al eje .ﬁ,‘ de bono_logia.
La trazs G, es ls rects 1imite en ests homologia.~-

El trszado de les proyecciones -icnografics y ortogréfice-de
la secci6n-parabﬁ‘>llca del cono se complets como en el ejercicio snte
rior (ver figura 161).- ‘

Conviene observar en es-
te problema gue, dado el ple-
no fdcuslquiers, solamente por
casuslidsd results &y tangen
te a la circunferencis sl di-
bujar por S el § perslelo sl
/5. En consecuencis para ob-
tener uns seccibn parsbblices
del cono se procede s la in -
versa, ps decir e trazs pri-
peramente ¢l plano © tengente
al cono y se dibujs luego el
J3que le es perslelo.-

Seccibn hiperdbblics deun
fe (figura 163) el conc de ba
se con centro 0(0', 0") y wér
tice S(S', 8"), cuys seccibn
con el plano f (--fa‘t’, )33’) 80

deseas determiner.-

- figura 163 -
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La cbnica resultante es una hipérbols pues la recta €44 in-
terseccién del plano de le base del cono con el plano € paraleio al

de seccibnﬁ y trazado por el vértice S, es secsnte & le circunferen
cis base.-

Ello significe que el plano & seccions al cono segln las ge-
neratrices SR y ST; por lo tanto el )3 qQue le es psralelo corta & to-
das las generatrices del cono sslvo estss dos filtimss, determinsndo
una curve con dos punvos impropios.=-

, La trazs &, horizontal del plano § es interior a la circun-
feréncia base del cono y paraleles a la hombnima ﬁ,‘ del p‘lanoﬁ se =

csn/te. mientras que lsa GZ verticel, lo es a la noménine }’92 def.‘) y
{ pasa por V' '.-

Ls seccibn hiperbdlica del cono se traza resolviendo la homo
logia definida por el centro S, eje ﬁ4 ¥ puntos correspondientes B'
y Bi,’ obtenido Bl(Bi ? Bi‘_) mediante un procedimiento snélozo sl indi-
| csdo para la fizurs 161, y pasa por Ml(ll' A Il;) y Nl('Ni, N;), puntos
- en donde la circunferencia base del cono corts al eje B, de homolo-
gle. Lo traza 6, es recta limite en esta homologia.- '

El trazado de las proyecciones -icnogréfica y ortogréfica-de
la seccibén hiperbélica del cono se completa como en el ejercicio an-
/ y
. terior. En le figurs se han representado lss proyecciones de una de

. lss ramas de la hipérbola.-

Como ejercicio en la figura 164 se hs encontrado ls secciéd
- ¢con.un plano ﬁ (ﬁl, .ﬁz)cua;quiern,del cono recto de base circular

- de centro 0(0', 0"),spoyada en un plano inclinado X (&, , §3), ¥ de
wértice S{S',8").~ '

La representacidén del cono se ha hecho como en la, figura 156
. por lo que se han omitido las construcciones pertinentes, miehtras -
- gque las proyecciones de la seccidn plane, en este caso elipses pro -
b yecciones de une elipse, se han determinado construyendo dos homolo-

- giss. Estss quedan definidas para ls proyeccién icnogréfica por el -

‘centro de homologia S', eje la recta i' fq(})y puntos correspondien -

~ tes 0' y 0;, siendo ls curva buecade la hombloge de la elipse de cen

tro 0'; en tanto que pa:"a la proyeccidbn ortogréfics los elementos de
1a homologia son S", i"»‘_d})y 0" y 0} , el centro, el eje y puntos -
~ correspondientes respectivamente, siendo ls curvs buscads la homdlo-

g8 de la elipse de centro 0".-
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figqura 164
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E1l punto 0,(0; , Of 0}) se encuentrs ya ses buscandc ls inter-

, seccibn del eje del cono con el plano aocc16n4p (interseccién de -
recta y plano), o bien como se ha hechc en este ejemplo, dibujando
~ este planan pssandc por el punto 01 que ge ha prefijsdo sobre di-
- cho eje.-

o
Cusndo el plano secante a un cuerpo es alguno de los de pro

yeccidn la seccidn plsne obtenide se llama trazs del cuerpc, o bien
trezs de la superficie.- 5

Sea (fizura 165) el cono -
recto de vértice S apoyado enel
plano X psralelo & la fundamen-
tal, en vista de perfil.-

Ls interseccién de lss ge-
neratrices Sa, SB, ..., del co~
no ccn el plano 7f de primers
o 1} de segunda proyecc*on. re
sultan ser cbébnicas y, respecti-

vamente, trazas icnografice yor
tografica de ls referids super-
ficie.-

Las trazas (cdénicas) icno-
gréfica y 6rtogréfica de la su-
perficie dads son figuras pers-
- figura 165 - pectivas con respecto a ls cir-

- cunferencia base del cuerpo cdnico y su trazado en proyeccidén se 1i

mita a ;a resolucién de una homologie.-

Como ejercicio (fizura 166) se ha Jeterminsdo ls trazs hori

. zontal de un cono recto de vértice S(8',85") y eje e(e', e"), spoys
~ do en el plsno P( () fla) proyectante sobre el vertical.-

La traza horizontal del cuerpo dado es héﬁbloga de la elip-

se de centro O' (proyeccidn icnografics de la circunferencis base -

del cono), siendo centro de homologis el punto S' (proyeccidn del -
vértice S), eje de homologia ls traza r borizontal del plano ¥ -
(interseccién de los planos ¥ y 1f de 1aa dos formas), y puntos coQ

- rréspondientes O' y Bé éste traza horitontal del eje e del cono.-

Con estos éleﬁentos se hs determinsdo la trszs horizontal -
del cono, habiéndose determinado el punto A, -por e jewplo- gomo in-
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terseccién de S'A’ y la paralela trazada por H’e a O'A’, ya que
siendo por construccién A‘O’ paralela al eje y; de homologia, su
correspondiente H'egA’o concurre en el mismo punto (en este caso el
impropio de y;) la determinacioén de los demas puntos de la curva se
deduce siguiendo la misma figura.

67, Principios de sombras.- Supuests la _Propagecidn recti-

linea para los Tayos que emsnsn de una fuente luzinosas, materislizg
la en un punto P, propio o impropio (figura 167), se llams sombra de
;v punto A sobre un pleno o sobre uns superficie cualquiers, & 1z ip
terseccibn del rayo PA de luz, formado por el foco luminoss y el pu ;
i0 dado, con ese plano o &sa guperficie, segun corresponds. - A

P Nt
of AN
Ny
R
\.
\\
= ~i
N e T T 2
P

- figurs 167 -

Se lleme sombra de uns recta sobre un plsno. o sobre uns sv
7¢ rficie, para un punto P luminogo, & la interseccién del plano, de
fferminado por este punto y ls rects dada, con el plenc o 1la superfi
icie, respectivamente.-

En le figura 168 se -
aprecia la sombrs de una -
recta @ sobre un plano o
gue es a¥; en cambio, en
le figurs 169 results so -
bre una superficie.-

63.~ Sombra propia y provecta-

- figurs 166 -

ga,- Sea (figura 170) una puperfi-
- figurs 168 - cie Y iluminada por una fuente lumi

@p°°° F.- De todos los Tayos de luz que emergen de la fuente P Juminosa e
“inciden eobre

Todo lo dicho precedentemente para secciones planas y trazas
de conos se puede generalizar para las superficies cilindricas y

para las piramides y prismas. la  superficie, considérense aquellos que le son tangentes

”a la misua (superficie J Yim



142 Geometria Descriptiva

Como es facil observar, se genera una superficie conica, de vertice
P, que a su vez envuelve a la superficie I dada.

Unidos todos los puntos, tales como el Ay -punto de contacts
o tangencia del rayo luminosd
con la superficie X- resulta
una curva que delimita o sa:
para la parte iluminada de la
de sombra de esta superficle
X. La curva obtenida se llama
separatriz de sombra y deter:
mina 1la sombra propia dal
cuerpo.

Es evidente que pro:
longado el rayo PAsy, a partir
de Az, llamado rayo de sombra,
hasta cortar un plano a cual:
quiera, resulta el nuevo punta
An, que es la sombra del A}

sobre dicho plano a.

El area limitada pot
la curva comiun a todos 1lo#

figura 169 -

puntos, tales como el Ay, consg:

tituye la sombra proyectéda por el cuerpo X sobre al plano a,
Especificamente la curva que resulta de unir puntos tales como el
Aq, es la sombra sobre a de la separatriz de sombra de la superficie
Y antes definida, la que también puede considerarse como interseccidn
del cono de vértice P con el plano a.
Tanto la separatriz de sombra como la sombra proyectada, se
obtienen geométricamente pensando que, por el punto P, pasan infinitos
.planos -tales como el 1- que son tangentes y envuelven a la superficie
2. La separatriz de sombra resulta formada por lés puntos de contacto
Ay dg los planos t tangentes, mientras que la sombra proyectada la
determina la curva envolvénte de tangentes que resultan de cortar al
.plano a con dichos planos t.
Imaginemos por un momento que el punto P -foco luminoso- sed

el ojo del observador. Los rayos de luz se convertirdn en rayos
El conjunto de puntos,
tales como el Ay, se llama, ahora, contorno aparente de la superficie
X, pues es lo que el observador ubicado en P ve del cuerpo X.

visuales y el cono de luz en el cono éptico.

bra y el contorno apafente.de un Cuerpo Y,
nacidn de cuslquieras de ellos se resuelve mediante el trazad

gar geométrico de los puntos de contactos de ¥
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- figura 170 -

De lo dicho ge infiere la identidad de la separatriz de som

a la superficie 3 oue pasan por el punto P.~

por lo tanto, la determi
o del
os planos T tanzenles

Pianion 146yt ybrad taus: e hnw e 4k
T 7 NS
IR
fee PTRY A
.__.--7_—__......'._.......... -’,L.. ’-\T_.\. A
N
lA
P
- figura 171 -
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En el problema propuesto dado que la recta t pse sitde sobre el pla-
"y de primera proyeccidn, la trazn.f1 horizontal del planoT tangente

Finalmente (fiqura 171), cabe observar que si el punto P,
foco luminoso, es impropio, el cono de luz -o el cono 6ptico si se

lo considera ojo del observador- se convierte en un cilindro, no ponfunde con la proyeccidén i’ iecnogrdfica, y como Vﬁ cae fuera de losg 1

variando en absoluto los conceptos explicados mas arriba. del dibujo, .se ha utilizado la horizontal h-(h' 5-h¥) pira determinur

28 T, vertical del miszo.-

60.- Planos tangentes a superficies cénicas y cilindricas.-

81 se tratars de un 0ilindro el problema se resuelve de idéntics wa
El plano tangente en un punto de una superficie (cénica o cilindrica) e

; _ y .pensando que el vértice S es un punto impropio,-
queda determinado por la generatriz de la superficie que pasa por 1

el punto y la tangente a la directriz de la misma que corte a la
generatriz dada. 3

: En efecto (figura
174\368 un cono,que por
simpliciiad supovemos reg
to, de vértice S.Resultan
las generatrices g, 7 &
y la cuerda AB, aiendo @
la curva directriz conoc}
da del cono dado,

51 imaginamos que la
generatriz g2 8e acerce
indefinidamente a la gj,hap
ta confundirse tom elia,el
punto B hace 1lc propio con
fundiéndose con el A, y la
cuerda AE es taugevte t en
e . A a la curva ky directriz
-figura 172~ del cono.

El plano secante, formado por By ¥ &2, ee ccnvierte precisamen-
te en el plano tamgente 2l couo y lo forman g, ¥ t. El planc tangev-
te obtenido e8 el mismo para cualquier punto del cono, tal como el
¥ de la generatriz &~ A

' Como ejercicio, en 1a figura 173, se ha procedido a trazar el
plano T (zlf T, ) tangeute en el punto X (M',¥") de la gemeratriz

g (" ;85 sl eono de vértice S (S*, S“), siendo Zri el plamo de la
base.

La generatriz 3 = SA(S!L‘,S'A") ¥ 1la tamgente t (t', t") a 1a
_directriz cowocida,. en este caso la circuunferencia de la base del co-
‘no, determimam el plauno ‘5('51, 'C'z) tangente 8l mismo en el punto ¥

(K',¥"), uniendo las tragas homdunimes 8e oada una de ellas,

- figura 4753 -
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En la figura 174,se ha procedido a trazar el plano f (tl. 1 ?)

En cambio si P : :
tsngente a un cilindro recto, siendo 71 el plano de 1a base, obteniéndoge 1 P es punto de vista, las generatrices SA y SB son el

contorno aparente del cono para un observador ubicado en dicho punto P. En

la figura 176 se han

come tal (plano T tongente) uno proyectante vertical.-
'
1 70.- Planos tangentes 8 las gu~

s determinado 1los pla-
Tg perficies cénicag desde un punto ex- nos (w1, 02) y
I ‘§" terior.- Dado un cono de vértice § o(@1, ¢2) tangentes al
i figura 175) se trata de hallar entre cono recto de vértice
M g ric
los infinitos planos, que siendo tan S(s’, s"), apoyado en
l A t" gentes a la superficle, pasan par un el plano m; de primera
i g punto P exterior & la misma.- proyeccidn, desde un
N punto P(P’, P") exte-

\ Como los plenos tangentes a irg 'rior al mismo.

o 3
A’= ¢l zar debeé pasa.r por el vértice de Las construc-
g o - la superficie dada y el punto-P, cop ciones pueden seguir-
\‘ t' T1 tienen forzosamente la recta m quc € se en la misma figura
b o 1lo0s determinan.- de acuerdo con las ex-
; plicaciones preceden-
. figura 174 Determinemos la interseccién el

& 1 plancde
I(m’d\) de la recta wm con el planc

Cuando el
1a directriz Zcircunferencia bage- de la superficie cbnica, tracemos por

punto exterior desde
el cual se trazan los
planos tangentes a una
superficie cénica es
un punto impropio Pe
-dado por la direccién
de una recta-, el pro-
blema se resuelve tam-
bién siguiendo la fi-
gura de analisis 175.

1( «) las tangentes 1.1 y t2 a la directiz gue se halla contenida en el
m, :

plano « , Cada una de estas rectas, tl y 12. deterxinan con la m un pleno
tangente a la superficie: el W= m,tj.

y e1P= m,t,,cuyas generatirices de coni»cto son SA y SB respectivamente.-

Si P es foco luminosd

P

las generatrices SA Y SB

son separatriz de souwbra cel - figura 176. -
cono (ver pardgrafo 68}, ;

7 ¢l drea couprm g 4 LR
mientras quc = Como ejercicio, en la figura 177 se han determinado los planos

(@1, ©2) Yy @(@1, ¢2) tangentes a un cono recto de vértice s(s’, S")
oyado por su base en un plano horizontal de traza oz, desde un punto
vamenta)-es la sombri  pro= impropio Px dado por la recta 1(1’, 1").

yeciada por la guperf{icie !

dida entre t; y t, (trazas

sobre % dew y ¢ , rezpecti

Las construcciones indicadas en la figura se siguen en base a
‘:o precedentemente expuesto y solamente se aclara que la recta m(m’.,m")
resulta de trazar por S(S’,S") una paralela a la dada 1(1*,1") y que

gobre ose plano.= .-

+ ~figura 175- tografico es una elipse, proyeccién de la circunferencia base sobre



148 Geometria Descriptiva

< rtigqura 177

En el caso de tratarse de un cilindro recto apoyado por su
plano n; icnografico (figura 178), los planos tangentes desde un punto

al mismo son 1los

P exterior
o(w1, ®2) ¥y ¢e1, ¢2).

Se observa que siendo el
vértice S de las superficies ci-
lindricas un punto impropio -dado
por la direccidén de sus genera-
trices-, m") que
los une con el punto P resulta
vertical; por lo tanto los planos
tangentes ® y ¢ hallados, son
proyectantes verticales.

la recta m(m’,

Para hallar los planos
tangentes  y ¢ (figura 179) a una
superficie cilindrica desde un
punto impropio Py, basta recordar

- figura 178 -

T =
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los mismos deben contener a este punto Px y al vértice del cilindro,
lo que siendo ambos puntos impropios, la recta m que determinan
mbién es impropia; por consiguiente los planos ® y ¢ resultan
iralelos. Para trazarlos basta dibujar por un punto M cualquiera del
jpacio las rectas g1 y 11, respectivamente paralelas a una generatirz
‘del cilindro y a la recta 1 dada, las que siendo concurrentes
terminan el plano t, el que desde luego contiene a S« Yy Pw. Los
lanos ® Yy ¢ buscados, se dibujan paralelos al plano T y tangentes al

|1indro.
/

i

AUQ

=%

b-

,W/V

- figurs 179 -

En la figura 179-b se ha resuelto este problema para un cilindro
ecto de base circular apoyade en el plano icnografico ri.



Sistema de Proyecciones Acotadas
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MCapitho 8
Punto, Recta y Plano

71.- Nogciones.- En el paragrafo 7, se dijo que una forma
% cualquiera del espacio (figura 180) podria representando proyec-
tando cada punto de la misma ortogonalmente sobre el plano n del
cuadro y desde un punto Ox impropio; entonces, para el punto A

‘H‘objetivo, la recta proyectante que lo unia al punto Ox impropio, en

su intersegcién con el plano n del cuadro, permitia obtener su imagen
o proyeccidén A’. Repetido el procedimiento para todos los puntos
de la forma ¥ se obtenia, sobre el plano n del cuadro, la imagen o
‘proyeccidén X’.

Refiriéndonos en particular al punto A objetivo se observa
gue su imaden A’ estéa dada por la proyeccién de aquel sobre el plano

Bl del cuadro. Sin embargo, su posicién no esta determinada, porque
. todos los puntos objetivos de la forma I dada pertenecientes a la
' perpendicular al plano nn del cuadro trazada por A, tienen su
 j proyeccién; de alli enntonces que un procedimiento para fijar 1la
e . posicién del punto A objetivo -con respecto de su imagen- consista’

en determinar la altura que lo separa del plaﬁo n del cuadro, de
acuerdo con la medida de una cierta unidad de comparacién u fijada
de antemano, lo cual equivale a medir la longitud del segmento AA’.
Resulta entonces un numero, cota o altura del punto que, indicandose
entre paréntesis al lado del simbolo de la imagen del mismo, designa
su altura del plano n del cuadro.
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En efecto: si en la figurs 180, se mide la longitud del seg-
mente AA' de acuerdo con le unidad u de comparscidn, se aprecia gue
tiene un valor iguel a 2,75, o sea que el punto A objetivo de la for
ma £ deda se sitiia de su imagen A' sobre £ ' & una distsncis izual a
2,75 unidades sobre el plsno del dibujo. Se ha logrado establecer en
tonces un3 dualidsd entre punto y proyeccidn.-

Mediante este procedi-
miento cads puntc tiene
’ cota; de 8lli entonces que

su

el Sistema de Represents -
cién se llame de "Proyeccio
nes Acotsdas".-~

El plano del cuadro,
ge llama plano de compsrs -
] : ¢ibén y todos loe puntoe que
(Rt le pertenecen tienen cots o
} alturs cero.-

z/ Ls escala del dibujc es
: t4 deds por la unidad u de
: medids que, prefijeda arbi-

trariamente, determina lsco
te o mltura del punto.-

- figura 180 -

Comparada la representaciéh del punto en el Sistema Monge y
en el Sistema de Proyecciones Acotadas, resulta que:  en aquél, la
posicién de un punto A objetivo cualesquiera la determinan dos
proyecciones: A’ icnografica y A" ortograiica; en cambio en éste,
s6lo se utiliza una sola proyeccién -que vendria a ser la icnografica
del Sistema Monge-, reemplazandose la ortografica por un nimero, cota
0 altura del mismo sobre el plano de comparacién. Es evidente que las
construcciones son mas simples cuando se utiliza el Sistema de Proyec-
ciones Acotadas que el Sistema Monge, dado que se eliminan las
representaciones sobre el plano mn; de segunda proyeccién.

125 - Elementos de representacién.- Los elementos de
representacién utilizados en el Sistema de Proyecciones Acotadas
son los siguientes:

a) Plano de comparacién. Es el plano horizontal donde se efectuan las

Punto, recta y plano 1;5

|

representaciones y resulta equivalente al plano n del cuadro del
l :
' sistema cilindrico y al m; de primera proyeccién del Sistema Monge.

'b) Cota o altura de la forma objetiva. Es el numero que indica la

altura a gque la misma se encuentra de su imagen.
¢) Escala del dibujo. Es la unidad u de comparaciéon o medida,

"elegida arbitrariamente de antemano.

el Sistema de

- Representacién del punto,- En
Proyecciones Acotadas para representar un punto cualquiera del
~ elegida arbitrariamente. De esta forma la representacién del punto
- queda determinada por la proyeccién (ortogonal) sobre el plano de
comparacién y su cota.

375 m

o
o
(gt
-

= figura 181 -

en  la se aprecia la

Asi, por ejemplo, figura 181-a
representacién en el espacio de un punto A dado . situado a 3,75
i unidades del plano del dibujos y en la figura 181 -b, la misma
' representacién en el sistema de Proyecciones Acotadas, advlr%lé?dose
' la proyeccién A’ ortogonal del mismo (punto) y su cota (indicada

. entre paréntesis), siendo u la escala del dibujo.

Una recta se representa
y las

‘ 74.- Representacion de la recta.-
‘ por su proyeccién sobre el plano horizontal de comparaclon

- cotas de dos de sus puntos.

: 2 ar
Asi, por ejemplo, en la figura 182, se ha procedido a represent

e vamba >  madl antal el pratvaccdAn eohra al 'ulano horizontal.
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- Ademéas
M'Me = A’ (A) ; luego la (1) queda
A'M’
M’ (M) = A’ =
M/ (M) = A’ (A) + = Bo(B) (2)

de comparacién, obtenida al fijar la proyeccién A’, de cota 2,50,
correspondiente a un punto A, y la B’, de cota 6,25, correspondiente
a otro punto B, ambos pertenecientes a la recta r dada. Se obtiene

decir que la cota buscada del punto M es igu
. al
como proyeccién la recta r’, sobre el plano de comparacién. . L e s

mas la diferencia de cotas entre A y B multiplicada por la relacién
Para imaginar ls recta en

el espacio deben situarse los - iR’
puntos 4 y B que le pertenecen, oyeccion.
respectivamente a8 2,50 v 6,25 -
unidades del plano del aibujo.-

segmentos que medimos en centimetros

®

directamente en 1la

B (625)

Definida asi la rects, 1la
ubicacidén de un punto K cualquie
rs sobre ells da luzar s los dos
siguientes problemas:

a) Dada la proyeccidén M' de W s0
bre r' determinar su cota para -
que pertenezca a la recta, y

N (2,50)

- figurs 182 -~ b) Dada ls cota de M determinar
la proyeccién M' sobre r' para que el punto pertenezca a la recta.-

Para resolver el primero de ellgs, es decir para hallar la -

‘

cota de M cusndo se conoce la proyeccién M' sobre r', basts abatir - B (6’25)
sopre el plano de compasracién s ls recta dada r, sbatiendo el plano g
que la proyects sobre aquél. En 1a figurs 183 la rects sbatids es (r) ﬂ«
siendo A'(4) = 2,50 u y B'(B)=6,25 u, donde u es ls unidad o escala
del dibujo. El punto M por pertenecer a2 la recta r tendré su abati -
miento (M) sobre (r) y su cots interpretads graficamente es el seg - ﬁ( (2,5CU
mento M'(H#) medido en la escala u.- ' - figurs 183 -

De la observacién de la figura y por la simple proporcionalidac B el e e 15 B3
entre lados de triangulos que resultan de trazar por (A) la recta (A)B A gura propuesta resulta:
paralela a r’, se determina grafica-analiticamente la cota de M, 1l: Cota de M = M’ (M) = 2,50 + . g (oL (6,25-2,50)
gue es: A’'B’ (cm) £ P

M’ (M) = M'Mg + Mp (M)

De los triangulos rectangulos (A)Mo(M) y (A)Bo(B) se deduce:

(AMy  MoM) _ @M - M
@Bo " Boe) M T gy BoB) = pr Bel®)
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Para resolver el segundo problema, es decir para fijar 1la
posicién de M’ sobre r’ dada la cota del punto M, es suficiente despejar
de la expresién (2) el segmento A'M’, el que en centimetros resulta
en funcién de elementos conocidos, pues M’ (M), cota del punto M, es
dato. Es decir que:

" B
. Wi AR (3)

A'M’ (cm) = A'B’ (cm)
“Bo(B)
Habitualmente suele completarse la representacién de la recta

mediante la graduacién de la misma que consiste en marcar sobre su
proyeccién una serie de puntos de cota entera.

Este problema es un caso particular del resuelto en el parrafo
anterior, pues basta asignar cotas enteras a los puntos tales como el
(M) y determinar mediante la expresién (3) la posicién de sus
proyecciones, tales como M’, sobre la r’.

No obstante ello, se
gradiia una recta en forma
expeditiva mediante la cons-
truccidén grafica indicada en
la figura 184.

La recta auxiliar A'R
es arbitraria y se divide en
segmentos propocionales a las
diferencias de cotas buscadas,
marcandose los puntos M, N, P,
0 TR Trazando por estos
puntos paralelas a la recta
B’R se obtienen sobre la r’
los puntos pedidos de cota
entera.

- figura 184 -

75.- Inclinacidn, pendiente e intervalo de upa recta. La in-
clinacién de una recta AB es el angulo a que ella forma con su proyeccién
horizontal A’B’, el que se pone en evidencia (figura 185) mediante el
abatimiento de la recta sobre el plano de comparacién, abatiendo el
plano que la proyecta sobre aquél.

BR 4t o el
Punto, recta y plano 159

Se llama pendiente de una recta la tangente del angulo de
‘inclinacién a, es decir:

i iBetB) 1 A
p=tga-= i (1)

b, .
i

- gque expresa que la pendiente de una recta es el cociente entre la
- diferencia de cotas de dos de sus puntos y la distancia entre sus
 proyecciones horizontales.

-~ figura 185 -

Se 1llama intervalo de una recta la distancia entre 1las

El intervalo es la inversa de la pendiente. En efecto, (Figu-
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ra 186) cuando lae cotas de
dos puntos difieren en una
unidad, en la expresién (1)

Como caso particular, es interesante destacar que una recta
‘inclinada 45° tiene un intervalo i igual a la unidad, pues:

1 1
es Ab =1y d =1 por de= Kiile LS, Ty e B kD
finicidn. Luego: ted ) -
b 1 ¥ La recta paralela al plano de comparacién es horizontal y esta
P = 55“ " ';" & ';‘ caracterizada por una proyeccién rectilinea y dos cotas iguales, o
' 'bien la de un solo punto, ya que ésta es la misma para todos.
© bien: 1 - Como el &angulo de inclinacién de las horizontales es cero, su
{ m — intervalo es infinito, pues:
P
1 1
Es decir que conocido i = P e * i s o)
- figura 186 ~ el &ngulo de inclinacién o g 0

de una recta se puede calcular su intervalo y dibujar por consiguiep A Le recta perpendicular, es decir ls verticsl, tiene por pro-

~ yeccién un punto sin cota. Siendo el &ngulo & = 90°, el intervalo es
cero, pues:

te su proyeccidn.-

En la figura 187 se ha
() resuelto gréficamente este
problems, siendo datos la =
proyeccién r' de la recta,
el &ngulo de inclinacibnol,
el punto de cota 10, el sep
tido de graduacién de lareg
ta y la escala u.-

1 1
t2g Q

= 0
f e

(an)

77.- Rectas pesralelas.- Las rectes parslelss tienen proyec
- ¢ciones paraslelss, intervalos iguales y gradusciones en el mismo sen-
N tldOa‘

Por el punto de cots 10
10 ' se dibuje (r) de manere tal

3 que forms con r' el Angulo

of . 4 une distencia de r' «

igusl & ls unidad se le tras

€igura 187 - 28 8 esta Gltima una parales

ia. Le interseccidn de estas parslels con (r) da el punto (11) cuys pry
gyeccibn marce el punto de cota 11, siendo el segmento I0-11 = i el «
intervalo buscado.-

En la figura 188 se han
representado dos rectas a y b
paralelas pues cumplen las con-
diciones apuntadas, las que por
otra parte, resultan evidentes

recordando cuanto se ha dicho
precedentemente.

2?

20
78.- Rectas concurrentes.-
- figurs 188 - Dos rectes se cortan cuando suc

ol

76.- Posiciones particulares de 1s recte.- En relscibén al plj :;proyecciones tembién 6 corten y el punto comGn tiene ls misms rots
no de comparecibén, una rects puede ser oblicua, psralela o perpendicy ~ Sobre cads rectes.- : *

a1 En ls figure 189 @l punto de concurrencia de lss rectss a v
Ls recta oblicue estéd caracterizada por una proyeccidn rectis - b es el M de cots (17).-

1inea y por dos cotss desiguales en ls forms indicaeds precedeniemeutm
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. o Al L

79.- Representacién del plano,- Dos rectas concurrentes

determinan un plano.

' Sean (figura 190) las rectas a y b( representadas por sus
proyecciones a’ y b’, que se cortan en el punto M de cota 17; ellas

determinan un plano.

W (N

figura 189 -

presentdandose por su proyeccién h’(17).

Como en el plano existen
rectas h horizontales, facilmen-
te es posible representarlas
uniendo los puntos de igual cota.
Asi ‘entonces: unidos 1los puntos
de cotas 16 de las rectas a y b
dadas, se obtiene la horizontal
de cota 16, cuya proyeccién sobre
el plano del dibujo es h'(16).
Como las rectas h horizontales son
paralelas, la horizontal de cota 17
pasa por el punto de cota 17 y es
paralela a la horizontal h’ (16), re-

La horizontal h de cota cero,

es la traza del plano por ser interseccién del mismo y el de comparacién.
A la traza del plano se la simboliza con la notacién h'p.

- figura 190 -

Es decir que un plano
queda identificado por la proyec-
cién de dos de sus horizontales.
No obstante, habitualmente se
representa un plano en este sis-
tema mediante su recta de maxima
pendiente.

Para ello recordaremos
que se llama recta de maxima
pendiente del plano la que forma
el mayor &angulo posible con el
plano horizontal. Las rectas de
maxima pendiente son normales a
las horizontales del plano y por
consiguiente, a la traza del
mismo.

' En la figura 190 la recta de maxima pendiente del plano
determinado por a y b, es a’ recta que individualizamos de entre otras

- figura 191

Punto, recta y plano 163

su costado una linea mas gruesa. Se ha

buscado y que determinanlas rectas a y
b, siendo su intervalo Y graduacién la
de su recta de maxima pendiente o’.

Todas las rectas pafalelas a o'
son rectas de maxima pendiente del plano
o. Por consiguiente en los trazados se
elige la que resulta mas cémoda en

relacion a las lineas constructivas del
dibujo.

De los expuesto se deduce que
para ubicar un punto en un plano dado por
Su recta de maxima pendiente, es sufi-
ciente que la proyeccién del punto per-
tenezca a la horizontal del plano que
tenga su misma cota.

En la figura 191 el planc A de cota (32,75) pertenece al plano
pues A’ estd sobre h’ de cota también (32;75) .

- figura 193

Una recta pertenece a un plano si
contiene a dos puntos de éste.

En la figura 192, la recta a esta
sobre el plano o, pues sus puntos M y N,
respectivamente de cotas (32) ¥ (849,
pertenecen también al plano a.

80.- Planos paralelos.- Los pla-
nos paralelos tienen péralelas sus rectas
de maxima pendiente, iguales los inter-
valos y las graduaciones en el mismo
sentido. '

En la figura 193 1los planos
@ y P son paralelos porque -
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sus respectivas rectas de mixims pepdiente c( = } ' también lo sen;
sue intervslos 16-17 ¥y 47-48 son iguales y lass rradusciones estén -
oriéntadss en el mismo santido.-

81.- Interseccién de planos.- Sean (figura 194) los planos

o y P dados por sus respectivas rectas de maxima pendiente a’ y p’.

Un punto de la rectsde
interseccibp de estos dos -
planos se obtiene cortando-
los con un tercer plsno au-
xiliar que elegimos horizon
tal. Las rectas resultsntes,
que son horizontales de of ¥
ﬁ determinan el punto bug
cado.~ ;

En la figura, las hori
zonteles de cota (25) fijan
el punto ¥ en tanto que las
de cota (23) determinan el
N. La rects MN=i es la rec
ts de interseccién de los -~

i EAVRE RS 2 plancs d y P dedos.-
82.~ Interseccién de recta y plenc.- Por ls recte m dads (fi

gura 195-a) se trsza un plano auxiliar ¥ que ls contenga; se encuen-
tra su interseccién i con el planod dado. E1 punto comin 8 i y m da
el punto I buscado.=-

Sea (fighra 195-b), a’ la recta de maxima pendiente del plano
a y m’ la proyeccién de la recta.

Trascemos 1as horizontales 1 ¥ b} del planoo{ y doe parsle -
las cuslesquiera hi y h; por los puntos de cotas (24) y (25) de ls -
rects m que determinan el plano ¥ . Este Gltimo corts sl ¥ segin le
recta i' que obtenenoa’uniendo M' y N'. Is interseccidén de i' y m" -
da el punto I' buscado cuya cota (24,50) se obtiene por unn eimple -
interpolacidn.~

Punto, recta ¥ plano 165

T

- figura 195

Rectas v planos perpendiculares.- La condicién de

-~ figura 196 -

'perpendicularidad entre una recta Yy un plano es que la proyeccidén de
la recta sea paralela a la proyeccién de la recta de maxima pendiente
- del plano; que sus intervalos sean inversos y sus graduaciones dirigidas
en sentido contrario.

En efecto: sean (figura
196), a y n un plano y una recta
perpendiculares. Si n es el plano
de comparacién, hg horizontal de
cota cero serda la traza del plano
a y n’ la proyeccién de 1la recta
dada, siendo ho y n’ normales entre
si. Considerando la recta m de
maxima pendieni:e del plano a que
pasa por P, tendremos que su proyec-
cién m’ coincidira con n’, por estar
las dos rectas m_y n en el mis-—
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Capitulo 9

Magnitudes

mo plano proyectante. Por consiguiente si la recta de maxima pendiente
que identifica al plano a es una paralela a lam, suproyeccién resultard
también paralela a la proyeccién de la normal n.

Prolongando la
recta n hasta cortar al
plano n tendremos su
traza Ng de cota cero.
Se ha dibujado asi en
el plano proyectante y
el triangulo MoPNo rec-
tangulo en P. Si su-
ponemos que este ultimo
punto tiene cota uno,
resultaran ser los seg-
mentos MoP' = i Yy

. NgP’ = i3, intervalos
de la normal y del

plano respectivamente,

- figura 197 - pudiéndose escribir: ‘
M,; 7 3{”_’ 84. - mmmmmmm Sea (figura 198) el
e b punto M de cota 11, dado per su proyeccién M’ (11), perteneciennte al
o bien: {lano o, dado por su recta de maxima pendiente a’. Se desea abatir
44k % 11 punto M sobre el plano n de comparacién.
i

La horizontal de cota
cero o traza del plano a propues-
fo, es eje de giro, pero como en
la figura 198 se halla muy lejos
del punto M considerado, en lugar
de abatir el mismo en torno de
aquélla (horizontal de cota ce-
f@), se lo hace girar en torno
de una horizontal cualquiera -por
ejemplo h’ (9). Ello egquivale a
levantar el plano n de compara-
¢ioén, considerando como tal al
que contiene la horizontal h’/(9),
lograndose haber desplazado el figura 198 -
:je de giro.

es decir que el intervalo de la recta normal al plano es inverso del
intervalo de este ultimo.

De la misma figura 196 observamos que los sentidos de graduacidn
de la recta y del plano son contrarios.

En la figura 197 como ejemplo se ha trazado 1la 'recta n
perpendicular al plano a, dibujando n’ paralela a a’ y siendo su
intervalo i1 inverso del i del plano; valor que determinamos
graficamente marcando la unidad sobre la perpendicular por P’ a a' y

trazando por (P) la normal a Mo(P). El1 segmento NoP’ es el intervalo
iy de la recta.
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El punto (M) se situa sobre la perpendicular al eje de giro
-h’ (9) - trazada por M’ (11) y a la distancia del centro C de qi;o
iguél a la hipotenusa C((M)) del triangulo CM’ ((M)) rec?éngulo, e
catetos CM’ y M’ ((M)), este altimo igual a la diferen01é de ?otas
entre el punto M dado y el plano que contigne al eje de giro h.(9).

En rigor, el abatimiento (M) del punto M dado se ha realizado

sobre un plano paralelo al de comparacién y que es el que contiene la

ht (9).
1I) DISTANCIAS

85.- Distancia entre dos puntos.- La distancia entre doM
puntos la expresa la longitud del segmento que los une y se_obtien.

abatiendo dicho segmento sobre el plano n de comparacién o uno que le

sea paralelo.

A "’
Ab ={e50-425
B (6,50) ¢ o
\\:Y-{
1) \ >(/) g‘so
’ B %
A (425) i %
\ \
\ \
&"\\ N
“"J‘ \\ \\\
% \\ p/()/b't
X a
(A)
- figura 199 -

sean (figura 199-b) los puntos A y B, respectivamente dadof

por sus proyecciones A’ (4,25) y B’ (6,50), referidos al plano n de
Se desea saber la distancia d entre los puntos Ay N

comparacién.
dados.

~ Unidos loa runtos A y B se determima le recte m, dada por su
proyeccién m' y que es eje de giro, pues abatiremos el plamo J ver
peadicular al ‘JJ de comparacibe gue coutieve a m,~ i

- Efectuado el abatimiento indicado, el punto A se dispone
en (A) sobre una perpendicular a m’ levantada por A’ y a 4,25
unidades de su pie, mientras que B lo hace en (B) sobre una
perpendicular a m’ levantada por B’ y a 6,50 unidades de su pie.

El segmeunto (A)(B) expresa la verdaders magnitud (d) de 1a dis-

_ tancia euwtre los puntos A y B-dados, que también es posible obtener

medisate la difereucia de cotas edire A' y B', lo que psraite obte~
wer el punto (B)). ;

- Observando la figura 199 surge unm método anslftico que permite
oceloular la distanmeia @ ewntre los puntos A y B dados:

@ = YV AP+ BE)

86,- Distancis de un pauto sl plewo.- la aistamcie de un punto
al plamo es la lougitud del segmeutc wnormal s dicbo plano, trazado

por el putto dado.

En efecto (figura 200 a): sea el plano a y un punto.P
exterior al mismo. Para hallar la distancia entre ambos, basta
trazar por el punto P dado una recta n, p=2rpendicular al plano
o, y determinar la interseccién I con este plano; el segmento PI
define entonces la distancia d buscada.

En nuestro método de representacioén (figura 200 b); sea
el plano a dado por su recta de maxima pendiente a’ y un punto
P exterior al mismo plano, representado por su proyeccién P’
4,50) .

Por el punto P dado, tracese una perpendicular n al plano
o (ver pardgrafo 83) y procédase a determinar su interseccién
con el mismo plano -ver paragrafo 82-: debe utilizarse el plano
y auxiliar dado por su recta y’ de maxima pendiente, cuyas
horizontales h’(7) y h’ (8) en su interseccién con las homénimas
del plano a permiten determinar su interseccién i’(u, y) buscada
que, al cortar a n’, determina la posicién de I‘, cuya cota 6,32
determinamos mediante interpolacién.
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Anorg el problemas 8¢ reduce al caso eaterior (ver paraégrafo i
85), pues dsbe, calculerme ls diskancis entre los puntos P e I, sba- i En efecFo (flgura 201 a): sea una recta r y un punto P exterior
tiéndose sobre el W’de comparacion al plenc que los contiene,- - Lagdistancia: enird el PSSR ERYICIRATYIEE 1 " T AR

idiendo la longitud del segmento comprendido entre el punto dado y
1 pie I de la normal a la recta trazada por aquél (punto P); luego
el segmento PI. i

Efectuado el abatimiento indicado, el punto I se dispone en
(I) sobre una perpendicular a n’ levantada por I', determindndose su

posicién por diferencia de cotas entre P’ e I‘. Unidos P’ con (I)
resulta la verdadera magnitud (d) de la distancia d entre el punto P , En nuestro sistema de representacién (figura 201 b): sea la
y el plano o dados. ecta r, representada por su proyeccién r’ y el punto P exterior a

lla, dado por su proyeccién P' (24,50).-

- figura 200 - - figurs 201 -

Tracese el plano a que contiene a P, perpendicular a la recta
g dada; su recta o’ de maxima pendiente es entonces paralela a r’,

jiendo su graduacién contraria y su intervalo inverso (ver paragrafo
13) . '

87.- Distancia de un punto a upa recta.- La distancia de un
punto a una recta es la longitud del segmento comprendido enntre el

punto dado y el pie de la normal a la recta bajada desde aquel punto,
Tracese el plano y que contiene a r, a quien se representa

)or su recta Yy’ de maxima pendiente. La interseccién de 1las
orizontales h' (21) y h’ (22) homénimas de los planos a y y determinan
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i’ (ay) que, al cortar a r’', permite obtener If; luego: para obtener
la distancia d del punto P a la recta r, se traza por I' la
perpendicular a P'I’ donde se ubica (I) mediante la diferencia de
cotas entre estos puntos. Unidos (I) y P’ se obtiene la distancia
buscada entre el punto y la recta dados.

III) ANGULOS

88.- Angulo de una recta con el plano de comparaciodn.- Se
sabe que la pendiente de la recta es reciproca de su intervalo,
medido en la escala del dibujo, y nos da la tangente del angulo
buscado.

Para operar graficamente, basta considerar el plano que
proyecta a la recta y abatirlo sobre el plano de comparacién, como
ser ha hecho repetidas veces (ver paragrafo 84). El 4&angulo
comprendido entre la proyeccién de la recta y.su abatimiento es el
angulo buscado.

Se comprende que, en lugar de abatir el plano que proyecta
a la recta sobre el plano de comparacidén, puede hacérselo girar en
torno de una de sus horizontales hasta disponerlo paralelo al plano
de comparacién; entonces el angulo buscado es el comprendido entre
la proyeccién de la horizontal considerada (que coincide con la
proyeccién dada de la recta) y la proyeccién de la recta en su nueva
posicién. Excusamos exponer las construcciones realizadas repeti-

das veces.

89.- Angulo de un plano con el plano de comparacidén.- El
presente problema se reduce al caso anterior (ver paragrafo 88)
porque el angulo buscado es el comprendido entre la recta de maxima
pendiente del plano dado y el plano de comparacién.

90 .=
provecciones graduadag.- Se trata de hallar el angulo formado por
dos rectas que se cortan, porque si se tratara de dos rectas que no
se cortan, hallariase el angulo de las paralelas a las mismas
(rectas) trazadas desde un mismo punto.

Magnitudes 173

) Sea (figura 202) el angulo de dos rectas a y b, respectivamente
ladas por sus proyecciones a’ y b’ graduadas, que se cortan en un punto
{, de proyeccién M’.

Considérese el plano ab y hdgaselo girar alrededor de una de
us horizontales hasta que se disponga paralelo al plano de comparacién.
'or sencillez, en la figura 202, se ha elegido la horizontal, cuya
sota es_}gierior en una unidad a la del punto M. Designando a 1la
lorizontal considerada por AB, resulta su proyeccién A’B’, téﬁando
iobre la a‘ el segmento M’A’ igual a un intervalo de su graduacién y
razando por A’ la paralela a las rectas determinadas por los puntos
e igual cota de las a’ y b’, las que son las proyecciones de las
rizontales del plano ab. '

M)
{ Dpe

(k)

X (@)
- figura 202 -

: Mientras gque el plano ab gira alrededor de la AB, la proyeccidn
7?1 punto M se mueve sobre la perpendicular bajada desde M’ a la A'B’,
Fcuando el plano sea paralelo al de comparaciéon, el punto M se
royectara en (M) a una distancia C(M) de la A‘B’, igual a la distancia
intre el punto M y el eje AB de rotacién, distancia que es hipotenusa
un tridngulo rectangulo que tiene M’'C por uno de sus catetos, Y a
unidad de la escala del dibujo por otro cateto. En la figura 202
triangulo recténgulo es CM’ ((M)) construido tomando M’ ((M)) igual
la unidad de la escala del dibujo y obteniendo en C((M)) 1la distancia
' (M) buscada.
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Como en la rotacidén del plano ab los punto A y B del eje AB
no se mueven, son (a) y (b), respectivamente equivalentes a A’ (M) y
B’ (M) las proyecciones de a y b, cuando su plano es paralelo al de
comparacién, y el dngulo a buscado es el comprendido entre (a) y (b).

(figura 203)
representa por su recta a’ de maxima pendiente.
€1 una recta a de pendiente p=25% conocida.

Sea

un plano a de pendiente p=30°¢

dado y al que se
Se desea trazar en

El problema se resuelve buscando en el plano dado, la recta

cuyo intervalo i1 sea el correspondiente a la pendiente de 25° dada.
Este valor i1 se ha determinado graficamente segun puede

observarse en la figura.

-~ figura 203 -
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Elegido un punto cualquiera del plano a, el S’'(12), tracemos
pircunferencia con centro en este punto y de radio igual a i;.
itos A’ y B’ de su interseccién con h' (11),
yecciones a’ y b’
ambas estan contenidas en el plano a y tienen la inclinancién

Los
unidos con S’, dan las
de las dos rectas que solucionan el problema,

Al mismo resultado lle-
gamos observando que todas las
rectas que pasan por S y forman
un éangulo ® constante con el
plano de comparacién,
caso 259,

en este
determinan un cono de
rotacién con vértice en ese punto
S (figura 204). Si por este
punto trazamos un plano o, en
este ejercicio formando 30% con
el de comparacién,
el cono,

que seccione
tendremos las genera-
trices SA y SB que, en definiti-
va, son dos rectas de dicho plano
inclinadas del &angulo w. Si la
altura del cono es la unidad u,
el radio de la base es el inter-

- figura 204 -
valo i; y la recta AB es 1la

horizontal de cota once.

- 81 la recta dada es
la recta de maxima pendiente

Agizontal, la solucién es inmediata:
el plano es perpendicular a la recta.
(Eigura 205)
?oyeccién es r’ y su intervalo, hallado graficamente, es i.

Consideremos una recta r de:.pendiente 25¢, su

Supongamos el problema resuelto y sea a’ la recta de maxima
diente del plano buscado que pasa por el punto S’ (13) de la recta

. La pendiente del plano la hemos fijado en 30%, su intervalo es

La horizontal del punto I‘(12) es normal a S'A’ siendo el

alor de este segmento S‘A’ igual a ii;. En consecuencia describien-
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sendiente prefijada de a y contiene a la recta r. La otra solucién a
ste problema, el plano P, queda determinado por la recta r y la
tangente IB a la circunferencia de radio ij;.

do con centro en S' una circunferencia con radio igual a i3 ¥y trazandole
desde I’ las tangentes, obtenemos las horizontales h'a(12) y h'p12),
cada una de las cuales juntamente con la recta r determinan los planos
a y B que solucionan el problema propuesto. Desde lugo, las rectas
de maxima pendiente a' y B’ son normales a dichas horizontales h’g(12)

X

\3
™

y h’p(12) respectivamente.

S(13)  ha (3

6 A

- figurs 206 -

\ - figurs 205 -

La solucién de este problema puede ser presentada bajo un
aspecto que tiene la ventaja de ser mas féacil de retener y de
generalizar.

El punto S, en el espacio (figura 206), puede ser considerado
como el vértice de un cono de rotacidn cuyas generatrices tienen 1la
pendiente del plano buscado. Si la altura de este cono es 13-12=u,
el radio de su base es i;:. La recta r dada, cuye punto de cota 13
es el vértice del cono, corta al plano horizontal de la base de este
en el punto I. La recta IA es una horizontal h(12) del plano
a = r.hg. Este plano es tangente al cono, tiene en consecuencia la



Capitulo 10
Figuras Planas y Cuerpos

1) FIGURAS PLANAS, -

93.- Representacidn de la circunferencia.- Se desea hallar
- la proyeccidén de una circunferencia de un plano a, dada por su recta
- a’ de maxima pendiente (figura 207), conociendo la proyeccioén 0O’ de
su centro O y el radio de la misma.

Podria procederse abatiendo el plano 4 sobre el de compara
cién 7, o haciéndolo girar alrededor de uns de sus horizontsles "
hasta disponerlo parelelo a este Gltimo plano pare después deducir
ls proyeccién de 18 circunferencias, de su verdadera figurs dibuja-
da en el abatimiento. Sin embsrgo, como Bsbem6s que toda proyec -
cibn psralels de una circunferencia es uns elipse, results més con
veniente determinarla por sus ejes., Para esto, obéervemoa que el -
eje mayor es igual al diémetro de la circunferencis y coincide con
la proyeccidén h' de le horizontel del planc que pertenece gl cen -
tro de ls circunferencia. Tomando C'A' = O'B'=r, donde r es el ra-
dio de ls circunferencia, resulta A'B' ser el eje mayor de la elip
se. El eje menor es perpendicular s A'B'.-



180 Geometria Descriptiva

18

/

Para limitar el eje menor considérese el plano que 1lo
proyecta y hagaselo girar en torno de su horizontal que pasa por O

hasta disponerlo

paralelo al pla-
no de compara-
cién. Entonces,
el punto M, cuya

21p proyeccién M’ se

26 . toma de manera

' de que O'M’ sea

25 & igual a un in-
tervalo de la

24 p recta a’ de ma-

g3k xima pendiente

del plano «, se
ird a proyectar
en (M), sobre la
perpendicular

i figura 207

: trazada a 1la
O'M’, y a una distancia de M’ igual a la unidad de la escala del

dibujo. Resulta, pues, que el didmetro -cuya proyeccién es el eje'
menor buscado-, cuando el plano vertical que lo contiene sea paralelo'
al plano de comparacidén, se proyecta segin la 0’ (C), por lo tanto’

seran (C) (D) los abatimientos de sus extremos. Volviendo al plano
de su posicién, las proyecciones de (C) y (D) describen perpendi-
culares a la O'M’, por lo tanto serdn C’ y D’ los extremos del eje
menor buscado.

I1I) CUERPOS
94.- Representacién del cono.- Sea (figura 203) representar

un cono recto de acuerdo a. los siguientes datos:
a) el plano de la base, cuya pendiente p=1,25

b) el centro de la circunferencia base del cono, situada a
una altura de 3,25 del plano de comparacién

¢) el radio de la circunferencia base del cono, igual a
1,80 cm

d) la altura del cono, igual a 5,50 cm.
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En primer lugar representaremos la base del cuerpo. Pars
¢ello determinemos previamente el plano of en que aguélls esti situg-
da; su intervalo i valdré:

i 1
1 = = = 0,8
P 1,25

Graduemos el plano considerado de acuerdo al intervalo i
calculado. La horizontal de cota cero, segun ya sabemos, es también
su traza horizontal, es decir h(0,00) = h’(0,00) = o1

En segundo lugar situemos el centro O de la circunferencis

. base del cono. Elegiremos su proyeccibén O' en un puntc cuslguiers

de la horizontal h'(3%,25).-

En tercer luger dibujemos la elipse proyeccidén de ls base

7del cono. Pares ello podemos hallar sus ejes tal como se explicd en

el perégrafo anterior, o bien abatir la circunferencia sobre el pla
no de comparacidén y resolver la afinidad que resulta entre este abg

- timiendo y ls proyeccién buscada.-

En la figura se ha seguido este Gltimo procedimiento. Siendo

" h’(0,00) el eje de giro, el abatimiento de O cae en (0), siendo

P(O) = P((0)) hipotenusa del tridngulo rectangulo PO’ ((0)) donde el
cateto 0’ ((0))=3,25 u. La circunferencia abatida se dibuja con
centro en (0) quedando la afinidad definida por su eje h’(0,00),

- puntos corréspondientes O’ y (0) y centro la direccién normal a

h’ (0,00). La construccién de esta afinidad permite obtener ademas
de los puntos A’, B’, C’' y D’ que limitan los ejes de la elipse,
cuantos puntos se deseen de esta curva.

En cuarto lugar determinemos sl eje del cono y sobre este
su vértice S. Por ls condicibén de perpendicularided entre rects y
plano (ver psrégrafo B3) la proyeccidén del eje seré la e' paralels
@ o' y que trazamos por O'. Para determinar S' basta sbatir el

~eje en (e), siendo 0'(8) = 5,50 u.-

El sbatimiento del eje e se lo he hecho sobre un plsno parg

~ lelo sl de comparacifn que psss por O; sdemés su direccidn debe re-
~ sultar normal s P(0)) que es, a Su vez, el abatimiento de la rects
- de méxima pendiente del plano of .-



182 Geometria Descriptiva
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Volviendo el eje abatido a su posicién real, es decir
‘trazando por (S) una normal a e’ obtenemos sobre esta proyeccién la
S’ del vértice del cono.

4 Al mismo resultado se llega sumando a la cota (3,25) de O,
la diferencia de alturas entre este punto y el S, que en abatimiento
es el segmento S’ (g) Y que medimos en la escala u del dibujo.

i b Dibujando desde S’ las tanger.ces a la elipse proyeccién de
c"ﬁ la circunferencia obtenemos el contorno aparente del cono recto.
B S i i i e
4 . I-—ﬁ—-{
o i
487
/ (o
2/
i P10 8
\ .
\ ~
i) R b, R
14 2
() -
H 3
(;
1 "N /
7
Al ﬁ‘
2
£
’

 Ab o« (6,65)-(3,29) 23,40 10

- figura 208 -

Para obtener la cota de este tltimo punto puede graduarse
la recta e con el intervalo i1 reciproco del intervalo del plano,
partiendo de C cuya cota (3,25) es conocida;

interpolando resulta
S* (6,65),

T TR T Maassen ottt 2



S Capitulo 11

‘Superficies Topograficas

95.~ Nociones genersles y definiciones.- Se llsman superfi -

cies topogréficas esquellss Superficiei, tales como le superficie te-
rrestre, cuyos puntos al no sstisfacer ninguns ley geométrica, noson
susceptibles de una definicién rigurosa.-

Una superficie topogrdfica es cortada en un solo punto por
uns recta verticsl, mientra$ que una horizontal puede hacerlo en va-
rios de sus puntos. En consecuencia la proyeccidn horizontal de ess
superficie ser& simple y clara, no asi la vertical que resultara com
plicada por la superposicién de puntos proyectados.-

De egui que el Sistems de Proyeccione$ Acotadas-resulta espe
cislmente apropisdo y ventsjoso para la representacibén y estudio de
las superficies topogréficas.-

A este objeto se corta a la superficie del terreno con plas -
nos horizontales equidistantes, tanto mée numerosoe cusnto més irre-
gulgr ses la superficie y mayor exsctitud en le representscién se =
exijs.=
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Las secciones teéricas que estos plénoa equidistantes produ
cen en el terreno, se llaman liness o curvas de nivel. Todos sus pup
tos tienen la misma altura o cota. Como ejemplo ilustrativo la in -
terseccibébn del espejo de sgua de un lago con el terreno es una 11 -
nea de nivel. La separacidn constsnte entre los planos que ls produ
cen se llama equidistancia.~

Pars ls resolucibn de los
problemss en uns superficie re-
presentada por curvas de nivel,
se considera sustituide la su ~
perficie comprendida entre dos
curvss de nivel consecutivaes -~
por ls éngendrada por una recta
que 8e apoye sobre estas doscur
18 i9 vas y se mantengs normal & uns
de ellas, a la més elevada por
ejemplo (figura 209).-

s

- figyra 209 -

El conjunto de las proyecciones de todos lcs puntos del te-
rreno con indicacibén de los cursos de agus, vias férreas, caminos,
edificios, scompsnado de las curvas de nivel constituye un planc tpo
pografico.- : :

La representacidén asi obtenida permite conocer el sentido de
escurrimiento de las sguas, cubicar el movimiento de tierrss, ya =~
gean excavacionee o desmontes y los rellenos o teftaplenes, siendo,
por consiguiente; un suxiliar imprescindible en la elaboracién de un
proyecto, ys sea de uns obra vial, hidréulica, férrea o arquitecté-
nica.-

. Corresponde a la Topografia, medisnte ia planimetria en pri
mer término, determinar en el terreno loe elementos necesarios para
fijar la situscifn relativa de los puntos que han de ser represents
dos en el plano,y en segun@o lugsr mediante ls nivelscidén,obtener el
relieve del suelo, es decir fijsr la sltura o cota de cads puntocon
respecto a un plano que se elige como referencia, que permitiréd el
t¢razado ulterior de las curves de nivel.- ‘

La medicidn de longitudes y &ngulos, tarea propia de la plgs
nimetris,permite ubicar puntos demtro del poligono ABCDEFG (figurs
210) que encie;ru el entorno de la superficie terrestre a represen-
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tar. Las distanciss son medidas
con.la cinta y los éngulos con
el teodolito.-

En cusnto e ls altura de -
loe puntos, tarea especifica de
le nivelecibén, se las obtiene me
diante el nivel, aparato cuyosn
teojo describe en su movimiento
o B de rotacién un plano horizontal.
G \\\\ 8 Las diferencias de lecturasefec
tuades en dos reglas graduadaso

- figure 210 - miras, ubicadas en dos diferen -
tes puntos A y B, permite determinar la diferencia de slturas enture
los mismos (figura 211). Unidos los puntos de igual altura se dibu-
Jan las lineas de nivel.-

- figura 211 -

En presencia de estos elementos de informacién (figura 210)
resulta evidente que el punto P tiene mayor altura que el Q, mientras
que los M y N poseen aproximadamente la misma cota.

rreno, mientras que las dibujadas

)
21 en la figura 213 representan una

26 depresién en el mismo.

La superficie topografi-
ca representada por las lineas
de nivel de la figura 212 nos
indica una elevacién en el te-

En la figura 214 se han

- figura 212 =~ marcado en trazo de raya Yy pun-
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to las lineas r’ y t’. La primera de ellas, la r’, obtenida uniendo
los puntos salientes de las curvas de nivel en que éstas vuelven su
concavidad hacia las de cota
superior, se llama divisoria
y en ella las aguas pluviales
se dividen buscando mayores
pendientes para 'su escurri-
miento; estas lineas llegan a
formar las crestas de las
montafias. En cuanto a la
segunda, la t’, llamada vagua-
da, se obtiene uniendo 1los
puntos entrantes de las curvas
de nivel, en que éstas vuelven
su concavidad hacia las de
‘cota inferior; sobre ellas corren las aguas que vierten las
pendientes adyacentes y llegan a formar el cauce de los rios.

- figura 213

'96.~ Beccibn plana de
r una superficie topogréfics.

La seccidédn de uns superfi-
cie topogréfica con un pls
no dado éor su recta de m$
xims pendiente A ' (figurs
215) esﬁé determinads por
los puntos de encuentro de
las curvas de nivel de 1la
superficie con las horizon
tales del plano que tengan
le misma cota. La unidéncon
secutiva de estos puntos -
dan la linea de intersec -
cibn pedida.~ :

30 50 7o 90

Puede.observarse que
esta linea sdmite un punto
cuya proyeccidn es M' en -
el cual la tangente es ho-

- figurs 214 -

aproximada se hace hallen-

rizontal; su determinacién
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do la interseccién del

plano a con la recta que

/ sustituye a la superfi-

U\ cie del terreno entre las

dos curvas de nivel en

que se encuentra ubicado

el punto buscado (ver
figura. 221).

97.-- 'pPerfiles. -
Cuando el plano secante
es vertical, su inter-
seccién con el terreno
lleva el nombre de perfil
(figuras 216, 217 y 218).
~figuratals - Los puntos de
encuentro de dicho plano

con la superficie topografica tienen sus proyecciones horizontales
coincidentes con la traza del plano y sus cotas son las de las curvas
- de nivel correspondientes.

Para poner en
evidencia la seccién se
abate el plano secante
sobre el de comparacién
y se lleva sobre las
perpendiculares a la
recta AB (corte o perfil
AB) magnitudes tales co-
mo M’ (M), N’(N); etc.,
iguales a las cotas de
los puntos M, N, etc.,
respectivamente. Unien-
do los puntos (M), (N),
etc. con una linea con-
tinua se obtiene la sec-
cién o perfil buscado.

Conviene a veces, en mé-
rito de una mayor clari-

100 m
- figura 216
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"dad del dibujo, evitar la
superposicién de las
curvas de nivel y demas
lineas del terreno con
los perfiles.
efecto se los ejecutan

_ separadamente y si bien

A este

TQ aparece deformado el re-
R lieve del terreno, es
17 comin - utilizar escalas
) -h; diferentes para las lon-
PERFIL A-B L g TN gitudes y alturas (figu-
; e ras 216, 217 y 218) pues
010 -5 550 100 rp con ello se logra visua-
- figura 217 - lizar con mayor amplitud
pequefias diferencias de
nivel.
A0
VRt
_ / g
50 4\
A- A ) W
410
L 410 m
S 190
o
= i
e
- dd <4.50-
1:140.000
+ ~+ + +- -+-
0 100 A00 m

- figura 218 -

yebrada de pendiente constante. Sea (figura 219) una superficie
Q-ogréfica, dada por las curvas de nivel que median entre (10) y (16)
nclusive, donde A y B son dos puntos que respectivamente corresponden
éstas.

Se desea hallar entre los puntos A y B considerados, una linea
uebrada de pendiente p= 0,5 = cte.
Recordando que la pendiente de una recta es igual a la inversa

su intervalo, resulta:

Ahora bien, si fijada la unidad u de medida y con centro en A
e mide con el compas el intervalo i = 2u,cortamos a la linea de nivel
(11) inmediata siguiente, en los
puntosg- ‘¢ v ' Cr"antences, ™~ los
segmentos AC y AC’ cumplen 1la
condicién impuesta de tener la
pendiente p dada. Naturalmente
de éstos debe elegirse, para
continuar trazando la linea que-
brada entre A y B, aquél que
resulte mas conveniente (en la
figura 219, el C por ser el mas
préximo a B).

Repetido el proceso, de-
terminamos los puntos D, E, F, G
y H, respectivamente sobre las
lineas de nivel (12), (13), (14),
(15) y.(16).,

Si el segmento GH pasara
por el punto B»-en cuyo caso B y
‘ _ H serian coincidentes- el proble-
a estaria resuelto; pero, como ello no sucede en la figura, entonces
con centro en B y radio

- figara 219 .-

lay que realizar la siguiente construccién:
lgual a i se traza un arco de circunferencia, éste corta a (15) en I.
nidos los puntos B e I, el segmento obtenido cumple la condicién
)ropuesta, y comc corta el segmentoc GH en J, para llegar de G al punto
| mediante una linea de pendiente p constante, basta seguir desde G
as quebradas GJ y JB, respectivamente.
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99.- Provecto de una plataforma horizontal en una superficie
topogréfica.- Sea (figura 220) una superficie topografica representada
por sus lineas de nivel, en la cual proyectamos emplazar una plataforma
horizontal, dada por los puntos de proyecciones A’, B’, C' y D’ de
cota (20) y su acceso, mediante una rampa de pendiente 1:4.

Es facil observar que para llegar al plano horizontal de cota
(20) habra que excavar o desmontar el terreno a partir de la linea de
nivel (20) hacia al borde A’B’, mientras que habrd que rellenar o
terraplenar hacia el borde C’'D’.

Para evitar desmoronamientos de la tierra, tanto el desmonte
como el terraplén no se terminan verticalmente adoptandose, en cambio,
planos inclinados de identificacién cuyas pendientes dependen de la
calidad del terreno. En nuestro ejercicio, adoptaremos para el
desmonte un talud de pendiente 1:1, mientras gque para el terraplén

fijaremos una pendiente 2:3.

Los planos o, P y y correspondientes al desmonte, cuyas lineas
de maxima pendiente. se han trazadec normales a los bordes de la plataforma
-horizontales de cota (20) de cada uno de ellos-, se cortan dos a dos
en las rectas a’ y b’, y con el terrrno, segun las quebradas, tal como
se vio en el paragrafo 96.

El punto M’, interseccién de a con el terreno, se ha determinado
cortando a la a’ con K'L’, recta comin al plano a y al terreno. Para
el punto N’ se procede igual.

Los planos 8, €, A y u, correspondientes al terraplén, se han
dibujado con sus lineas de maxima pendiente norméles a los bordes de
la plataforma -horizontal de cota (20)- de cada uno de esos planos.
Dos a dos se cortan en las rectas de proyecciones c’ y d’.

Para los puntos P y Q se procede tal como se indicé para el M.

La rampa de pendiente 1:4 también se halla por arriba del
terreno, por lo que habra un terraplén cuya identificacién con el
terreno se ha hecho con los planos ®w y ¢ de pendiente 2:3.

La recta dé’méxim? pendiente de estos planos -la ®©', por
ejemplo- se traza pensando que este plano tiene una pendiente 2:3 y
se apoya en la recta p, de pendiente 1:4, que pertenece a la rampa.
Este problema ha sido resuelto en el paragrafo 92. En nuestro ejercicio
(figura 220), con centro en S’ se ha dibujado una circunferencia
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de radio r = 2i;, siendo i; el intervalo del plano de pendiente 2:3 a
la que desde T’ se le ha trazado la tangente h’i;g, horizontal de cota
(18) del plano w, por lo que éste queda asi determinado. En'cuanto a
la @’ resulta normal a la otra tangente a la circunferencia.

Se halla luego la interseccién de ¢ y ® con el terreno y con
los planos &€ y A obteniéndose con estos Gltimos, respectivamente, las
rectas de proyecciones q' y r’.

El punto R se halla por interseccién de UV con p. Para el W
se procede de idéntica manera.

Para hallar el
punto Z que completa la
interseccién del plano
P con el terreno, -seccio-
nemos a ambos con un
plano v auxiliar, pro-

yectante vertical, tal i -
como se explica en el { Py
dibujo aclaratorio (fi- - T
gura 221). :'." i

La intersecciédn 2,‘ g
de v con B dara una recta bl -

b’:, mientras que con el
terreno, una linea t’ que
| entre las cotas (28) y

(29) supondremos también

- figura 221 - ‘ una recta. El punto co-
min a by y t permitira

obtener el Z, a cuyo
efecto bastard encontrar el (Z), interseccién de (b1) con (t), tal
como se indica en la figura, abatiendo el plano v sobre el planc
horizontal de cota (28) alrededor de la h’js.

0 42348 wm

EscALA A:200

figura 222 -

El proyecto de la plataforma se ha completado con los perfiles
o cortes por A-A, B-B y C-C (figura 222).







Capitulo 12
La Proyeccion Central y la Perspectiva

100.~ Hociones sobre Proyeccidn Central. El procedimiento mis
sencillo pars representsr una forma 2 consiste en proyectarla des-
de un punto O sobre un plano M (figurs 223), ballandc las interseg
ciones con dicho plano de las rectss determinadas por cada punto A
de 5 se obtiens el A' como interseccién de OA = & y . De esia
menera resulte ;2 _

/

la figure 2 , obteni
ds sobre T (figure 223)
es la proyeccidn o imagen
de 5. ; el punto O des-
de el cual se la supons

T o vista es el centro de pro-
Z 42 "~-_0 yeccién o punto de viste;
TTTTTTZ=>® el plano T donde aparece
f et T la proyeccién 2  e3 el

cuadro, y la recta OA = g
es el rayo proyeotante o
visual, segin que O sea
considerado como centro
de proyeccidm o punto de
vista, respectivamente.

Pig. 223

Eete sistema de proyeccidn se llama "central® porque el cen-
tro de proyeccidn es un punto Fropio, o también “cdnico” porgque d:
cho centro y la forma &. determinan une superficie cdénica. Los pro
cedimientos de trazsedo, ¢n este sistema, partem del conoccimiernto de
la forma y dimensiones de una figura, para obtener ls imagen segin
le eituacién de aquella respecto sl cuadro y al cemtro de proyec-
cidn.

Es obvio y surge de la simple observacidén de la figufs que =
cads punto del espacio, corresponde up punto, y -uno sélo, del cue-
dro; es decir que dado un punto del espacio queda determinada per-
fectamente su imagen.En cambio a un punto del cuadro c¢orresponden,
én general, infinivos puntos del espacic, por lo tanto la imagen
de un punto no es suficiente pars determinarlo.

Para determinar, sobre el cuadro, la posicién del centro O de
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proysccidn con respecto o -aomel {£i..
gura 224) se dibuja su proyesceidm og
togonal, & la que ese ipndica con la

/
letra Py ¥y 83 le llama puato princi-~

rel. | £

La distancia S-(JPI entre el cep
tro de proygecidn y el cuadro se lla-
ma distencia principel. Le cirounferen
c¢ia de centroc P1 ¥ radio divujeds
sobre el cuadro define mobre este pla-
no la posicidén de agusel centro de pro-
yaccidn; es la circunfersncia de dis~ Pig.224
tancla,

101.~ Bepresentacidn de la reote.~ Ses (figura 225) O el centre
de proyeccion, T el cusdre y & uns rects cualquiera del espaclio.Zee
ta corta al cusdro en el punto Ty, trazs de la rects. Si designamog
por Foo &1 punto impropio de 1a 3, obtenemcs su imagen P'_ trazandp
la parslela a la 8 por el centrc de proysocidn y sers svidens
mente a' = Ty P! 1la imsgen de la rects a. El punto F',, imagen da{
punto impropio de la recta = sa llama punto de fugz de la rec:a.

De la observacidm de le figura 225 ss deducs que las imdgenes
de rectss paraleles comcurren em su punto de fugsa comin 7 rec{proca«
mente, por lo tanto podemos decir que! la condicidn neceseria y suf}
cients parz que dos o mis rectas eean paralelss, es que tergan my
runtos de fuga coincidentes.

Tembidn es oportunc obssrvar que todss las perpendicularss wl
cuadro tienen su puntd de fuga que coincide con el punto pripcipsl,

€
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102, Representacién del punio. Le jmagen de un punto €s como ya o

- ha dicho, la interseccidn del rayo proyvectante del punto con el cuadro.

Pero es evidente gque todos los puntos contenidos en dicho rayo tienen
la misma imagen; en consecuencia ls simple proye;cién del punto es insufi-
ciente para ubicarlo.

Como para determinar un punto bastan dos rectas, representaremos al
punto por su imagen y por uns recta que lo contenga y que no pase por el

centro de proyeccién. As{ (figura 226) el punto A = A', T.FP' serd la in-

x
terscccién del rayo OA, que lo proyecta, con la recta IrF'rE r

"I

Pig. 226

103.~ Reprepentacidn del plapo, Ses (figura 227)X un plano
cuslquiers no paralelo al de proyeccidm. Su interseccién oon este

 dltimo ty ¥ o T se llama trasa del planc. Si proyectamos s la

recta impropis del plano o , es decir si por el centro de proyeg

 cidn trasamos el plamc § parelelo sl o , su intersecciin f'y
- oop el cuadro, es la imagen de la recta impropis fo del plano
& y se llsms rects de fugs del plano X . Es evidente que la trp

%2 ¥y la rects de fTuga de un plano sor siempre paralelas.
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. vSi un pland pass por el cemtro de proyecciém, su traze ¥y mu
reote de fuga coinciden sp uns solas recta.

Pig. 227

Si dos planos son paralelos (figura 227) es evidente que tie-
nen %a misma recta de fuga, ¥y reci{procamente, por lo tanto: la cop
gic;:: de parslelismo de dos plancs es que tengan la misma recta

. l.
! De la observacidén de la figura 227-a se deduce Qquet para que
uns recta pertenezca a un plamo, es condicidén necesaria y suficien
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te que la traza y el punto ds fuge 4s la resta psrisnssean a la trg

2za y e le recta de fuga del pleno, respsotivamente (Zigura 227-b)

b’ Como consecuencis pode-
nos decir gue para qus dos

' L rectas a2 corten s2 debe cum

Féaf’ plir que la recta determina-

da por sus trazas sea parale-
la & ls determinada por sus
pantos de fuga (figurs 228).
Desde luego, 81 las rectas ss

L. cortan formen wn plancjeu tra
/" 88 ty ¥y recta de fuga f'y
ot i son paraielas y a ollen deveu

perienecer respectivemente
1ss trazas Tg y Tb ¥ los pun-
toe de fuge P'p Y F'y de las
recta2 a y b dadas.

Pig.228

Finalmente, Tresulta evidente que la rects de interseccién de
dos ;lanoe (figura 229) debe tener su trasa Ty em el punto de gop
currencis de las trazes d¢ los dos plenos, y su punto de fuga 21 on
el runto comin e sue rectas de fuga. : ;

104. Perspectiva: definicio-
ngs.~ La Perspectiva es el

conjuntc de procedimientos
geométricos que permiten re-
rresentar los cuerpos con fi-
garas planas que producen
ufia impresidén andloga =& la
visidn natural de ellos.Cuan
do sef{ se reslize, la Pers—
pectiva se llama "lineal”pe-
ro 81 ss sgregs el trazedo de
ls sombra y la aplicacidén del
colorido se tiene la "Perspegc
tive aérea”. '

la Perspective es un
Pig. 229 oago particular de la Proyeg
cién Central o Cénioce donde los elementos de representscién se ha-
illan dispuestos en una posicidén determinada. Primitivamente la Pers
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pectiva se obtenia grabapdo sobye wan vidvio los puntos que e su
través marcebaxn log rayos determinados por ol objeto y 8l ojo
del obeervadcr.

El plano T s em el gue se representz las imagenes y se 1llg
ma cuadro (figura 230); hay un punto de vista F cuya proysccidn 80
bre el miamo es ¢l yunto prismcipal P3; la distancia entre uno y o=
tre es la distancia prineipal § .-

El cuadro es vertiecal (er algmnos casos puede no serlo); loe
objetos ee suponen apoyados o referidos & un pleno horizontal «
perpendicular al cuadro, que se llama el geometral y puede suponser
se que es el suelo, por lo que su intersesccidn o traza con el cugy
dro se llama linse da tlerra o T

(-
Hl A R 8 |H
1} - =
W/ - !
H
-
]
| H
galh of_ el
L T
L
Pig. 230

a recta de fuga del gesmetral o imagen de la recta impropis
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G¢l mismo o8 una horigontal que pase por ol punto primeipal Py 7 ase
1lema lfnea & horizonta, © simplemente horizomte EH; sue interaeg
ciones com el cirsulo de distancis som los puntos Ce distancim A .
Estos puntos A fijen an consecusncia la posicidén del obssrvador

frente al cuszdroj per lo gsreral quedan fuera del cuedro y adn fue~

re de los limites del dibujc; de all{ entomces que pars obvisr este
inoonvenients se opers ocom puntos de distuncis reducidos © 1/2,
1/3, «cess 1/n de la distancia pripoipal & jmarcando sobre sl ho-

‘rizonte puntoe gque Gesignamos con A/g, A/3... %sagﬁn sez la 09

duocidn.

Ls alturs del punto de vista P con respecto al gsometral,da-
da por su rroysccidn P' sobre este planc, la que a ®u vez es igeal
a la distancia entre la linea d¢ tierra y el horisonts, 65 wna me-
dids variable segim 1s posicidn con que quieran representarss los
objetcs; se la conooe tambien como alturs del horisonte o del obasy
yador.

El ancho dsl cuadro zo es una medids nrbitraria, 8ino que de—
pende dsl angulo vismsl y, por lo tante, de la distancis principal,
tal como Veremos em el rardgrafo siguients.

S1 el geunetrnl se abate sobre el cuadro (figara 230), girs al
redsdor de la li{nea de tierra ls que permsnsce fije; pero el plame
53 paralelo al & trezado por P § gque da le l{nes de horigonte
gira simltdpeamente con mquél y arrastra sl punto de vista hasta
ubicarlo en (P) sobre el cuasdro. El efroulo gque describe F estd
en un plano perpendiculsr e ls 1f{nes de horizonte; por lo tente (F)
tas sobre la perpendicular por F; e esta Yltima y a une distancia
13“:1 a BF,

Bs evidente que hay otra posicién de (F) simésrica de ésta, ha-
‘ciendo el sbatimiento en sentide opuesto. También me comprende que
‘los rayos proyectantes de los puntos de una figurs, giran alrededox
‘8¢ los de la imagen que som fijos; en el abatimiento pasam por és-
£os y por{P).

. 105,~ Campo visual.- Para que la repr esentacién plana de un ob=-
jeto produzcs una impresidn lo mds andloga posible & la de su obser
vacidén direots, es necesario tener presenie algunas nociones sobre

8l fendmeno de la vieidn.
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% sabldo que sl sJo bugano, orgeno essuclel &e avestvas pare
cepeionss lumiposas, 28 Wo sistema Sptico bastante cemplejo Que B9
pueds guatituir a los afostos de la formscidénm de laz imdgenss de
los cuerpos por un sistema ds lemtes de cemtro dptieo C (24g.232)
Bichss imdgenes proysctadas al fomdo del oje incidsn sobre ls retie
#a, membrana sensible & la luz,roduciendo finalmente & travée del
naevio 6ptico la zemsacidn de la figura y forma de loa ouerpos.

Recordemos ademés que ls retinm, on la regidn opuesta al crise-
talino, presents una mancha circular (mdeuls ldtea) de color sma-
rillo en cuyo csmtro hay una pequefla depresidn (féves csntralis)
donde laz retines scusa lu »éxims sensidilidad. Eszta seneibilidad se
anula por completc en la mona de insercidn del mervio dpiico en la
retina, la que constituye el llemsdo punto o miculs ciege del ojo
paes las imagemes que. all{ imciden no son percibidas.

Cunando degsamos obitener una imagen clars Ae un objete lo mire-
mos directamants de modo que su imagen caige en la foves centralis,
rues esta nos proporciona 1la méxima visidn de que somos cajaces,
os8to constituye la visidn centrsl directs..

En cambio cuandc la imagen cae en @l resto de la refina, que
e *la mayor yarte de-allas, ee tiene la visidn periférica o indiregc
ta, que s5i bien no es clars tiene mucha iwportancis peras nuestra
(uia y seguridad,

El campo visual :jowonenta_loi 1i{mites &e la visidn per.tfe'rica
o indirecta, es decir es el eapacic en el cual rusde ser visto mnn
objeto ‘mientras ls mirada permanece fija en un punto determipado.

la extensidén del campo vieual normal rara ia visién monocular
y referida a un objeto blanco puede observarse en la figura 231,que
corresponde al ojo isquierdo (1) y se extiande hacia afusra 90° o
mds; hecia arriba 55°, hacia adentro 60° y hacis sbajo 70°.

Ia reduccién del campo por dentro y arriba obedece ademas de
la interposicidén de la nariz y del arco superciliar s que el borde
de las capas seneibles de¢ la retins se axtienden hacia sdelante

R L

(1) RPrnet Puchs - Oftalmologis - Ed.labor S.i. 1958.
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mie del lado nasel que del temporal.

De acusrdo ocn estos detos em la figura 232 se muestra la pro-
yeccidn do la retins sobre un plano T perpendicular al rayo vi-
sual determinado por el centro éptice C 7 la foves centralis.
Pars obtenerla e ha proyectado ortogonalmente el rlamc -r, que liug
g0 abatimos,la proyeoccidén ds la retina desds &l centro dptioco C eobre

una superficie esférica de centro coimeidente con C.
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360°

W88 feragy o
108 ] (] Gop
SRR
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EH 90°

60"

o visyol a’.

0

rog

Foveacentralis |

FigB2

s s s s o o

Lade nose/
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Dado que con ls vists iumdvil solsments ss poaible obtenmar
indzenes nf{tidas para los pantoz del objeso sitmados demtro de wp
cono de vigidn de aproximedsmante 10° de¢ abertura, sl 8jo dede gi-
rar dentro 4¢ la cavidad orbitaria e efesctos de obitemer la =misuma
nitidoz pars los reatentes puntcs del omerpe.

Bate retacidn qus ee efectda alrededor de um punto O oasi
coinoidsnte con el sentro dal globd osular, hmoe quwe al rayo viswal -

. geterminade por C y la féves pase por otres puntes del objete

roduciendo mieves imigenes parciales Gel mismo. la mmltiplicidsd

. 8z estas ¥ltimes producs finalmente la visién total del emerps.

Conviens observar qus al girar el ujc alredsdor d¢ 0 el een-
tro C oambia ée posicidm, por lo que la imagen Linal ds ia vieidm

monocular con el 0jo 3 movimiento nc es una Iroyeecidm ecsntral ¥y

oa eiro la resultante deo una serie de proyecciones cenSrales siamla-
dss que pradan suponerss en dafinitivas sim error seneible como otr:
dnica de centro O,

* 84 se observa la perspectiva ¢ proysecidn central de un obje-
t0 con la mirads en movimiento y #e logra que el csatro O de gire

del ojo coinsida com el de rroyesciéz, se superpondrén los rayos

visusles ocon los ds proyeccidn y se obtemdrs de la reprsssmtacida

plans una 1impresidz éptica andloga = la producids per la obeserva-
cidn directa del ouerpe.

Con el fin de obtener este resultado el trasado scd-o’tr;oo
deberd someterse & ciertas limitaciones. Pia

Estas resultan ontre otras y esencislmente ex ocomsiderar IR

acuerdo con lo expuesto que el csmpo visual es mds largo que slte

por lo que er posidble encerrarlo demtro de un recténgulo llamade

 rectdngulo lfmite (fig. 233). '

la vinculacidn entre sus lados a Yy b y la distancia
principal § en funcién de los dngulos vismales & y A , permite

ubicar el observador P frente a las dimensionss del cuadro de mj

- nera tal que el trazado resultante no presente deformaciones compg

rativaments & la imsgen real.
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Ko obstante eetvas conclusiones, marginando otrea estudios (1)

stendiendo a wna mayor simplicided,sustituiremos le pirdmide Sy~ ’
promadic igeal a uns venm ¥y medias al anecho del cuadro, les imdgene.

ro spareceran deformadas ¥ la psrspectiva producirs el efecto psr-
saguido.

Mg. 234

Pig. 233

106.-Representacidn de los elemantos.~ En todo trezado pers
pectivo, de scuerdo con los paragrafos precedentes, sers fundemen-
. tal partir de los eijuientes datos (fig. 230).

tica formada por el rectdngulo y el punte de visie Dpor un como de
votacion (fig. 234) cuya abertura estd dmda por el éngulo visuel §
que #scila entre los 30 y 45° aproximedamente. La altura del cono
optito coincide con la distancis principal y su base encierra el
borde mas externo del cumdro o imagen.

a) la 1{nes de horizonte H H'

b) el punto principal Fj, proyeccidén del punto de vists,

c) la distencis princijal & : pantos A 6 A/n

d) 1la 1{nea de tierra IT o traga del geometral,de la gque exr
algunos casos se puede prescindir si las medidse de las £1
guras no son absolutas, sino que pueden tomarse &n propo7-
cién cuslquiera con ellas.

Es facil ver que pars los referidos valores del éngulo visual
ae 30° y 45° resulta la relacidn & /17 (distancia principal sobre
ancho del cuadro) i;ual a 1,86 y 1,21 respectivamente.

Esto significa oue uhicahdo el observador & una distancia en

Para un mejor entendimiento de lo que sigue conviene tsner pre
sente lo explicado en los pardgrafos 100 2 103 inclusive, ymes 10
que se dice vale pare posiciones particulares de los elementos d&¢
referencia wutilizados em la Proyeccidén Oentral. :

(1)Entre otros: Dr. Wolfgang Hask ~Geometr{a Descriptiva Ed. UTEHA
1962, :
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A07,~ Revraxn

fineci S

la oot

2 coptenids en sl rlamo del geomatral f
Su interseccidn com aste

recta, que se sitda sobre la I%; miemiraes
re el puntc

que resulta de traser por o
a. Unidos P 4 .

racte

de fuga !'a,

dltime plano os

Sss (figara 235) ie reots

¥ ne paralela sl waadro -

ol manto Ty, trase ds la

scbre la HH se cbtie-

Propio Fae de @ Y
une parulglas a la

que

imagen dsl munto im
1 ranto de viata P

resulte la imagen a' do & ,

Las posiciones mds importante
entre otras, las slguientes:

H H Fa
-‘:‘:.-—W
a
5
Ll -

Pig.235

8 que pueden tener laz rectas 800,
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' r sl ouadro., Ses n (figura 236) nune rectas si-
b ':::::rzr;:g::ﬁ:ulu al cusdro T contenida en el _pluo del gep
metral X . Sobre la LT se obtiene la traza Tn y sobre la HH :&
punto de fuga F'y, coincidente con el punto principal P;. Unidve
Th ¥ F'p se obtiene la imagen n' busorda. Es conveniente observar
que el punto rrincipal P} es el punto de fugs de todas las normg
les &l ocuadro. :

(4
2 H| =R ¥
e tabated 7o
A
H
# »
-
R - 15 e T
- j -
L f = §

b) recta oblfeua & 45° con el cusdro. Sea m (figurs 237) una rects
‘ inclinada & 45° con el cuadro " contenido en el plano del &8O~
metral o . Sobre la LT se obtiene la tragza Tm Jy sobre la HE el
panto de fuga P'm que resulta coincidente con el panto de dis-
tancis entero A .Unidos Ty y P'y se obtiene la imagen m' busce-
da.

n v
p 4
; A % ::é"—ﬂ-‘ P
m'
T L4 /
\
A T

Pg. 237
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o)

S1 pensamos e ia rects siméirdca w la mi,.com Mxpecto ol
cuadro, su punto de fugu wseré el pumto de diotancia emtera A
&8s la dsracha.

Bn conmsecuencia los puntos ds distencia entera &4 som los

puntos &a fuga ds todaa lms rectas qua formen 45° con el cuamdro.

Hecta que no pertemace al plano del gemmetral. 51 le regta r no
partensce al rlanc del geometral X(figura 238), su imagen se
determine hallando la proyesccidn r; d4s la misme sobre ese plano
y coneiguientements la trasa Tp; y ramtc de fuga F'yy; luego sp
bre la veriical poy Try ase obtiems Tr y as la interseccién de
la vertical por Fry ¥ 1la PP oo, paralela a I, se obtiens F'y.
OUnidos Tr ¥ P'y Tresulta r', imagen d¢ r buscada.

d)

‘Pig. 238
paralels al cuadro. Sea (fig.239) una recta a paralela al planc
del cusdro 77 .Su trasa y punto de fuga son impropios; luego: su
imagen a' se obtiene hallando,a su ves, la A' ds uno de spus yan
tos A mediante la intersecoidn con TTdel rayo proyectante PA,
siendo A interseccidn con otra recta b no paralels sl cuadro
de imagen b'.

Af '
| H R=Fy |H
’}'F’ S -.:’P/
i i
/| AJ

fig. 239
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De lo diche se dsducen por evifentes lag eigulentag CONBLLEHA

fuga F'y = Fy,

- 1. rectas paralelss entre sf, =& ¥ b, tienen el mismo punte de

Y distintas trazag

gless
d, H H ’? FamFiiH
0 :y ’
¥
{ .‘ bl a’ 6'
) 71 T
| _ )
: ﬂ !
L LiTa T T
Pig. 240

Te 7 Ty (figura 24¢)

N 4 H
e mlpmbl
K r 54
Fig 24|
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2., 3i la recta & es proyectente, vale deoir ol pasa pir al
punto de vista ¥, su traza T,, punto de fuga P’ & *FOEEA
i coinciden en un mismo punto { fig 241 ) »

108,- Bepresestaoidn del runkp. La imagen A’de un junto 4 del
de: geometral eg im interseccidn con el cuadroTdel rayo
proyectante T4 irazado por A ( fig 242).

Pero come er evidente, todos los puntes que pertenecen & dicho
rayo Pa tiener ls misme imagen; por €so cada punto se ubica considg
rando edemds una recie a2 que pase LOTr el dado. la imegen A"dq un
punto A. en definitiva, queda determinada por la interseccion ée su
rayo proyectante rd con la &' de una recta & que pase por dicho pun
£0 A,

H H H
/
bt
H T
A’ -~
.._——-ljf"“"——-—- \ia &

L L b

Pig. 242

Si 21 punte A no pertenmece al planc del geometral N (figura
243), su imager A' se determina hallando la proyeccidn Ay =obre ese
planc, y sobre T la imagen A'] de este Ultimo punto. Lsvantendc
por A',  une vertical su interseccidén con el rayo proyectante PA}

determina A imagen de A Dbuscada.

Es evidente que si al punto A pertensoe a la IT, su imagen A'

coincide con el punto dado por esta lines contenida en el plano
del cuadro T .

Como se verd més adelante los puntos que determinan une figu-
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ra se ubicardn en perspectiva mediante la imagen de d0s rectas que
pasen por cada uno de ellos.

R i N
e
” ’
A P - 6P
f’ z"l &
1

~ paralelo sl geomstral &« ., El plano
la recta tp que es la traza, mientras que la recta de fuga I'‘p
- del mismo es la li{nea de horizonte por ser imagen de la recta i

- pia de ese plano SB .-

& T
Pig. 243
109. Ropresentacién del ilano. Sea (figara 244) un plano P

dado corts al ocuadro ¥V segin
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81 unma reota & partsscce al pl@‘no/la + o2 trasa Ty ¥y puntse
[ 4 Gs fugn F'y pertensosn respectivemente 2 la trasa tjsy rache de
fogs '3 del planmo

En la figurs 245 se ba rerressntedc un vleno ¥ vertical, ga
decir perpsrndicular sl gesometral o . Su trags ty ea interseccidn
del plano ' dado con el cuadro ™ y results perpendicular s la 1y
8u recta de fugas 7' X' se obtiene por interaseccidn del cuadro con el
plano ¥') parslele al dedo Ytrazsdo por sl punto de viste P, la
recta 1 comdn al geometral Xy al plano  tiene por imagsp la i,

A

' |
| [t '

Pig. 244 ; L7 y l /
i

| == | . i\ Pilg. 246
LAY A ot | A 2 \ b
z Ry s la figure 246 represente un rlane (S vertical y normal al 37

dre 77 . Su reots de fuga 1"5 Papa por el punto principal Pj.

: |
! |
|
13 X l é o
;&-——"" \\ 31 un planc C gs obl{ouc con respecto al gecnmetral X 7 al
/‘L—"*""':; ; \! cuadro T (fig. 247) su trass ts ¥ reota de fuga f's son tam~
o ¢ ,

bién oblicuss con referencia s la IF y HE, respscotivemente.

Pig. 245 .
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Capitulo 13
Figuras Planas en el Geometral

Por evideptes se dsducsn las sigulentes consecusucluasd

7 \ ¢
- v '\;6 110.- Sea (fig. 248) ums forma plama, el cusdrado ABCD, situado ez
i ol gecmetral of ¥ ocuys perspsctiva o imagen A'B'C'D’ sobrs
e ‘ \ el ouadre TY ge dssas pbiemsr, :
pis Sl < R
----- / \
! /
X //
/i
/
/ B
X3 /’
\ /
L1k '
\
Pig. 247
1. planos paralelos enire si 5 tienen ls misma reots de fugs
rld B S :
2. Si un plano es paralilo al cuadro, su tragza y recta de fuga son

impropiae;

3, 84 un plano contiene al punto de vista P, su traza y rects de
fuga son coincidentes. :

Mig. 248

Para ollc ®¢ halls la imagen a' B 2, P!
: . a @ Gel ledo a ¥ AB
1, mo?eiﬁa @2 sms extremos A y B -desde P parmite £1jar noh.'o
8' 225 4' 7 B'. De 1déatics forms pusden ballares O° 0.
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81 gbetimos slrededor ds I le fovas XL eobre @l cucdro en
() 2as figuras (£ ) 5 (&) (B)(C) (B) ¥ la parepectiva tuscadn
'3 A'B'C'D? resultan estar vimculadss por una homclogia donde su
¢je o8 la 12, el horizonte es su recta limite y el abatimiento de
F on (P) alrededcr de H H su cemtre.

Irocediendo d¢ acuerdo con lo explicado en el cavftulo V ae
obtiens la perspectiva de una figura deducids de su abatimisnto.

Sip embargoe este rrocedimiento resulte pooo practico puse go-
neralmente 8l centro (P) de la homologla cas fuers e los limives

del dibujo.

Pare obviar este inconveniente se ballen les imigenes de los
puntos del geocmetral por la interseccidén de las imdgenss de dos
rectas que pasen por cada une de los puntog de la figure plana. Se-
@in sear las rectas elegidas se rresentan diversos procedimientos
de operacidn que ss eatudian en el pressnte capitulo.

110 Phrnpo“ﬁga de figuras por sbatimiento del geomstral. Hé-
todo de los puntos de distancia.~Supongamos el miemo cuadrmdo de
la figurs sntericr y ubicados el observedor y el cuadro (itg. 249).
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Bstos elementos permiten fijar en la perspectiva-de la (fig. 250)
la posicién sebrs el horisonte dsl punto principal P; ¥ los puntos
de distancia, la altura del cbservador dads por ls distancia entre
I2 y HH y el ancho dsl ocusdroc igmal a iB.

Pig. 250.

Pare detemiiner (fig. 249) la perapectiva del vértice A del
cuadrado, tracemos por este puntos 4dos ro?tus uas normal al ous-
éro, la Al, que pos ‘indice la profundidad o elejemiento del punto

i A con respecto a este planc y otra a 45° con el mismo plano, la As,
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las imdgenes son respectivamente 1P; y s/, cuyo punto comin nos d&
la perspective buscada A' de A.

Como el abatimiento del geometral alrededor de la LT sobre el
cusdro permite dibujar sobre este la figura (A)(B)(C)(D) emn ver
daders magritud as{ como también las rectas auxiliares con sus &an
6\““’5 reales, se ha dibujado en la (fig. 250) el euadrado abatido
¥ las (A) 1 y (A)a cuyas imdgenes son res,ectivamen.e (P y ad,

obteriéndose asf el A'.

Repitiendo el procedimiento para los demss puntos de le for-
ra se determina su imagen A'B'C'D’,

La construocidn se sim:lifica observando que las rectas a 45°
con el cuadro abatidas (ueden suprimirse. En efecto el pumto s,
por ejemplo, traza de la que pase por (A), puede obtenerse midien-
do & rartir de 1, traza de la normal por (A) el segmento la = Al,
es decir igual a le profundidad del punto comsiderado.

Ee indistinto llevar la profundidad del punto considerado ha~-
c:a la derecha o izquiarda de aquel en que la pormal corta a LT,
p=ro debe observarse que si se lo hace hacia ls izquierds, el pun
to de distancia entero con que debe unirselo para determinar la
imagen de la oblicua a 45°, es el situado a la derecha .de P, e in
versamente 8l se la considera hacia la derecha.

Siendo paralelos los lados opuestos de la figura, sus imagenes
respectivas tienmen un mismo punto de fuga. As{ los A'D' y B'C' con-
curren sobre el horizonte en F';, mientras que los A'B' y C'D' en
F's. Estos rurtos se llaman puntos de fuga accidentales.

Si los ,untos de distancia enteros A caen fuera de los 1l{mi
tes del dibujo, se emplean distancias reducidas, por ejemplo a la
mitad, los que serdn puntos de distuncia reducida O /2.Pero entonces,
para que el vértice A' mo varie, en vez de 1la , debe tomarse esa
medida reducida tambien s la mited. '

Andlogamente i se empleara A/3, se tomarfa 1 a igual e un
tercio de (A) 1, etc.

Como las dos figurasZ y(Z )som homoldgicas siendo LT
su eje, conocido A' juede hallarse el D' prolongando (A) (D) hasta
5, punto que ligado con A' define la recta que corta a Pi4 en el D'.
£l centro de la homologia, que suronemos inaccesible ,ara nuestro
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41tujo, ss baller{a a la distencia P A, sobre la psrpendicular
2 HBH por Py.

Desde lusgo que s8i el abatimiento de < (£1g. 249) 1o hace-
mos en ssntido contraric al de la (fig. 250), reducimos el tamero
ée 12 hoja, 18 (S. ) aparece sobre la IZ, el (P) centrc de la
homologie es soossible, pero ls superpoeicidn de l{neams hace pooo’
préctico el trasado de ls perspectiva ¢n estas condiciones.

El procedimiento que acabamos de expliecar em el que cads mg
%o del geometral queda definido por une normal y una rects a 45
con 8l cuadro se conoce con el nombre de método de los puntos de
distancie.

112, Parspective d¢ ung ojrcunferencis.- le perspectiva de
una circunferencia es una oénica ocuyo génerc (elirse, pardbola
o hipérbola) depende de la posicidn del observador.

84 en la figura anterior corsideramos una circunferencia
inscripta en el ocuadrado, su perspectiva serd una elipse imscrip
ta en el cusdrilatero imagen; los lados serdn tangentes a esa
curva y podrén determinarse sus puntos de contacto, la imagan del
centro y otros puntos gemdricos como coerrespondientes a los del
abatimiento.

En la (fig. 251), ubicado el observador por la 1T, la HE ¥
sobre ésta el P} ¥ los runtos de distancis reducida A/2, trace-

" mos la circunfesrencis abatida de centro (0) & ls cmal circunsori-

bimos el cusdrado (M)(N)(P)(q)-

De scusrdc con el pardgrafo anterior el O' se encuentrs en el
punto comin a 1Py ¥y oA/, siendo 6l segminto 1-0 igusl & la
mitad de 1la profundided 1 (8). Oomo ¢l digmetro (A) (B) es una
frental su imagen pasaré por 0' y serd paralela & IT, lo que nos
permite & su ver hallar A' y B' en sus intersecciones com 2F) ¥
3Py respectivamente. Estas rectas son tangentes & la curvs em A'
y B*, '

El punto C' resulta de cortar la 1Py com 64/, siendo este
segmento la mited de 1 (C). Su tangente es paralela a 1T con lo cual
quedan fijados los puntoe N' y N' que unidos con 0! permiten dibu-
Jar las diagonales MN'P' y N'Q', las que 8 su vez determinan el pg’
to D' y su tangente tal como puede es fdoil ver en la figura.
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Desde luego que los puntos de la elipse imagen pertenecientes
s las disgonsles del cusdrildterc tambien quecian fdoilmente deter—
minados. La tangente en cualquiers de ellos resmlta ocomo correspop
diente de la tangente & su abatimiento.

Método de los 8 puntos.-Ls .construccidn precedente puede sim-
plificarse notablemente pues tratandosse de uma oircunferencia se
puede presoindirdel abdatimiento y del cuadrildtere oircumscrirto.
Bn efecto sismpre habrd tangentes parslelas al ocuadrc, otras per-
pendiculares a éste y diasmetros e 45°, en umo y otro semtidoe. Deteg
minando los ocho puntoa em estas cuadro direociones y las tangentes

en glles, se tienen elementos suficientes para el trasado de la pers
pectiva.

Sean dadoe (fig. 252a) la imagem O' del 'centro y el radio de
la cirounferencia. Para hallar A' sobre la frental que pasa por O'
se proyecta a éste desde Py sobrs I2 en 1 a partir del cusl medimos
el radio T obtenismdo el punto 2§ su proyeccién desde P1 nos da la
normal 2 P] que fija A' y su tangente. El punto B' es simétrice del

A', por estar sobre una paralela al ousdro, siendo P, B' su tangen-
t.o . $ J )

las rectas AA' y AB' son imigenes de rectas a 45° por.le
que quedan determinados C' y D' sobre ls mormal 0' Fy. las tangen-
tes en esos puntos son dos paralelas a 12,

Otros cuatro puntos B' P! G', I' pe obtienen sobre las diago-
nales M' P' y N' Q', en sus intersecciones con las normales por
J' y K' siendo J'C' = K'C' = N'C'/ y 7

Este dltimo valor por ser M'C' una fremtal puede obtenerse gra-
ficamente trazando por M' y por C!' rectas s 45° y abatiendo en J' ¢
interseccién J; (ver tambien fig. 252 b). Esta canstruccién suxilic:

puede realizarse sobre cualguier fremtal, tal como A'O', D'P', etc.
0 sobre 1. !

las tangentes en B' y G' se tienen fécilmente, observando que
MJ = JR, luego sobre la fremtal de la elipse serd N'J' = J'R', So-

bre la P'Q' se tendrdn segmentos semejantes, por proyeccién desde
P,
10
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St er ves de los puntos A , 86 hubieran empleadc puntos re—
ducidos A /2 por ejemplo lo mismo se hmbiersn obtenido los pun-
tes C* y D' proyectando desde A/ en ver de los extremos A' y B'

dal cuadre, emplear como ¢je d¢ abatimiento uma Trental que no mes
la trzgze del geomeiral, lo gue implica ebatir este pluno sobre un
plane paralslo al cuadro.

”~

del didmetro fremtal, los puntos O'A' & 0'B! |
. ® Sea (f4g. 253) el segmanto A'B' la imagen del didmstro frez

H A 4/2 : g H

tal de una circunferencia, cuyo abatimisnto slrededor de una cir-
cunferencis, cuyo abatimiento alredsdor de A'B' es la (4) (B) (C)
(D). La imsgen del didmetro (C) (D) normal &l cuadro as FO'recta

que saccionada con A'A y B'A rectas a 45°% proporciorer los ex~
tremos C' y D' de la elipse imagen.

Pig. 253

Para hallar otros puntos de esta curve, el M' por ejemplo,
se traza por (M) la normal (M) Mo cuya imagen es Bdo. La recta &
45 ° tor (K) es (M) M;. la A M, corta e Py en B'.

Desde luegu que si fuera o1 A/3 el utilizado se Imbiera _
Sonado gLy 0'B’ su abatimiento, empleando la fi original que se tisne en h
3 3 aparte.-

114 ,~.Trazado de la perspectiva en el geometral, sin u._tiliur

113.-Abatimiento del geometral alrededor de uns frentalcual-

!BOI‘I.‘

Puode convenir s veces, cuando lg figura estd alge aejada
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En la nmayor parte de lcm cpess, loa trasados &e perspactiva,
se refiersn a conjuntos Ge cuerpoe ocumc por ejemple un edificioe,
o un sistema de instalacicnes, etc., g los que sSe posssn planoce
en proyaccidn simple de ls plests ¥ los Trentes.

4' y A Q' la de la recta a 45°. Para ok
ocede andlogamente. estantes puntos se

El empleo de esios plamos elimina el trezado de las figoras
en abatimiento, que es doblements laboricso, per tener qus dilmjar-
se la figura invertida, y exige ademds una supsrfioie después mo-
brante en la hcja del dibujo.

Scbre la hoja del planc ss marca la ubicacidn del cuadro con
la irclinacidn eleglda, y sobrs él1 se proyectam, normalmente o en
la direccidn que se adopte, los puntos de la figura.

Se obtienen saf una $erie de puniocs que son lms trasas de los
rayos proyectanies, que transporsados sobre la I¥ de la perspect)
Va permiten trazar las imdgenes da todas esas rectas, una vez fija
do' sl punto ds fuga Tespectivo, :

115.~ Bjemplo de aplicacidén utilizande las normales al cuadro
y ractas a 45°.-

Sea ABCDEF la figura de cuys proyecoidn se dispone (fig.254 a).
El cuadro ss8 ubica de manara que la LT forme con el lado AB por e-
jemplo, un cierto dngulo que dependerd de la posicidém que se desee
dar sl ovservador frente a la figurs. Con el sngulo IPT?, de¢ aproxi-
madamente 30 ¢ definimos la distancias del observador al cuadro -
distencia principal PP; = -~ ¥ el ancho del cuadro 1%, Pinalmen-
te con la alturs del observador, dada en la (fig. 254 d) por la dig
tancia entre I y HH, queda perfectamente definida ls posicién del
observador o punto de viesta P ante la figura cuys perspectiva se
buscu.

En la(fig. 254 b) sobre la linea de horizonte se han marcado
el punto principal P; ¥y los de distancia A , siendo Py 4 = PPy,
El ancho del cuadro LT es la distancia IT de la figura 254 &.

Para hallar le imagen de un punto oualgquiera,del D por ejep
plo, utilizando normales al cuadrc ¥ rectas a 45°, se dibujan és-
tas (fig. 254 a) en D4 y Dd respectivaments, cuyas trazas puntos
4 y d se transportan con refersncia al punto L por ejsmplo, a la
figurs 254 b marcando asi los 4' y d4'. La imagen de la normal sera

Fig. 254

{ A efactos de ordsnar las construcciones conviene proyectaxr to
‘dos los puntos de la figurs sobre I en 1,2,3,...,5 (fig. 25¢ &),
que con una tira de pspsl se transportan sobre la LT de ls Figure
254 b, sirviendo de referencia el punto L.
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%1 divujo de las reotes a 45° de 1a figurs 254 a puede supri-
alrse totalmente. Eu efecto, basta obeerva por ejemplo para el pun
to D, que la traza & de la D3 es tal gue la distancie 44 es i~
gual & la profundidad 4D del puntoe D, Por consigulente llevandoc
en ia figurs 254 b, ol segmento 4'd' = 4D obtenemos el 4' que uni
do con A , o1 ds la izquierds, nos ds l2 imagen ds la rects a
45° que pasa por D,

Comc se deduce del dibujo les puntos de distancia A meden
gaer fuera de la noja de Frabajo, por io que es convenients wusar
los reducides 4/n . En astos casos si el adoptgdo es A /2 , pars
sl punto D, el &' se hallard tomanrdo 4'¢' = .z& , o8 deoir la mitad
de la profundidad dsl punto D.

Les rectas A'F', B'C' y D'E' imigenes de rectas reotas pars-
lelas, concurres sobre el horigonts en un punto E' que es el ds
fugs de esa direccién. Lo mismo oourre con las A'B', C'D'y EB'P!
qus deben conocurrir em otro punto F's sobrs 1ls EE, punto de fuga ag
cidental ro marcado en el dibujo.

Las operaciones se simplifican eligiendo en ves de normales,lf
neas que coniengan, cada uns, varios puntos del polfgono; son las
dominantes; sus puntos de fuga son puntos de fuga accidentales.

Para que el punto de fugs ses comin, se eligen dominantss pa-
ralelas entre af; este mistema de l{neas es frecuente en los dibu-
jos de la practica {edificios,etc.)

Las profundidades de loe puntos se toman ahora sobre la misma
dominante; las 1fneas que loa determinan, es dacir las que marcan
sohre el cuadro medidas iguales a esas profundidades son las lineas
rectas de "igual remesocidn" de dicha direccién dominante.

Sea (fig. 255 a) el polfgono ABCDEP y el observador ubioca-
do en las mismas condiciones que en la (fig. 254 a). Como en el ajem
Plo del paragrafo anterior en le perspectiva de la figura 255 b se
han dibujado la LT y sobre.el horizonte el punto principal P; y el

panto de distancia reducida A /2, elementos todos ellos Tundamen-
tales en toda perspectiva.

Las direociones de las reatas AF, BC, DE son dominantes, cu-
yas trazas son respectivemsnte 1 2 6, 2% 3 y 4 T 5 gsobre LT
de la figura 255 a. Tragando por P una parslela a esta direccida
dominante obtenemor en Py la proyeccidn de su punto de Puga. El sud

[

- oxistlr en 3l nmismo trassio.

Figuras planas en el geometral —2!

| indice 1 ldentifica la diressidn slegida froute a otras qud puaden

Ry

Pig. 255

1'56') 253' 34'55'
dominsntes uniendo F'y con cads una de las trazas.

‘Fera hallar le imagen de un punto cualquiera del

lqjemplo el D', tracemos en le figora 255 a la recta ™

Eransportadag las trazas de las dominantes sobre la IF de la
figura 255 b marcamos, con raferencis sl punto L por ejemplo, los

. ¥ sobrse el horizonte,  con referencis
- al Py, el P';. Quedan aef determinadss las imdgenes de esas rectas

poligono por
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bre 12 dominsnte. Bl punto & e trage de la recia Dd, misniras

e 1s proycccién de su puntc de fugms o8 Hj que obtsnamos ocortane
do 2 12 con la paralele a Dd dibujada por P. La recta D& es una

racta de igual reseccidn pare la dominante elegida.

fransportados & la figurg 255 b, el d en d' sobre 1T y My
er X'} sobre HE siendo Py H'y= Py M, godsuo- dibujar la imagen
e la raota de igual resaccidén D4, la H 3 &', cuya interseocién
ccr 4'P'y da el punto D' buscado. Para los rostantes puntos del po
_igono se procade de 1déntice forma,

El trasado de las rectas de igual ressccidn, que determinan
sobre ei omadre aegnentos de igual magnitud que la profundidad del
punto segin la direccidn dominante puede omitirse en la figura 255
&, pues para hallar sus imdgenes en la 255 b, basta por ejemplc pg
rs el punto I medir sobre IT a partir de 4' hsocia la isquierda
le magnitud 4D conm lo que queda fijado el &' y cmsiguientemsnte
su imasgen lid‘

i punto M'; punto de fuga de las rectas de igual reseccién
que psrmite marcar medidas reales sobro la recta AF y todas sus pa
ralclaa, se llasms abreviadaments el punto medidor de la direccién

'l .

Bs evidente que las rectas de igual re@eccidén podran tomarse
en sentido contrario al sefialado y por es%o hay otro medidor, del
otro lado de P). En este caso las profundidades deberan tomarse
soore la LT a la derecha Jd¢ cada trasa 1', 2', etc.

Por razones de dibujo, el observador de la figura 255 a se
halla mas alejado del polfgono ABCDEF que el d&s la figura 254 a;
por elilo la nagnitnd de la perspectiva en agquel caso resulta com=-
parativamente més pequeiia que l1a de la figura 254 b.

De la observacién de la figura 255 a se deduce qus la posi-
cién del punto medidor M) es tal que resulta’¥y My=f] PsiendoFyPlahipo
tenusa del tridngulo ractangulo en P; donde los catetos son WD
? Py (d1stancia principal).

Como sobre la linoa de horizonte de toda perspectiva se tie-
'nen marcados el punto yrineipal P, el punto de fuga acoidental P},
y el de Adistancia /\ , es posible hallar directamente sobre &lla
la posicién del punto M'y), pare la direccidén fugante an Fle, tal
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oomo se indica en la(figura 256). En primer lugar se abate,con cep
tro en Py y radio P, A, el punto de vista en (P), el que sesuidamep
te con radio P'y (PY y centrc P'; se abate on M';. Be decir: el pan

(P)

}:\\\
/: \\ \\
Vit k! \\
/ ¥ ‘\
/ i \
o] A\ \
/l | \ \
e : : \
'/ ]
A 'Y

Pig. 256

to medidor de una direccidn P'l 68 el abatimiento sobre HH del
centro de proyeoccidn P con resjecto al punto P'l

El dngulo ol marcado en la figura es el que forma oon el cua-
dro la deominante da direccién Py, magnitud que en la figura 255 a
eaté dada por el < PMM; o el X P 1F,

117+~ En alguncs casos el punto medidor puede tambien determi-
narse recurriendo al abatimisnto de la direccidn sobre la cuel se
desea medir, abatiando el geometral sobre el cuadro.

Sea (fig., 257) el cuadro dado por LT, HH y el observador por
P} ¥ A . Supongamos qus la direccidn dada forma «°® con el cuadro;
en su abatimiento, que llamaramos (a), aparaoera formando con LT
el referido éngulo & . Su imagen a' pasara por Ap, traza de &, ¥
por R', perspective del (R) que ee un punto cualquiera de (s).

Fl R' ¢@ determina mediante une normal al cuadre y una rec-
ta a 45°.
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El punto de fugs de la a' es el F'g,

Pig. 257

Marcando sobre (a) una magnitud cualquiera la Ao (R} por egog
plo,que abatimos en Ao So sobre LT, habremos determinadoc la (R
So que es el abastimiento de una rects de igual reseccién, cuya img
gon pasara por So ¥ R'. Su punto de fuga M'y sobre HH es el punto
medidor de la direccidm-a.

118.~ Qreracionee reducidas.-Si el punto P cayera fuera del
divujo (ver fig. 255 a) podrfen determinarse las posiciones de los
puntos Py y My mediante construcciones reducidas. As{ por ejemplo
en la(figura 258), llevando sobre la perpendicular por Pl al cua-
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dro, la mited de la @issancie principal obtenemos el punto P/j.

La parelels por este dltimo e la dominante, fija el f. Obvig
mente el Py o8 Py Py = 2 P11, .

Pig. 258

El sbetimiento de P/ da m y el nedidor verdadero M; esta-
ré & una distancia de Py que es Py ¥y = 2 F m o bien PN = 2 In.

Con los puntos F; y M; eef hallados, volviendo a la figurs
255 b, se pueden ubicar P'l y l‘l y proceder al trazade de 1a perg
pectiva. :

Cuando se opers directamente sobre el horjzonte y el (P) de 1f
figure 256 cee fuera del dibujo, los puntos F 4 7 ¥'y de
como & continuacién se indica. Fn la (fig. 259)se dan sobre HHé:l
Py y A/z y sdemds el éngulo & con el cmedro de una direcci
cuge medidor se busoe. Por {B/p), deverminado ‘Yomando F) (2/2) =
P1 AF,  se dibuje 55 = 90 - &{,con lo que queds fijado el £y
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Con centro en este punto y radioc £ (P/p)
n. Bl punto de fugs de la direccidn dada es F'; siendo hF =
,= 2 BT y el medidor X'y es PM'y) = 2 Pym,

PJ‘

//: \\
PSPl PRSI0 e i g e G
i (PA) 1
{ \\ 9 \ I
| BN \ :
l FI / / l \\ \\ \ l
| ¥ fer 2015 % Liw L

F "

| Pig. 259 4 :

Empleo de medidores reducidos.- Si el manto M'
la.hoja de la perspectiva, puede

abatimos el (P/5) en

cayera fuera de
operarse con un medidor reducido

M /¢, por ejemplo. Ae{ pars el punto D (Pig.~ 260 a) que se obtienme

por interseccidn  de ls domin

Dd, siendo 1 d la rrofundidad del punto D
maente 8obre dicha dominante,

ante 1 D y la recta de igual reseccidn

» Podrd obtenerse igual-
Pero em su interseccidn con la recta

Dd,, donde 1d; es la mitad de 1la
rrofundidad del punto. la proyec—
ci%n sobre el geometral del punto de fuga de la recta Dd) espwiy;

siendo F1¥: la mitad del segmento P
(fig. 260 b) el punto D' serd el o

1!1. Operando en la persjectiva
omun de la imagen de la domiran—
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te 1'F', y la recta d’y M

En la (r15.26;3 s¢ indice la construcceidn del punto medidor reducy

do M' § directanmente sobre el horizonte.

() , (P)
AR~ N
e | N ~
_RP) 1 mIdaie £ Joh "on
ﬂﬂ - /; M coeW g e Rk Y
2 fip N\ ! i
’ i ‘\ \ i |
RAL AR ' (RAM~< 1
\\ \ \ i { N i
/ | \ | i N N X
/ \} \ \ ; | ,, [ \\ \\ ) ‘
/‘v l\. \ \ ; / ‘ : ' \ %
! Y oM | / M
H_F,/ A My \My 8 H | F‘“ L& Hs | ﬁ I,.”;
| £ e Mg |
Pig. 261 Fig, 262
Si el (P) es inaccesible se utilizan operaciones reducidus (fig.
262) donde F'y, eiendo datos Py, ‘ﬂ/g ¥y A, resulia de tomar PRl =2 P,f

y M 3 de medir F'l ' ¢+ = fo.
~Es claro que cuando se trabaja con los medidores reducidos deberdn
tomeree sobre la LT las produndidades reducidas a la wited, un terciogetc.

pegin sea el medidor obienido, ] ) ; x
En la (fig.?63) se indica la construccidén del medidor reducido cugn

d0 se abate la direecién dade, mbatiendo el geometral sobre el cuadro. El
punto R' se ha determinado como en la figura 257 vero utilizando el ‘3/2'
El scgmento AoR' es la imsgen del Ao(R), magnitud que medimos sobre 1? en

AoSo, con lo que resulta el M'a que suponemos fuera ae 1los limites del di~

bugo. # il YoM
L T
(@
2
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Si er cambio llevearamos sobre IT el segmento AgQo igual a
1a mitad de Ao (R) ¥ wnimos Qo con R' habremos obtenido uns rects,
imagen de Qo (R), ouyo punto de fuga M'y/2 s el punto medidor
requcico & ls mitad para la direcoidém a. Ee decir que midiendo sQ
rre 1T mragnitudes mitades de las reales, obtenemos, utiligzando el
zadidor reducido a8 la mitad, lea imagen del segmento entero.

119.- Ampliacién del cuadro. Bs frecuente que la perspecti-
ve de una figura deba hacerse a una escala mayor que la de la pro
yeccién dada como original. Es 1o que se llama Operar con un cua-
dro ampliado.

Geométricamente el problema se resuslve mediante la construc-

‘cién de una semejansa entre figuras, pues basta proyectar (£ig.264)

desde un punto O cualquiera, la perspectiva obtenids en el plano

del cuadro sobre otro plano Tla paralslo al anterior. Seran por lo

tanto parslelas, las rectas correspondientes y alineados con el
centro de ampliacién los puntos correspondientes.

La magnitud de la ampliacidn sobre 413, como es fdcil deducir
dependerd de la posicién relativa de este planc frente a O y T .

!
B b =
-
—
-
——”
o /’,
<
=
\::s‘ Al
-~
T g \‘4’.
Foag
™ b~
I~
~
e
P

Pig. 264
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Sy
A iz imegen L quo 8¢ dslnse dreoiumente dol original, as
la dsgligns “cuadyw peguefio’; slls ne ¢s nscezario 4ibujaria, sino
solemente marcer los &atos indolales, es declyr que dirsctsmente pup
de hallarse la ezpligoidn de una forma prescindiendo ds su imagen.

Ia smpliscidn ps booe con respscto e um punto que 8¢ elige so-
bre el horizonte: el punto primecipal Py (£ig. 265) o mejor adn el
unto ds fugs sccldental de rectas dominemtes, porque entonces es-
tas l{ncas ss eztlendon, paro nd varfan de posicidn (fig. 266).

En el primer sjemplo (£ig. 265) se ha emplisdo la perspectivs
del poligonc ABCDEF que obtanemos de acuerdo con lo expuestc pars
la figure 254. Do la imagen de ess poligono en el cuadro pequefic
I#PHH eclomanta marsamos el vunto D' a efectos aclarstorios de es-
te explicaecidn.

BEn la semejenzs de centro Py que vincula e la perspsctivae y
su esplimcidn, la lf{nea de horizonte HH no varfs, mientrae que la
mueve 1irea de tierra La Te serd paralela a I? y ubiceds a ura dis~
tancia ds FH que e La He = nIf siendo n el mimero de veces que
g8 desea gmpliar ie figura. En general se ubics La Ta ds acuerdo
con las dimsnsiones de la hoja del dibujo. :

Hal dslar H H Anllad Ha
3 T
) I
e . 1
~\~\\\T V] i "A / }
|

Fig.265 b)
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la amplipoidn D'y del punto B’ wse hallerd on la  interseseidn
ds lze amrliscioczes de la normal ol cuadro Y% 7 de la oblicua &
45° la A d'. ls primers de ellgs e¢s Py 4", donde sl 4'y 5 ls sm-
rlicacidn sobre La Ta ds la trags 4'2ds las normel. La amplimed én
de la oblicua A 4' serd una reois que l2 ss paralela Y que pasars
por el runtc de distancie A gsupliadc sobre EH y por 4',, Proyec
:idn sobre Ia Ta desde P) del d'. Como ostos dos puntos Ag ¥
4'y caen fusrs de los limitee del dibmjo, se loa reduce en ls mie-
ma proporcién an gue bha sido sfeotuads la smpliamcidn, por lo que
ei Ae pasa nuevamente a A , punto que llemamoe ahore Dar y
2l d'q & d4' oobre Ia Ta siendo 4', 4' igunal a la rrofundidad
jel punto D que e8 4 D en la ﬁ.ﬁu’a 865: 7 4'd' en la b). E pun-
%o comin a las restas Pyd'. ¥ A _4' 9s 2l DY tmogadn,

Para ioe restantes puntos de lz figura se proceds de idéntica
sanera, siendo el orden de las construscliones graficesel migulents:
ee marcan sobre La Ta las trases 1°, 2', 3',... transportando las
1, 2, 3, ... obtenidae en la figura 265 y. Con centro en P1 se
proyectan 1', 2', 3' ... e; l'a, 2a', 3a ... 20bre la Ta. A la iz~
quierda o derecha de cada uno de estos puntos, seglin sea el A gx
slegido, se llevan las profundidades de cada vértice del polfgomo
obtenidas de la figura 2€5a. Los puntoe en gue lam rectes formadas
por &', b' o'y il Y A ar son cortadss por las que umen P com
1'g, 2'as 3'as «+e, doterminan respectivemente los vértices A'g,
B'ay C'as +os del poligono ampliado.

Bn la (fig. 266) se ha efectuado la ampliacidén de la perspeo-
tiva, no dibujada, que en &l cuadre pequefio LT HE obtendriamos me-
3iante el emrleo de rectame dominantes y su reapectivo punto medidor,
segin se explicd para la figurs 255.

El centro de ampliascidn es el punto de fuga P'; de las domi~-
nantes, por lo que las trazas ampliadas 1'y = 8'y, 2'g = 3%,
4'q & 5'g sobre La Ta son las proyeccicnes sobre esta linee de las

trazas 1' = 6 , 2' = 3' y 4' = 5' respectivamente, que se han trang
portado de la L T de la figura 266 a.

En cuanto a las profundidades, mo hey que hacer ampliecidn al-
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| gena pues 8y midun las que Ga ls figara origimal qure wrmmwnégr{m

ul cusdre pequalio, ye que 8¢ pastiems eobre HS ol M', qus corves-
ponde tembién sl cuedro pequeflo. Bs decir que para D'y, s0

I
/7]
TS 4

Lf 4 ) \%
[ LG 4 4y3% b' aan

©
N
b
N
N
o

Pig. 266 : b)

lleva a la izquierda de 4'; el segmento 4'y d4' 4gual o la pro-
furdidsd 4D, obteniéndose ael sl punto 4' que unido con M'; da la
recte cuys interseccidn coa F'; 4', permite fijar el D'y busca~
d({o. Esta construccién se repite pars los restantes puntos del po-
1igono. !



Capitulo 14
Representacion de Cuerpos apoyados en el Geometral

120.- Puptos ez altura. la posicidm de puntos que estén fue-
ra del gecmetral se marcen sobre perpendiculares a sste plenc,
las cuales +*isuscn por pie lams nrovascionss da loe puntos.

Sea (fig. 267) el punto A y su proysccidén A} sodbre el geome—
tral. El siguiente A4y, que os vertical y mide ls alturs del pup
to A, tiene por imagen la recta A' A'y perpendicular a la IZ por
ser interseccidn con el cuadro del plano definido por P y Ak que
@ ou veg o3 nominal al geometral.

Loe puntos A' y A'; se encuentran sobre las imdgenes r' y r'y
s las rectas paralelae r y r de direccién arbitraria, que pro=-
Yectan el segmento AA) sobre el cuadro.
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. Es decir que para marcar le alturs h (f1g.268) del punto cuys proyec
. ¢i6n es A'y, debe proyectarse i

éate sobre el cuadru en Alp por medio de -

una recta cuaslquiera rj del geometral gue pase por é1. Levontando por A3,
‘unk vertical Yy midiendo sobre ella la altura h se tiene el punto Ac. La pa

ralela Ao F'l, nos da sobre lu vertical por A'l'el punto A% tuscado. & rec

B F Fp H
B' /;” K
N

/ ‘\
o b gl
- A jrT R s N
\
\
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z \
s P \
e \
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YOS |
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ig. 38

ta Ao F'; marca alturas iguales.a h, para cualquier otro punto cuva Froyvec
cién esté sobre la recta ri ¢ bues como es fdcil advertir se trata de seg
menios paralelos comprendidos cntre paralelas,

Para puntos con igual profundidad éon respecto el cuadro, es decir
ubicados en planos frentales, las alturae iguales tienen iudgenes iguales;
asl 2o del punto K es igual a la del B, :

Desde luego que si la direccién de proyeccidn de la vertical Ak (fig
267) es normal al cuadro, las imdgenes de las rectas parslelas que pasan
por A y Al son concurrentes en By,

121. Escalas de alturas, ,Cuando ge deben tomar alturas sobre vuriow

puntos, 8 efectos de evitar la repeticién de la construccidn indiceda  ex
el pardgrafo anterior para cada uno de los puntos, se proyectan éstos {(11g.
269) puralélamente a la lfnce de tierra sobre un plaﬁd veriical cualquiera
cuya traza t, por esiar sobre el cuadro podemos greduar méiricumente. ESts

recta en la que wedimoe las alturas ¢n verdadera magnitud constituye l& €

cala de alturas,
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La interseccidn de ese planc ¥ con el geometral as ls recta

de altura cero cuyo punto de fuga llamamos P'13 este unido con los
puntos de cota 1, 2, 3,..., de 19 escala de alturas permite dibu-

jar las imdgenes de las horizontales sucesivas del plnno{

Fig. 269

Fara marcar un punto A' del cual se conoce su altura y proyec
cién A'; sobre el geometral se proyecta éste paralelamente sl cua-
dro sobre la recta de altura cero en a)], ouya vertical corte en a
a la lfnea -T'; X, dade por el punto X de la escala de alturas. ~a
magnitud OX es la altura dato de A, cuya imagen A' queda 'determi-

nada llevando por a una parelels &l cuadro hasta cortar ls verti-

cal por A'y.

Si se trate de figuras ampliadas y se quiere marcar sobre sl
panto amplisdo R'y  (Pig. 270) uns altura pregijadé, 88 lleva esta
sobre la escala de alturas en el cuadro pequefio en OX cuyos exire-
mos O y X se proyectan deade-r'l. Por B'y se dibuja ls parslels
a Le Ta hasta 1, , cuya vertical encuentra en f a ls ryHx,

?or T ®e traza nuevamente unsa reralela al cuadro hests encontrer
en B' a la vertical por BR'y.
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Pig. 270

122.~ Como ejercicio de splicacidn en la (fig. 271) se ha di-
bnjedo la perapective ampliada de un conjunto de parslelepipedos,
que pueden comstituir los lineamientos generales de un edificio:

La imagen de su planta, polfgono A'B'C! se ha obtenido siguieg
do loes mismos pssos que los indicados pera la figura 265. _

Pars determinar loe puntos en elevacidn, =e marcan en la esog
la de alturas, cuya horizontel de cota cero o lfnes base e ls
FP'50, los puntos by, hp ¥ k3 que corresponden a las slturas a me-
dir segdn se indica en la proyeccidn vertical de la figurs 271 a.
Iuego, para encontrar un punto cualquiera, el K'y por ejemplo, se
proyecta paralelamente a la Te el K' del geometral hasta encontirar
e P'20 en k, cuya vertical corta a la horizontal P'ghy en kj; 1l
parslela al cusdro por este punio corta a la vertical por XK' em K'j.

Conviene observar que el empleo del punto F'j,, 81 este cae
dentro del dibujo, eimplifica las construcciones tanto para la de=
terminacién ds puntos del geometral como para 108 gue se hallan fug
re de él. La semejanza de centro P) permite udicar el punto de fuge
ampliado de las dominantes F'jg, proyectando desde ese centrc F)
el f de LT eobre La Ta en £1 y por éste la paralels a F'1f hae-
ta sncontrsr a HH,

123.=Perspectiva del cubo.- En 1a{2ig.272) se represents ls
perspectiva de un oubo del que se conoce la imagen A'B' de uno 8s
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8
ey ' s ladoa. Completan los datos el cuadro IFEH y 1s ubicacidn del
e B obeorvador con los puntoe Py ¥ & « El punto de fuge P'y dal lado
n d /1} B resulta de prolonger su imsgem hasta el horizonte.
) gt
\ ~
/]

F-—-—d-——— _-m

Mg . 272

Si abatimos el punto de vista en (P), siendo Py (R) =21 A,
y +trazemoe por este punto (P) una perpendicular a !'h(P) obtene-
" mos el P2 punto de fuga de las rectas normales s la reccidn AB,

===
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por 1o que podemos dibujar lus lmsgenes &a ls direccibn de les g
loa AL y BC unjendo FP'meem &' g 4" respectivamante.

£ sbetimiento de (P), ya ssa con centro.en F'y © F's, nos
proporcions los medidores 'y ¥y M’ de esas dos direcoiomes orte-
¢cnales de ioe lados del cuadrade base del cubo.

1e proyescidn de A'B' desde H'; sobre IT nos ds su longitud 1.
¥ste segmentc llevado a partir de B, proyeccidén de E' sobre IT deg
le el medidor M», marca en su extramc el punto S, el que proyecta-
jo nuevemente desde K°p permite fijar sobre F',B' el puntc C°',
Jnido este punto C' con Fy' y cortando con F'p4' obtenemos D' y
vor ende la imagen del cmadrado baas.

La cars AyB;C4Dy del cubo se consigue midiendo la longitud |
gobre las aristas normales al gecmetral que psssn por ceda uno de
egos puntos; s decir aplicamos las construcciones relativae a la
dstsrminacidp de wuiios en elevaeidn.

Para elle proyectamos, por ejemplo, el C' desde un punto cual-
quiers del horizonte gue puede ser el F'jy, sobre LT en Co; sobre su
perpendicular medimos la magnitud 1 y unimos su extremo C, con P')

Aasta coritar a la perpendicular al geometral por C' en el runto C'y.

Conocido este punto, mediante paralelas fugantes en F'y y F's
determinamos la imagen A'y B'3C'y D'; ocmo =s fdcil deducir de la

{igure. :

124.- Cilindro de rotacidn.- En la(fig. 273) como aplicacién
del trazado de la imagen de¢ un cilindro de rotacidm apoyado por su
bhase en un plarc verticsl no paralelo sl cuadro de recta de fuga
{'Y , 88 ha construfde la perspective de una abertura en un muroc.

Se dan camo dates sobre el horizonte, el junto principal Py,
el de distancis , la proyeccidn A'y B'; del didmetro horizon-
1al de la base del semi-cilindro (ancho de la abertura) y A' alturs
Jdel puntc de arranque del arco.

Prolongando A'; B'; obtenemos sobre el horizonte el F'y. El
untc de fuga de las normales a esta direccién es el F'p que obte-
emos abatiendo F en (P} y trazando por este una perpendicular a
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F:_ (P) hests corter sl horizoute. Mediante sl conocide abetimien
\ Xy e 1 (4
t0- de (P) hallawmcs loes puntog medidoree 'y ¥ K, "

le proysccidn de A' desde F'y define el pumto B' sobre ia ver
ticel por B';. Por el punto comin de las dimgonsles 8el cupdriver
tice A'A'; B'y B’ dibujamos una vertical y obtenemos en su encuer
tvo con el Gismetro A'B' la imagen O' del cantro de la circunferer
cia, cuys proyeccidén eobre el geometral es 0';. =

Tracemos por A'l la rscta frental f*' y proyectemos desde ¥'j

Pig. 273
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el muntoe O', marcando asi el Op. El segmento A'y Cp es el valor
de) radic de la circunferencie medido en un plano frental, es decir
parelelo al cumdro, magnituﬁ que tranaportamos a8 A'R' sobre la ver
tical por A') que esté en ese mismo plamo frental. le recta F'y ¥
determira scbre la vertical jor O el punto C' de la elipse imagen
Yy su tangente.

las tangentes en A',B' y Ci geterminan el cuadrildtero A'R'5'D'

con el que se complete la perspective de la semi circunferencia por
¢l método de lcs ocho puntos tal como se puede observar em les figu-
Ta.

Siendo el eje y genaratrices del cilindro rerpendiculares al
planc de le base, sus imdgenes concurrirdn al junto de fuga F's, El
ancho del muro, que medido sobre la frental F' es A'; Ao, permite
fijer la proyeccidn 03 del centro 0'p de la base posterior, por lo
que este Ultimo punto resulte seguidamente unierdo O' con F'p y
cortandc cor la vertical por 0*3, Las oonstrucciones indicadas cla-
ramente ern la figura ilustran sobre el trazado del nuevo arco de
elipse.

Capitulo 15
_Construcciones Auxiliares

125.~ iviuidg de_un !gggcntc dg :gg:., Fara aividir un segmen

to de imagen conocida en n partes iguales, se lo proyecta sobre uns

- frental cualquiera desde un punto arbitrario del horizonte y luego

ge unen con este punto los que dividen metricemente en partes igua-
les a esa frentel. Bstas proyectantes al cortar a la recta imagen dg
da determinan los puntos de divisién buscados.

En efecto, para el caso de la figura 274 en que se ha obtenido
el punto medio del segmento A'B', las rectas que proyectsn desde Q'
los puntos A', M'g y B'y de la frental f£' siendo A'M'g = M'y B'y,

Fig. 274

son imdgenes de rectas paralelas. For consiguiente al ser cortadas
yor las transversales f' y r’ se obtienen las imfgenes de segmentoe
proporcionales y el M' serd la imagen del punto medio de A'B' ya que
M'o lo es del segmento A'B'y.

Observacidn.- Las puntualos r'y f' son proyectivas jues sor seccio-
nes &¢ un miamo haz de rectas. Son correspondientes en esta yproyeg
tividad el A' que @8 unido, M' y M'oq, By B'o, F'p ¥ P'oes, E1 oOB .
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jugado armérico de F'ooos Funto impropio de f', respecto de A' ¥
B'p e8 el l'c punto medio del segmento A'B’g; su correspondiente
X' sobre ©'es el conjugado srménico de F'., punto de fuga de 1 ,
respecto de A' y B',

la escals naturdl que résulta de repetir sucesivamente sobre
f' s egmentos iguales & A'M' origins al ser rroyectada sobre f uns
escala llamesda arménica,

126.- En la (fig. 275) se ha dividddo el AB en segmentos pro-
porcionales a,m, n ¥y l. Sobre la frental por A' se marcan ires seg-

H

Pig. 275

mentos proporcionales & las magnitudes dadas obteniéndose los pun-
tos Mo, No y Bo. Uniendo By con B® determinamos sobre HH el punto
Q' desde el cual proyectamos Mo y Fo. Las rectas Q' Mo y Q'No dan
respectivamente sobre T los puntos M' y K'.

127 .~ Trazar por puntos dados p;ralelas a una recta cuyo pun-
to de fuga es 1inaccesidble.-

Si se trata (fig. 276) de dibujar por A' una recta paralels
2 la m' deds, es decir concurrente a su punto de fuga F'yp inacce-

sible, ese construyen dos tridngulos semejantes cuyo centro de se-
mejanza es dicho yunto F'y.
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Bn la figura ss trassn [Tisorcpumte dos rsotas paralelas cue~
lesquiera B'C' y Bo Co secantiee a AB §y =n' dadss. Uniendo B! y C*

W Co M

Pig. 276

con A' y dibujande las Laraleles por Bo y Co obtsnemop el punto Aoj
finalments é3te proyectado desde A' proporcionma. la récta buscada.

n trazalo de 1z pmloln por un punto A @ una recta m pueae
tambien resclvarse asf: se construye (fig. 27T =) el tridngulo A3
3101 uno de cuyos lados es m=m. El ABC congruemte con el anterior,
por traslucidn em la direccién arbitreris AAy pormite dibujar el
lcdo AC que ®vs paralelo a m.

Bn la (fig. 277 b) el punto ss A' ¥ la imagesn de 1a recta es '

#
.‘ =|‘
|t
c m
A’ a)
ru.z'n

n' cu.yo mnto ds fuga F'm es inecossidls. Para unir este puto oon
A' la reota A'A’; ¥y por estos 4os puntos las paralslas arbitrsrlu
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P'a' y P'A' cuyas intersecciones con una paralela cualquiera a AR,

dan los puntos B'} y B'. La recta B'1 C'y fija sobre m: el
'C'7 y su paralela B'C' determina con la C'; C' el punto C .U?ieg
do A' oon C' obtenemos la paralela en perspectiva a la rects m.

Cuando les paralelas deben dibujarse por varios puntos A‘?'A'l,
A'2, ..., 8lineados sobre una recta p, se repite la conatruccion
habiéndose procedido en la (fig. 278) de la miguiente manera:desde

Pig. 278

F' cualquiera se proyectan los puntos dados y se coria el haz resul
tante con la q paralela & la recta p., lLe yroyeoccién de B' parale-
lamente al horizonte marca sobre m' el punto C' por el cualrd%buja~
mos la I tambien paralela a p. Las proyecciomes de B', B'y, B'z,...

de q sobre la f fijan los puntos C' 6 C'j, C'2,..., que unidos con
A', A'3, A'2y..., respectivamente psrmiten trazar las paralelas en
perspsctiva.

128.~ Método de las gufas.,~ Para trazar rectas que pasen por

un punto de fuga inaccesidle puede tambien emplearse el método de
las gufas que se basa en la proporcionaiided entre segmentos de reg
tas paralelas cortadas por un par de transversales.

Se conocen (fig. 279) el horizonts y la m' que e cortan en
F'me. Sean a y b dos rectas paralelas, por lo gemeral vertioalss
y dispuestas & ambos lados del dibujo. Dividamos uniformemente en
el mismo nidmero de partes los scgmentos gue el horizonte y m' de-
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erminan sobres cada una Ge ellss, Resultan as{ sobre & y b do:
gcalas donde lms rectas gus unan puntos correspondientes (de igual
divipidn) pasan por F'm.

Entas reglas graduadas llamades escalas de fuga de P'm o sim-
lemente "gufas" psrmiten trazar por los punics A', B', ..., rectas
oncurrentes en P'y, con solc splicar una regla por cads uno de ellos
€ maners que marque en las gufas puntos de igual divisidn.

129: Regla Y o trjirregla.- El trazado de rectas oconourrentes

Y wn punto inaccesible puede solucionarse msdiante el emplec de mn

simple aparato formado por tres reglas cuyos bordas rasan por un

0 alrededor del cual pueden girar todas, aunque 68 posidle fijmrlas
en 6l en una posicidn cuelquisra spretando un tornillo (fig. 280).

El principio en que se basa el uso de este regla, también lla-
mada de convergencia, es el sigulentet si X, Y y P'r son tras puntos
fijos y O se desplaza sobrs la circunferencia que pass por log pri-
meros, los dngulos® y P no varfan pues siguen siendo éngulog ins~
criptoa en la misma circunferencia que subtienden la misma overda.
. lo tanto, si dos de los brasos & y b de la trirregla pesan
siempre por X e Y, 1la prolongnoidn dsl tercer lrazo ¢ consurri=-
rd siempre en P'y para cuslquier posicién de la trirregla. .

A —
X ‘\K i
W=/ 50y
/ /
/ / \\
0 |
q : H-——-'-;::-I Fn
c N\ b A B /I
A /
»——""’1;r”"———‘ \\‘\~\ ‘ 4»"
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El problema consiste en determinar los angulos o y B que debaen
formar los brazos, dados el horizonte y la recta m’ concurrentes an
F'm inaccesible y los puntos fijos X e Y.

Sin embargo practicamente es mas cémodo usar 1la trirregla

En consecuencia, el modo de operar con 1la trirregla sienda
datos el horizonte HH Y la recta m’, es el siguiente: ge aplica el
brazo o de la regla sobre HH, se clava un alfiler en X junto al braze
a y se traza la recta OY. Luego se aplica el mismo brazo o, sobre m'
haciendo que el brazo a apoye sobre el alfiler X Y se traza la recta
01Y. La interseccién de oY Y O1Y es el punto fijo Y donde se clava el
segundo alfiler.

Moviendo ahora 1la trirregla de modo que los brazos apoyen siempre
en X e Y, el brazo ¢ trazara rectas que pasan por el punto F,.

(Escalas proyectivas).- Es fre-
cuente en Perspectiva tener que marcar sobre la imagen de una recta
subdivisiones que se tienen en otra escala. :

/ 'El procedimiento de las escalas divergentes que se emplea para
ello se basa en gque una recta y su imagen perspectiva son formas
proyectivas, es decir se puede pasar de una a otra por proyecciones y
seccionens. Esta propiedad, que
del mismo segmento, queda establecida cuando se hacen corresponder
tres pares de puntos de cada una de las rectas.

Sea . (figura 281) 1a recta AB cuya imagen suponemos sea la

L—d—-
\
\

A

:flgtira,.281 -
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A*B'. 5o deses Aividir esto ltimo seguento semin uma divieidn quo
#8 oonoce en escals natural en AB con lca puntos 1,2,3 y 4, aiendo
28 4 ou to madio.
.d&ma;oie§:i§§gdo an A‘B' la imagen N' de ess punto medio ce A8,
guedz definida por la correspondencia ¢ntr€ las ternas {(AMB) ¥
(A'M*B*) une proyectividad cuya conat:nco;onlper:ita rasar ds los
una de las rectaes a los puntos de la otra.
P“nt°:a:: eLio #e proyectan los puntos uo.an dasaGe oTro °Xt°§;°§ﬁu
cualquiera obteniéndose un haz de ractes (e?ca%a dirergente . So-
bre una tirs de papel se marcan los pugtps A'.E' y B', la que :;
1lleve sobre el haz en la rosicidn 4 ; haciendo ooincidzr ‘8§;1vi.:
puntos con los rayos a, m y U respectivaments. Margan ° s: : ha. Q
neas en la tira en correspondencia con los restantes rayes de 3

¥ llevéndols nuevamsnte an A'B' ge tepdrdn aobre esta los mintos
L,

Pl ¢ ’ 4' busoados.
P ? inélogamente se propede para subdividir el segmento L'y BY

ubicado fusra del geometral; le recta + marca la posicidn de 1la
- tira de papsl pars ests cesoc.

131.- Como ejemplo de aplicacidn en figura 282 se ha represen-

tado la perapectiva des un encuentro de cornisas rectas.

. Sea un edificio cuyas lf{msas dominantes fugan en los puntos

- ®'y ¥y B'5. Entre las 1fnesa m y n debe aplicarse una cornisa cuyo
- perfil (fig. 282 b) se tiens en una esoala cuslquiera.

Como es facil edvertir de la figurs, el trnzadq della ;;ag:§-
del perfil de la cornisa en las posiciones ar?iti:ri:;spegtivapde
mite dibujar mediante las fugantes en F'; Yy P'p pencuentro Tnd
la cornisa en cada una ds lss paredes y tamblen su
la esouina. ¢ ; i

Para el trazado del perfil I, qus esté en un iilﬁ: i::P;ﬁgto’
lar a la dominante F'p, se intercal::!::°ails:ﬁ:;:° b iAoy

r en el bc los 8,t y u me ! :
férgeZteeyque dibujamos en el perfil de la figurs 282 bintsrseocién

Las rectas que unen F'; con a, By @ Y yben :u i
con las verticales que pasan respectivamente por :;1 s riil g ]
vamente, determinan los puntos de la perspectiva pe {

El cuadrildtero a b c d que uniera este perfil se dibuJanii-
Jando arbitrariamente la vertical ab. El ancho be qus Qgrrggﬁ:tral
a esta posicidn de la cornisa y cuya proyeccion sobre ; g; i
e8 by C3, 26 determina midiendo sobre la frent&l por( 1 Joiyidm
to by ¢, de longitud igual al ancho AY de la cornisa fig: o
que proporcionalmente resulta para la altura AX = abj g;afi:;::o
es XY paralela sz BD. Simultdneamente con el ancho be se ha st
su punto medio t levantando la vertical por tj.

De idéntica manera se determina la perspeciiva del perfil II.
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La interseccidn ds lme horizontales, es decir de las fugantes
en P'3 ¥y F'p, que pasan por los puntos de-cada uno de los perfiles
antes hallados, determinan la esquine de le cornise tel como pue~
de wverss en la figura.

132.~ Método ds la cusdrfculas.- Cuando en una perspectiva se

debe rapresentar la imagen de una lipes ocurva irregular, se deter-
minan les imdgenes de varios de sus puntos en mimero suficiente
para poder trazar una linea continua que represente con la mayor e-
xsetitud posibls la perspectiva daseadsa.

BEste procedimiento que acabamos de indicar es de una ejescucién
muy lsboriosa cuando se tiens que determinar las imdgenes de un
nimero muy grande de puntos, tal como acontece en la perspective de
jerdines, parques, maepas geograficos, e%oc.

En estos casoe se utiliza ocon ventaja el método de la cuamdr{-
cula, que consiste en dividir el dibujo original mediante un owadri
culado (fig. 283 a) ouya perspectiva hp,g.uos en la figura 28%-1)'—11&._

lizando por ejemplo ouslquiera de s N //'Z////
) W////

los procedimisntos indicados pre- d //
‘222222%Z’I///

sedentemente para la divisidn de
regmantos. i

b
Las 1{neas de le cmad;'{cula &
que msi se cbtiene serdn lineas W, U
de guia o de refersncia para el A /////ﬂ/ 8
tragado, a ojo, de la perspectiva b . B |

de la figurs dada.

i S H
\\\\\\ 1 /,){"\
\\ fre L ‘\
\
\ A ; i
\\\ C __,—-""'
\\ -
D'
\
\
e ; J \\
PN A 7 SR s R T R SRR
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Apéndice
Slstema de Proyeccion Diédrica (Monge)

Problemas de Posicion

133. - En lo que sigue se trata de complementar algunos temas
¢studiados en el Capftulo 11. Asf, en las fipuras 46, 77 y 80 del mig
mo, se puede observar que la resolucién de los problemas es indepen -
diente de 1la posicidn de la lfnea de tierra.

A continuacibn veremos que es posible teniendo un dibujo sin
linea de tierra, introducir esta-1lines Yy con ello fijar la distancia
de un punto a los planos coordenados elegidos convencionalmente.

En la fig. 284 se han réptesentado, con referencia al dledro]~
ﬂ'z » las proyecciones A' y A" de un punto A de un cuerpo. Si se tras
lada _el diedro, manteniendo el paralelismo de las caras, a la posicisn
1( 3[, resultaran para €l punto A las nuevas proyecciones A' y A",

Ve Puede observarse que tanto
/ﬁ /Tf: - la icnograffa (planta) como
s - > " la ortograffa (vista) de un
s e L T’"'—TA cuerpo luego de la trasla -
{ : | | cidén de los planos de refe-
l 7- . l \ rencia resultardn congruen-
77 tes con las anteriores va -
ok | “"{ riando solamente la distan-

L ’ i i g A cia re]ftiva entre ambas
, proyecciones.

| x ,_+ Tr‘ Llamando dy y d, a los des-

|  -— ;7 , plazamientcs de los blanos

5 | L 7 ,‘ coordenados, la variacién
- +---J ..... -;,zﬁ;/’ i de la distancia entre la ic

.:[ L By A " nograffa y ortograffa del

- b;:L”,/’ AL’;)’)/)‘ “;ff punto A resulta ser:
L7 fidura 284 ' .

! d2 |

A’A" g AIAH

(A'Bo + AA") — (AAc + BoA') =
(d2 + ANAg + BA") = (AR, + d1 + AGA") =
d; - 4

L]
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Si los desplazamicntos resultan ser d,=d, la traslacibén con-
junta de 1os planos coordcnados en forma paralela, no sélo no modifi
ca sus proyecciones, como ya se dijo antes, sino que ademds mantiene
invariable las distancias entre las mismas.

Por lo tanto puedcn representarse los objetos sin dibujar la
1fnea de tierra dado que las proyecciones son independientes de la
misma y cuando haya negesidad de utilizarla se la trazari en el lu -
gar que resulte méds conveniente, como una perpendicular a las rectas
de vinculacidén o enlace entre las proyecciones de un mismo punto y la
designaremos con la notaciép Xq2 (interseccidn de los plahoS’1 y 2 de
referencia) . 1
Dadas las proyecciones de un
cuerpo, el corrimiento de 1la
1inea de tierra x;, hacia a-
rriba o hacia abajo, corres
ponde al traslado paralelo
en el espacio (Fig. 285) del
diedro Xy T, a una nueva
posicién X, I, de modo tal
que la recta X,, se .mantiene
siempre sobre el plano bisec
tor del angulo diedro adya -
cente al Si1 th que es comin
a ambas posiciones.

Fig.285

Al no aparecer en general, la
la 1fnea de tierra en las pro-
yecciones de un cuerpo y por consiguiente no quedar fijados en posi -
cién los planos de referencia 1(1 y 7[2, tampoco se podrén dibujar las
trazas de un plano. Esto sucede habitualmente en las aplicaciones téc-
nicas de la geometria descriptiva, donde muy rara vez se da un plano
por sus trazas. No oBstante, como las construcciones gque se basan en
su empleo resultan mds. féciles de entender que las resultantes de los
procedimientos generales que luego aplicaremos, las utilizaremos en
cuanto sea necesario para aclarar desde el punto de vista tefrico los
problemas que se resuelvan de aquf en més.
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134, - PUNTOS Y RECTAS DE UN PLANO

‘Recordemos que un plano queda determinado por dos rectas que
se cortan. En la fig. 286a se ha representado el plano por sus trazas
q . &* 2, que son dos rectas particulares del mismo, concurrentes
en vn punto de la lfnca fundamental. En la fig. 286b, el plano esta
dado por dos rectas a y b secantes en My en la fig. 286¢c, por dos

Fig.286

a

rectas a y b paralelas, es decir, concurrentes en un ﬁunto Mu,.

Conocidas las condiciones de pertenencia de punto y recta y de
recta con plano, se ha representado en cada una de las figuras anterio
res una rtecta c(c',c")del plano y sobre esta recta un punto P(P',P"),
que por consiguiente le pertenece. % p '

En 1la fig. 287 se muestra un plano dado por tres puntos en el
que se indican una recta horizontal h y una recia fre-tal f, con sus res-
pectivas4proyeccionesL”Las fig. 288a y 289a representan esas rectas

cuando .el plano se da por sus trazas y fig§ 288b y 289b cuando &1 plano
estd dado por tres puntos. ; ‘
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Fig.287

Pig.290

La fig. 290b representa también una recta de perfil cuando el
lano esti dado por K(ABC). Eligiendo x,; como interseccifn del plané
de tercera proyeccién con 1(2, cuando se fija Xq; como linea de tierra
resultan & ""'(A'''B'''C'"') y p''' las nuevas proyecciones del plano
v de 1a recta de perfil. Dada la proyeccibn M, siguiendo la figura,es
ficil ubicar M' sobre p'.

) Recordando que la recta de mixima pendiente de un plano con re-
lacién a1 N 1» €S perpendicular a su traza horizontal (fig. 291) y que
su proyeccibn icnogrdfica es m'.L ﬁ‘ , se han dibujado en la fig.292a

Fig.2868 Tig.289

La fig. 290a representa una recta de perfil p(p',p") pertenecien
te al plano & (dy, q?_)- La recta /\3 es la traia de o4 con ei plano de~
tercera proyeccién, el w (W, w,), que es de perfil, es decir perpendi
cular a f, y 12. La tercera proyeccifn de p es p'''. Tanto IS 7 como o
p''' aparecen en la posicién indicada luego de haber girado el planoc W
alrededor de WZ, hasta superponerio cen el. ‘2. Conocida la proyeccién
M" de un punto de la rectz p, usando M™ se puede hallar la M' sobre p'
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Las proyecc:one: m' v m" de yna recta de maxlna pendxente del plano
A e, d,.
Dado que también es m'l h', si el plano est4d dado por tres
puntos (figp. 292b), se dibuja en primer lugar una horizontal h(h',h")
cualquiera y luego la m'Jd. h'., Como la m esti en elvplano L . su pro
yeccién m' cortard a la h' en el punto 2', por lo que su ortografia
m"' pasard por BY'y por. 29,

135 - VISIBILIDAD DE LAS CARAS DE UN PLANO

Un plano en pesicién cualquiera frente a un observador ubicado
en el primer cuadrante, puede estar en rampa o en pendiente seglin que
sy inclinacién aparezca ascendente o descendente, respectivamente. En
el primer caso, tanfo se lo mire desde arriba como de frente se veri
siempre la misma cara del plano y en la representacibn de una figura
plana situada en €1, el sentido del recorrido de las letras es el mis
mo para ambas proyecciones (fig. 293 a y b)

| & |
(a) (b)

Cuando el plano-es;é en pendiente, en cada proyeccidén se observa
una cara distinta del plano v el sentido de recorrldo de las letras pa-

ra una figura plana que le pertenece es dlferente para una y otra pro -
yveccidn (fip. 294 a v b)
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B"
A iy
Iy :
— A'l
lC'
.
(b)
Fiz, 294

136 - RECTAS Y PLANOS PARALE]0S

a) Trazar por un punto P(P' P")'un plano paralelo a dos rectas

-‘ a(a',a") y b(b',

b'") dadas (f1y .295).

6’0 GN

Mg,

El plano pedido queda definido por
las rectas a,(a'y,a";) y by(b';,b"y)
que pasando por P(P',P") son para -
lelas a a(a',a") y b(b',b") respec-
tivamente.

b) Trazar un plano que, pasando por
una recta dada a(af,a") sea parale-
lo a otra recta b(b',b") dada(f1g
296)

El planc buscado estd definido por
dos rectas que se cortan: una de e
llas es la recta a(a',a") dada y la
otra es la b1(b'1,b",) que se tra:a
paralela a la b(b',b') dada, pasan-
do por un punto P(P'P") cualquiera
de a.

296
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137.- INTERSECCION DE PLANOS

Sean dos planos o (A,, 42) y ¥ (61. 32). uno de los cuales
es proyectante, cn este caso el ¥ ., Su recta de interseccifn i(i',i")
tendrd una de sus dos provecciones coincidente con la traza del plano
sobre cl cual es proyectante. Asi, en la fig. 297a la i' coincide con
Yy pues el § es provec-
tante sobre X 1+ mientras
que en la fig. 297b es 1la

F18.297

i" coincidente con ‘2 ya
que ¥ es proyectante so -
bre 1(2.

- f( Cuando los planos no es -
% t&n dados por Sus trazas,
1$3§ fig., 298a, al cortar al

‘plano & (A,B,C) con el ¥
proyectante vertical i'
() (b) S .
coincide con ¥ . Dado que
por estar 1 en el plano ¢ (ABC) corta a todas sus rectas, las proyec-
ciones 1" v 2" de 1' y 2' respectivamente, permiten dibujar i".

Fig,298

En las fig. 298 b, ¢ y d ios planos proyectantes considerados
SON: proyectantre sobre j{z, horizontal y frental respectivamente.

Cvando los planos considerados son cualesquiera, fecordemos que
su 1nterseccidn (fig. 299) se determinz utilizando un planc auxiiiar ﬂ
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cuyas rectas a y b cohunes con los a y B dados, respectivamente, fijan
la posicién del punto R de la
recta i. Repitiendo el procedi-
miento con otro plano auxiliar,
se halla otro punto, el S por lo
////r. que es i = RS.

g Dado que estos planos
auxiliares son cualesquiera, por

comodidad los elegimos proyec-
tantes, por lo que sus intersec-

ciones con cada uno de los dados
es inmediata segun se explicd en

; este mismo nu .
. figura 2997 mismo numero

En la figura 300 se ha encontrado la interseccién de los planos
o (ABC) y P(MNPQ). Cortandolos con el proyectante horizontal y" que
hacemos pasar por B, se obtienen las intersecciones a y b, siendo las
proyecciones a" y b" éoincidentes con y". La recta a es a"=B".1" cuya
icnografia es a’=B’'.1’ y la b es b"=2".3", siendo b’=2'.3’; su punto
comin es R‘=a’'b’ estando R" sobre y". Para obtener el punto S(S’.S")
que unido con R determina la recta i(i’.i") pedida, se ha tomado el
proyectante &’ vertical coincidente con 1la proyeccién A’B’ de Ab,
siendo esta recta, por consiguiente, su interseccién con a. Es declr,
se tiene AB(A'B’ ,A"B") = c(c’'c"). La recta comin a 6 y B es 4’.5'=d'
coincidente en icnografia con ¢’, cuyas ortografias dan 4".5"=d". El
punto comin a c" y 4" dan'S" de donde surge la S’. Los planos dadon
se cortan por consiguiente segun i=R.S, siendo i’=R’.S’' e i"=R".8",

En la figura 301 se ha resuelto un problema similar, siendo
los planos dados a(ABC) y el B(MNP).

Mediante el plano y" pasante por M se obtienen a y b sienda
a"=1%,2" y a'=1‘.2‘; b"sM" 3" y b’=M‘.3'. El punto R(R‘,R") e &}
comin a y b. ;

Para el punto S se tomé, como en el caso'anterior, el plano
proyectante 8 coincidente con la proyeccién A’B’ del lado AB, lalw
punto 8(S’,S") unido con R(R’'R"), determina la recta i(i’,1i").

Observacién: Al elegir 3'=A’B’, este plano auxiliar es wl
oroyectante de la recta AB y el punto S hallado gue pertensos o
i(a B), es también el punto de interseccién de la recta AB con @l plang
B como se verd en el numero que sigue.
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Fig.
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Fig.301

Zn cuanto 2 1a visibilidad de los planos, es decir a la determi
nacibén en cada proveccion de las partes que gquecdan ocult2s sn un plano
por la superposicién con el otro ¥ que complemasntan los dos ejemplos
snteriores, serd motivo de una explicacidén que se dari mis adelante,

138 - INTERSECCION DE RECTA Y PLANO

Como ya se ha visto, el punto I de interseccion buscade (fig.302)
: surge de trazar por la rectz dada a2, el plano
auxiliar ~0’:\121«:{uiera, cuya recta i comfin con
el plano & daédc, permite obtener sobre a el
referido punto I.
En 1a fig. 303, el plano auxiliar que contie
ne a la recta s su provectante vertical, por
10 que ¥’'= 2' vy come i perrenece a Y es
i'=Y¥". Como i tamdién es de X corta 2 AB ¥
Fig,302 AC, en puntos cuyas icacgrafias son 1%y 2'




274 Geometria Descriptiva

respectivamente, los que dibujados en 1"
Y 2" permiten hallar i". Esta recta corta
a a" en I" del que resulta consiguiente-
mente el I’, gquedando asi resuelto el
problema L

Si la recta dada es de perfil,
figura 304, al tomar el plano y que la
proyecta sobre mn3 y"EA“B", la recta i de
interseccidén con o (MNPQ) resulta también
de perfil y es 'i"=1".2“, e Y=g 20,
Mediante un plano de tercera proyeccién de
traza X23 con referencia a m; que fijamos
dibujando la 1linea fundamental en X12,
obtenemos a’'’’ e i’’’ cuyo punto comun I*’’
es la tercera proyeccioén de I, por lo que
también se pueden dibujar I" e I'.

Fig.304
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139 - YISIBILIDAD DE RECTAS

Cuando 5e representan dos rectas no coplanares, surge €1 pro-
blema de la visibilidad en cada una de las proyecciones. Sean dos
rectas {varillas) que se cruzan en el espacio. En la fig. 305 se dan
sus proyccciones a',a" y b',b"; ademds sc¢ han dibujado a''' y b''’.

Fig.305

En la icnografia, es decir en la planta, miramos las dos vari -
llas desde arriba y las proyecciones de los puntos 1y 2 de a y b res-
pectivamente, coinciden. Observando la ortografia, es decir 1la vista

de frente, se ve que de los dos puntos el 1 es el mds alto, por consi-
:guiente al mirar desde arriba, en la icnograffa veremos en primer tér-

mino a la varilla a, por lo que a' es visible. La recta 11(1‘1,1"1)
marca la direccibn de proyeccifn para la icnoprafia{ ;
Para la proyeccibn ortogréfica la visibilidad se resuelve en

~ forma similar. Dado que sobre JVZ representamos las varillas cuando 1as

miramos de frente, de los puntos 3 y 4, cuyas ortograffascoinciden en
3" = 4", veremos en primer término el més cercano al observador, es de-
cir, el mas alejado de 7(2. Comc los alejamientos de 3(2 se miden en la

R s s anesh T o L R O N L IR R B D mw I
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recta b; por lo tanto es visible la proyecciédn b" de la varilla b.
La recta 12 (1’2, 1"2) marca la direccién de proyeccidédn para los
puntos de la ortografia:

Con los puntos 5y 6 se ha determinado la visibilidad en 1la
tercera proyeccién.

140 - VISIBILIDAD DE RECTAS Y PLANOS

La visibilidad de una recta con respecto a un plano se resuel
ve analizando su visibilidad con relacifn-a rectas pertenecientes al
plano al que atraviesa. J

En 1la fig. 306 dado que el punto 1 de AB esti més alto que el
3 de a(ver ortograffas 1" y 3"), la proyeccibn a' de a se encuentra
por debajo de la A'R' de AB, por lo que &' es invisible hasta I', a
partir del cual aparece nuevamente con trazo lleno, resultando ademis

seglin puede verse en la ortogra-
fia que el punto 4 estd mis alto
que el 2.
De la proyeccidn icnografica se
deduce que el punto 5 estd mids
cerca del observador que el pun-
to 6, por lo ‘que en la ortogra-
c* ffa la proyeccidn a" es visible
] hasta el punto I", donde la rec-
ta a cruza el plano.

;5‘-6" ~

Fig.306

141 - VISIBILIDAD ENTRE PLANOS

Surge de analizar la visibilidad de rectas devun,plgnd‘coﬁ re-
lacib6n a rectas del otro plano. : j:_l

Asf, en la fig. 307, resuelta la interseccibn RS de lds planos
A (ABC) y P(MNPQ) de acuerdo con lo estudiado precedentemente, habién
dose omitido en figura las construcciones pertinentqsiﬂ;# déter@inacién
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ecada proyeccién de los seetores de un plano que quedan ocultos por

- -

=

Fig.307

{i superposicién con el otro plano se hace de acuerdo con el anﬁli§is
Eue se indica a continuacidn. i
| En la.icnografia, de los puntos 1' y 2' en que se cruzan A'R
tﬁn M'N', resulta que el 2 de AR est& mis alto que el 1-de H#; lueg:
:i'i' es visible. De idéntica forma, con las segundas proyecciones 3
!& 4, se ve que el punto 4 de CS, estd por arriba del 3 de MQ; lueiz
HC'S' es visible y el sector del plano & 1imitado por A,R,S5Yy C es
l;n icnografia por encima del plano F.

F‘ En la proyeccibn vertical, como el punto 5 de NP ests por de-
ﬁiante del 6 de SB, resulta invisible la ortograffa S"6". Con los pun
“éos 7 y 8 se deduce que R"8" es también invisible. luego el sector !
 del plano X 1limitado por los puntos R,5,6 y 8 tiene su segunda pro

i i or el plano (3.
fygcc16n oculta po P P

Recordemos que las proyecciones de dos rectas perpendiculares
 no son perpendiculafes, salvo el caso en que uno de 10S lados del :%
gulo recto sea piralelo al plano de proyeccidn, en cu*o caso el Iici
1 y &ngulo recto aparecen en verdadera magnitud sobre dicho plano. le A
en las fig. 308 (b) ¥ {d) por ser horizontal la recta AB,‘el dngulo
real en A es 90°., También es recto el &ngulo en A de 1a fig. 308

. pues la AB es frental.
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¢ gere :C' ¢ ot
A“;. | A"'B«'B i i A'fh.ﬁ' c;@h@»
AL A R R e, Y
cj '5- C&"BI ’ V _C'
(a) (b) (c) (d) (e)
Fig. 308

En cambio en las fig. 308 (a) y(e) las rectas en el espacio no
son ortogonales. i

Cuando se trata de rectas y planosS perpendiculares, debe verifi
carse en cada plano coordenado, el JI, y el J,, que las proyecciones
de las rectas sean normales a las trazas del plano y si estas faltan,a
sus horizontales y frentales, respectivamente, como se desprende de la
fig. 309. En ésta se cumple q».xe:n".L Ky-$dtdint o L wpig n® LW,

En el caso de 1la fig. 310 en que el plano
es X (ABC), se ha trazado una horizontal
cualquiera dibujando h" y luego la h',
La n' perpendicular a4 h‘ es la proyec -
cién de una normal al plano &« . Trazando
luego F' , Surge la f” y por consiguien
te la n* perpendicular a {" es la otra
proyeccién de la recta buscada normal al
plano. El punto I comin a esta normal y
al plano queda determinado seglih lo estu
diado en el n® 138, no habiéndose dejadc

Fig.309 indicado en la figura las ‘construcciones
pertinentes.

En 1la fig. 311 se resuelve el problema de trazar por el punto
P(P',P") una recta perpendicular a un plano dado pbr ol (ABCD). Dado
que este planc es paralelo a la 1fnea de tierra, la recta buscada re-
sulta ser de perfil, siendo sus proyecciones n' .1 A'B' y n" L A
pasantes por P' y P" respectivamente. Como ademis de sus proyecciones
necesitamos para una recta de perfil dar las proyecciones de dos de
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<us puntos, en la figura se ha hallado el R que junto con ¢l P dado
definen a dicha recta. Para ello se recurre a un plano de tercera pro
yeccibén cuya traza sobre'jrz €S X,3 para una linea de tierra que ele-
gimos en x,5. En ¢l nuevo plano, una vez abatido sobre 7r2 alrededor
de x,5, Se tendrd en P''' la proyeccibn de Py en £ ; = A'"'B"'".
C'''D''' la traza de & . La proyeccién n''' de n pasa por P''' y es
perpendicular a d.s. Eligiendo sobre n ''' el R''' cualquiera podre-
mos hallar R' y R",

Con las construcciones indicadas en la figura surge la inter -
seccidén I(I',I") del plano A con la recta normal pasante por P.

En el caso de tener que dibujar un plano que pasando por un
punte P(P',P") sea perpendicular a una recta a dada (Fig. 312), basta
ri de acuerdo con las condiciones de perpendicularidad entre recta y
' plano, trazar por el punto P una
recta horizontal h(h',h") y una
frental  f(f',f) del plano bus
cado tal que h' L a'y f 1 a",
Estas dos rectas definen el plano
Yy en la figura se lo ha limitado
por las rectas AB//CD//h y
AD//BC// t.

Fig. 312
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