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Introducción 

1. - Geometría Descriptiva: su objeto. - La Geometría 

P criptiva es la ciencia que, mediante el dibujo lineal, resuelve 

qraficamente problemas de carácter analítico. 

Si se desea realizar un estudio sistemático de esta ciencia, 

menester distinguir dos aspectos: teórico y práctico. Por 

zones de método, la presente obra trata ambas fases simultánea ­

m nte, de ~odo que el lector en forma insensible ha de adquirir los 

onocimientos teóricos necesarios que le permitirán conocer estruc ­

turalmente el método cientifico de que se vale la Geometría 

D scriptiva, a la par que, en la faz práctica, se abocará a l.a 

r solución de innumerables problemas propios de la misma. 

La Geometría Descriptiva no es una ciencia autónoma, 

hallándose en relación de dependencia con otras, por cuanto integrA 

un capítulo, por cierto importante, de las ciencias matemáticas. 

Su método y fundamentos, profundamente arraigados en la Geometría 

F.uclidiana, como asimismo' el campo de estudio en el cual se 

desarrolla, están estrech~mente ligados a los procesos matemáticos, 

con la particularidad de que prescinde, en lo posible, del riguroso 

lenguaje que caracteriza a los mismos. En es~e último aspecto, la 

principal y casi única fuent~ de recursos de que se vale la Geometría 

Descriptiva en sus estudios, es el dibujo lineal, fuente esta · ·por 

otra parte - propia del método gráfico. 

Aunque más no sea sintéticamente y a los efectos de una 

mayor ilustración haremos, a continuación una breve reseña histórica 

de la evolución de esta rama del conocimiento científico. 



4 Geometria Descriptiva 

El origen de. la Geometria Descriptiva como ciencia es 
consecuencia ,de ese gran movimiento intelectual y renovador, llamado 
Renacimiento, que significó una reacción contra los métodos y 
sistemas hasta aquel entonces imperantes. 

Merced al Renacimiento, la investigación cientifica, ins­
pirada principalmente en las ideas del filósofo inglés R. BACON 
(1210-1294 d.J.C . ), se transformó evolucionando en forma inusitada. 

las ciencias inatemáticas se 

como la Ge.ometría Analitica, 
forma incipiente por las 

civilizaciones antiguas ( · · 1 . principa mente egipcia y griega), y 

Es así entonces que, en particular, 

multiplicaron, desarrollándose ramas, 
hasta entonces só¡o estudiadas en 

surgiendo nuevas, como el Cálculo Diferencial e Integral, que se 
erigieron en inapreciables auxiliares de las ciencias físico-natu­
rales, entonces también en profunda evolución. 

La Geometría Analítica, cuyos estudios adquieren inusitado 
esplendor a partir de los trabajos realizados por R. DESCARTES 
(1596-1650 d.J.C.l, Y el Cálculo Diferencial e integral, de quien 
L NEWTON (1643-1727) y G. LEIBNITZ (1646-1716) fueron sus 
principales precursores, solucionaron en forma analítica problemas 
hasta entonces desconocidos y de gran importancia práctica, 
contribuyendo así al progreso de las ciencias fisico-naturales y 

del conocimiento científico y técnico; pero, al llevarse a la 
práctica estas soluciones se apreció la necesidad imperiosa de idear 
un método que, en forma rápida, gráfica y expeditiva, resultara 
eficaz para la solución de tales problemas, nec~sidad que también 
se manifesto· en el cm ti t' a po ar s ico, que paralelamente habia 
experimentado una sensible evolución . Asi, por ejemplo, los 
artistas -especialmente los pintores - al tener que representar una 
forma cualquier tridimensional -como ser una figura humana - sobre 
un plano -que solamente posee dos dimensiones - encontraban grandes 
di.ficul tades técnicas de representaci' ón ,· f · ·· pero, a in de obviar estos 
iné:'onvenientes, idearon un sistema de representac ión llamado 
perspectiva, que les facil·itó esa tare 

Primitivamente, la perspectiv 
vidrio entre el ojo . del observador y 

entonces, unidos cada punto de ést y 

·;,posible obtener 1 neas rE> tt'IR qu , 

interpuesto, determin 
que unidos entre 
de la forma obj o 

n 1 un 
n o 

s realizaba colocando un 
1 objeto a representar; 

1 ojo del observad¿r era 
l 1nt rceptar el vidrio 

de aquellas fol-rnas, 
r sentación buscada 
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Paulatinamente se determinaron relaciones entre las formas 
j to y sus imágenes; pronto fue posible extraer conclusiones sin 
n r aquellas presentes, más como los resultados obtenidos 
ultaban complicados y como no siempre era posible representar en 

1 rspectiva formas de difícil contorno, como ser una pieza de 
m quina, un edificio, o en general cuerpos de dimensiones irregu­

res, se pensó en idear otros métodos de representación que 
cilitaran la relación entre objeto e imagen. Surgieron asi 

rtiversos métodos de representación que contribuyeron a sistematizar 
ata ciencia y que, en detalle, se estudian en la presente obra. 

nlo no obstante y a modo de presentación en el capitulo siguiente, 
1 analiza en forma elemental el contenido de los principales métodos 
<\ representación utilizados por la Geometria Descriptiva. Sin 

mbargo, ha correspondido al célebre matemático francés GASPAR ~ 
{1746-1812) i método de r~~aci_?~_ las formas y 

·uerpos, basado en -~e:_~~-as m~temá.ti~¡rn gráficas, que hizo posible 
t presentar_ las :nisrnas en un plano, cualesquiera fueran sus 
dimensiones, y además.reunir todos los conocimientos. dispersos, pór 
quel entonces, formar con ellos un verdadero cuerpo de doctrina y 

crear la Geometria Des~riptiva tal cual se estudia en los tiempos· 

modernos. 
Ya anteriormente, DESARGUES, CAVALLIERI, CATALAN y FRENET, 

ntre otros, habían demostrado la completa armonía existente entre 
las reglas del métodos gráfico y los principios de la Geometría, 
hora era MONGE quien hacia posible que la Geometria Descriptiva 

lcanzara el rango de ciencia autónoma. 

2. Imoortancia de la aolicación de la técnica. - Los 

conocimientos que la Geometría Descriptiva le proporlciona al técn.ico 
determinan que sea esta ciencia un elemento de in.balculable valor 
y auxiliar preciado para el mismo. La Geometría Descripti~a tiene 
por objeto representar sobre un plano formas tridimensionales; es 
decir, reunir en una figura plana todos los elem~ntos necesarios 
para hacer conocer la forma y posición en el espacio de una figura 

de tres dimensiones. Es evidente entonces que todas las operaciones 
que se hagan s~bre esta especie de imagen, responderán a la que se 
hubiera ejecutado sobre la figura de tres dimensiones en el espacio. 
De a<iuí la irunensa ventaja de poder resolver los problemas de tres 

dimensiones por medio de operaciones en un plano, sobre una simple 

hoja de papel. 
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Desde este punto de vista, puede asegurarse que la Geometria 

Desqriptiva ha existido. desde los tiempos más remotos., pues siempre 

en C'l,lalquier época, los ingenieros, arquitectos, carpinteros y 

cuantos deben construir, han tenido que representar sus obras -de 

tres dimensiones en general - sobre una superficie plana. 

La Geometría Descriptiva se limita a ejecutar, o mejor dicho 

a trad.ucir en su lenguaje propio, las operaciones que la Geometría 

indica para la resolución de un problema; es por decirlo así, la 

escritura del geómetra y, en tal sentido, la utiliza el ingeniero, 

el con.structor en general, para definir de una manera clara y precisa 

sus proyectos. En una palabra ej ecu·ta pero no crea. 

Las ideas o proyectos del técnico, antes de ser realidad, 

deben representarse sobre un plano y transportarse de allí al 

espacio. En todas estas operaciones, insensiblemente el técnico se 

vale de los conocimientos que le proporciona la Geometría Descrip­

tiva. Por otra parte, la representación de las más diversas formas; 

los estudios sobre líneas; y superficies determinan que sea 

ilustrativo no sólo para el técnico, sino también para el cientif ico 

y el artista utilizar los conocimientos propios de la Geometría 

Descriptiva. 

Como discipl~na de estudio, la Geometría Descriptiva, al 

valerse del dibujo lineal, educa la vista y el pulso, ordena ideas, 

ilustra por su método y le proporciona al hombre una serie de 

conocimientos nada despreciables para la vida; de allí . entonces 

también que merezca destacarse su importancia como materia educa­

tiva. 

Capítulo 1 

lementos y Sistemas de Representación 

3.- Elementos de representaci6n.- Se dice que une forma cu4l 
1i re se proyecta desde un punto y sobr~ un plano, cuando se hallan 

inter~ecci~nes con este plano de las rectas determinadas por di 
ho punto y cada uno de los de la forma~ -

Sea (figura 1) un punto A cuill ·· 

quiere del espacio a quien se prº 
yecta sobre un plsnoT', sienclo O e l . 

centr,o de proyecci6n; ls recta a,d!,: 

terminada por los puntos O -;v A, al , 
cortar al plano-,' 1 permite obtener 

el punto A', proyecci6n del punto A 

dado.-

El punto A se llama punto obj.!_ 

tivo; el punto O. recibe el nom\'lre -

d~ centro de pro:yecci6n; la recta a 

ll'1u.se rayo proyectante y el ple-
- figura l - no 7' se llama pla~o de proyecci6n'o. 

u•dro. Si el punto O fuese el ojo del observador, tendrla~os:parsO 
I' oto de viste• para a re70 'C.sual y para A• 1.aagen.-
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Análo~amente, si en lu~sr de u.n punto se da una rorma cual -
~~iera, será posible obtener sobre el plano de proyecci6n una !igura 
plana que será su proyec'=i6n o imagen, con s6lo hallar sobre 6ste las 
intersecciones de las rectas determinadas por el centro de proyec -
ción y cada uno de los puntos de la torlll8 considerada.-

El punto objetivo, el centro de proyecci6n o p~to de vista, 
el ra~o proyectante o rayo visual y el plano de proyecci6n o plano -
del cu;;dro son los elementos de representación fundament.ales que ut,!. 
liza la GCOllZTRÍA Dr::lCRI.P!'iVA para representar !ormas y dimensiones. 

4.- .Principales sistemas de representación.- Los principales 
.;;isumas de representaci6.n de que se vale la GEOMETHIA DESCRIPTIVA -

son: a) Sistema de Representación C6nico 0 Central, y b) Siste~a de 
Representaci6n Cilíndrico o Paralelo.-

En los pará~rafos si~uientes de este capitulo, muy !enérica­
!!l<:"nt;e se analiza.o 1os mencionados sistemas de representaci6n y los · 
distintos m6todos derivados de loe mismos.-

5.- Sistema de Repreaentac16n Cónico o Cegtral.- Sea (figura 
2) una !or11a (.cualesquiera ubicada en el espacio, donde taabi6n ae 
ha fijado el centro O de proyección y el plano 11 de proyecci6n.Unpu¡ 
~o A cualauiera de le !orma {., dada, proyectado sobre el plano 1f t nos 
d~ el punto A'. Efectuado el mismo procedimiento con todos loa pun -
tos de la !orllla ~ dada, . ee obtiene su proyeee16nl' sobre el pleno1" 
de proyecc16n.-

El sisteaa de repreaentaci6n 
empleado para proyectar en la fi!ll 
ra 2 le forma l dada sobre Y , ae -
llama c6nico, porque el centro de 

pro;yecci6n ;y loa ra7oa proyectan -
tea de.terai.oan una aupertieie de e1 
te tipo ( e611ica) • . !-b16n 11'maee 
central porque hay en 61· un centro 
de proyeec16n perfectaaente detin! 
do .7 ubicado en el espacio.-

- figura 2 - Se obae:tTa que en eate siete~ 
• la poaic16a relativa •Atre el c•adro• el ceavo de pro1ecci6n' la 

Blementoa y •i•tmna• de repre•entación 9 

uede ser cualesquiera. En efecto, en la figura ~ · ubicado ~l cen-
1'111~ ~~dar~ ección Y un cono C de vért.ice S sobre el plano • es posible 
~lar m~di~nte el procedimiento indicado, su im.agen -que re su~!ª uni ~on~ 

1 de ~értice s•- sobre el plano del cuadro, sin.:~mar en cons1 erac on a 
oaición relativa de los elementos de .representacion.-

- fi ; ura 3 -

sible hallar sobre un plano la ima-
En síntésie: geométricamente es po . l cio con sólo llevar la in-. i bicade en e espa . . d 

gen de una forma cualesqu era u da "no de los puntos de la figura ~ 
. , 1 yos formados por ca ~ 

terseccion de os ra d bre el plano del cuadro.-
da y el ojo del observa or , so 

•• el sistema de Representación Cóni­
Se concluye pudiéndose afc;~~~e;u:~ométrico de representación.-

ca o Central meramente . tiene 

. . '6 P repectiva.;,. Cuando en el Sistema de, 
6. - Sistema de 'Representaoi n en e l lementos ;de representacion. 

6 - ' i · central se coneid·eran os e · , l' c-Repreaentaci n Con co ~ lt l Método de Reprceentacion .en erepe 
en una posici6n cleter1111nada, reeu s e . ., 
tiva.-

. suponen ·apoyadas sobre un plano 
En este último sistema, lue .torm~a;: e( ue se llame plano del geo­

-~eneralmente hori~ontal- que· es la tie .d ryse s~tús frente a la forma y al 
aurtral. Por BU parte, el ojo del observai o se ubica entre la formo objeto y 

l Ue en coneecueno a, · plano del cuadro, ~. q • ·, · ·· 
el ojo del observador.-

l l plano del cua-ión del plano del geometra y e 
:Finalmente, la 1ntereecc · · · · óoli -

dro, el .quema línea de tierra o traza del cuadro, sim 
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· _zi\r:dose con la notación LT. El punto O ·que es centro de proyección -
·sé ·llama ahora punto de vista, y por último, la inters·ección del 

.cuadro y el plano que ·conti.ene al punto de vista, se llama linea de 
horizonte y se indica mediante la notación HH. 

figura 4 

En tales condicio ­
nes (figura 4), si un cono 

e de vértice s, apoyado 

sobre el plano a del geome­

tral se trata de repre­
sentar en Perspectiva, su 

imagen o proyección es la 
figura C' plana situada so­
bre el plano rr del cuadro y 
que se obtiene al hallar la 
intersección con és~e de 

los rayos proyectantes de ­
terminados por el punto o 
de vista con cada uno de los 
punto del cono C dado. En­

tonces: para hallar la imagen del vértice s bastará unirlo al punto 
o de vista, determinándose asi el rayo os proyectante, cuya 

intersección con el plano rr del cuadro nos .da la imagen S' buscada. 

Ahora bien, resulta conveniente saber que la línea de 
horizonte es la imagen o proyección sobre el cuadro de la recta 
impropia del geometral. 

En ef~cto: sea (figura 5) A un punto situado sobre la línea 
de tierra, su imagen A' resulta determinando el rayo proyectante y 
hallando su intersección con el plano rr del cuadro. Pero como en 

la posición indicada en la figura 5, el punto A dado se halla sobre 

la lí~ea de tierra -que es intersección de los planos del cuadro rr 
y geometral a-, su imagen A' coincide· con aquél. 

Si sobre al plano a del geometral y más alejado de la línea 
de tierra se considera el punto objetivo en nueva posición Al, 

obtenida determinando el rayo OAl proyectante y hallando su intersec­
.ción con al plano rr del cuadro; se· situará en éste a mayor distancia 

de ·1a línea de tierra. Repitiendo el procedimiento para una tercera 
posición, en A2, del punto objetivo -aún más alejada que la anterior 

sobre el ' plano a del geometral-, su imagen. A'2 se situará sobre el 

plano rr del cuadro y a mayor distancia aún de la linea de tierra. Si 
pensamos en el Aoc como punto objetivo, su imagen A'~ resulta 

Elementos y sistemas d• repre1entación 11 

r• proyectándolo desde O sobre llÍ es .. decir, será lri. intersección de OA_, pa­
lelR a AA , con1t",-

oo 

Repetido el procedimiento que se ncRbB de annlizar para un 
o B objetivo resul'ta que, cuando éste se sHún en el infini toi 

imttgen B'.., tA.mbién se si tún sobre la línen. de horj.zonte.-

segundo pun­
en B , eu .., 

Finalmente, como dos puntos determinan una recta, si sobre el plAno cJ.. 
del e;eometral se consideran las sucesivas posiciones -AB; A

1
B
1

; A
2

B
2

; A".o B..,-

d• lRs rectas que e~tos puntos determinan y se hallan sus imágenes- respec-
1vamente A• B'; A' Bi_; A;?2; A:.C, B.:.-, al considerar h recta A...,,B...,=a

00 
formada 

n el infinito del plano del geometr1ü, su imagen a' resu1 ta ser entonces 
l~ línea de ho~izonte, logr,ndose habe~ demostrado, en consecuencia, que la 
línen de horizonte es la imagen o proyección sobre el plano 11"' del · cO.nd_ro de 
l recta en el infinito del gcometral.-

En lo sucesivo, llamaremn!l indistintamente a los puntos Y rectas en el 
tnfinito, puntos y rectas impropias.-

L 

-L_ O 
t ---
J_ - --;.,j/ 

- - -1 -?v 
• 1 / - './¡¡ 

-¡ 
t 
1 

T 
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2.- Sistema de Representación Cilindrico o Paralelo. En 
el Sistema de Representación Cilindrico o Paralelo la imagen de una 

.forma cualqiiiera se obtiene de manera similar a la estudiada en el 
Sistema de Representación Cónico o Central (ver parágrafo 5) . 

En el Sistema de Repre­
sentación Cilindrico o Paralelo, el 

--

--

centro de proyección o punto de 
vista se sitúa en el infinito, es 
decir que, a diferencia del Sistema 
Cónico o Central donde éste es 
propio, resulta ahora impropio. 

-- -----

f igu;ra. 6 -

Sea (figura 6) una forma k 
cualquiera. Para proyectarla desde 
un punto impropio Ooc y sobre un 

plano 7t, bastará hallar las ~nter­
secciones con éste de las rectas 
determinadas por cada punto de la 

forma r y el centro de proyección o,,, ubicado en el infinito. 
Entonces: un punto cualquiera A de k se proyectará en A', ubicado 
sobre it'. 

Este sistema de representación justifica su denominación de 
cilíndrico, porque la superficie limitada por los rayos proyectantes 
es cilindrica; también llámase paralelo, porque los rayos proyec­
tantes son paralelos entre si. 

En el Sistema de Representación Cilíndrico o Paralelo se 
distinguen dos especies de proyección : 
que el rayo OooA proyectante (figura 

oblicua y ortogonal, según 
7 -a y b) sea oblicuo o 

perpendicular, respectivamente al plano 7t del cuadro. 

/ 
/ 

/ 

"A' 

-a-

/ 
/ 

/ 

- figura 7 -

~ 
1 
1 

tA 
1 

·l 
1:( 
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De las Tariantea indicadas, el Siat ... de Repr,sentac16n Ci­
lndrieo Ortogonal ea el •'• usado en la prletice 1 será el que de! 

arrollareaoa ·en el cureo.-

Refir16ndonoa eepecitieamente a ·eate tipo de repre~entaci6n 
observa que dado el punto A se deteraine tacilaente eu proyeeci6n 

A'; pero, en cambio, conocida la proyecci6n A' de un pu.nto este no -
ueda identificado pues todos los del rayo o~ proyectante tienen la 

1118118 imagen A', tal como se aprecia en la figura ?-b.-

Le soluci6n de esta indeterminaci6n da origen a los sistemas 
de represeDtsc16n que, en lineas generales, pasamos a estudiar.-

8.- Sistema de Pro:ecciones Acotadas.- En este sistema, dada 
la proJección A' de un punto A, éste queda ubicado agregando al pri­
mero '.lll número, llamado "cota", que expresa la distancia AA' le que se 

•ide en una cierta escala.-

1 ,. 
1 

-e-

1 

lA' 

- figura B -

-a- ·· 

• A' (3,oo) 

-b-

En la figura o-b, A'(3,0C) 
indica un punto A que se ~ncuen­
tra a 3 unidades u sobre el ple~ 
no 11' del cuadro, llamad.o .en este 
aisteme plano de comparación.-

En la figura 9-b se ha re -
presentado un cono apoyado sobre 

el plano 11' de colliparaci6n, de r! 
dio igual a 2 unidad e~ u y al tu-

re 5 unidades u.-

-b-
- .figura 9 ·· 
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.. , 9,., Siat™ l;k)!il,~ 0 Prs:.e~i~V~~- ~ u;;st~ • rllistei..-u~li-a 
. .. ,. AA'· & ... tre el punto A obj~tivo 3 su proy11teaión A _,queda ll.IB~ 

ct1s t800'48 • ~.... . 
. . -·d una nuevf:\ or0 -.ecc16n de aouil sobre t.ul 11ag\Uldc planoll" 2 f n1fica a por · - " -

· l l "" tal coao ·ae . apr~ia en la ti.gura 10. I.s exie -:>er;:>end.:icu ar a " l' . 
tcncia ~ del diedro recto de re!ere.ncia -!ormado por los pl&noe 7Y 1 Y 

al aisteaa de. pro¡ecci6n, el que taabién es co­~ 
2

_ ~e ds el no~bre 
nocidp , por el nonbre de su 

GE.-

A•r--- --~A 
1 1 
1 1 
1 ! 
1 1 
1 
J 

... ·ugu.ra 10 -

ereadot, ei JIUlt~tieo tranc•s G.lSP.iR MO! 

:s:n consecuencia l1D4 forma cuol, 
qui~ra tiene dos proyeceionss:hor1 

zontal, pri.aéra proyección o icnu­
grá:tica sobre el plan.o 71 1 , llamado, 
por tal raz6n, .plano hori:ontal,de 
primera pr~:rece1'6n, icil.ogr6f_ico o 
·planta, y vertical, segunda proy~ 
ción u orto~ática oobre el plano 
1f 2. llamado f entonces. plmo nr- . 
tical~ de segunda proyecci6n, ort~ 
grHico o eleYaci6n ~ -

En la !j_gura 10, ·dado el pun­

to A objetivo, A' :r A" son SllS pr~ 

yecc iones horizq¡ital y vertical, 
respectivamente.-

Dado que las dos pro;recciones encontra_das ·ae · hall&ll en pla -
nos diferentes, para -obtenerlas sobre uno s6lo -el plano del dibujo-. 

se realiza el giro de uno de ellos, por ejemplo el 1f i horizontal,en 
torno de le arista del die~o -llaaad!l linea .fundaae:Otal- '1 en el ee,e 
tido de giro de las agujas del reloj, .basta hecerlo .coincidir con el 
11

2 
vertical.- De esta .forma, la priJl.e;r.a proyecci6n A' del punto Ad! 

de gira, describiendo un arco de circunferencia con centro en A0 yr~ 

dio "oª' , pasando a una nueva posici6n (figura ll). -

' La aagnitud A
0

A' (figura ll-~) indica la d1'Jtancie que. tiene 
el punto A objetivo al pleno vertical, mientras que el aegaento A

0
A • 

pone en evidencia au altU.ra con respecto al pl~ ·horisontal.-

En la figura 11-b se ha represent.ado la !ig\2a 11-a pero en 
viets frentF.11. Se aprecia entonces le pri~ra pro¡e~éi6n J.' del. pmi­

to A objetive, bajó la lineo !wídamental, mientras que la a•~undspr~ 
jecci6n A n del mis.o. ubicase sobre _ A.fltea~ l"8go: ~fi: gitw al .pan-

11 .. anto• y •i•tamaa da rapraaenta9i6n 15 

A dado en el eapaci.o he;¡r qufl levantlill' el planort1 horizontal hasta 
oce!' lo perpendicular respecto del íl 2 vertical. El punto se ubica 

Yertical.-

una perpendicular por A' y e una altura A A" del plano 
· O 

-a-

----•A 
' 1 
1 
1 
1 

- figure ;1..1 -

A•' 
1 

' 1 
1 
1 
1 

1 

~A' 

-b-

Análogamente: si se cansid~ra una forma cualquiera del espa­
o -co~o ser un cono- (figura 12), situada sobre un plano ',l"hor1zo~ 
1 paralelo al f 1 de primera proyecci6n y ee la proyecta,resulta · . 
e: al proyectar horizontalmente la forma ob~~tiva, su vértic~ Sti~ 
au primera proyecci6n S' coincidente con la 1enografia 0 1 del ce~ 

ro O de la base, en tanto que su ortogratia ea un trián.;;ulo, porque 
l proyectarse su v6rtiee S sobre el plano71'2 vertical, se ob~ieneeJ 
u.oto S", en tanto que la circunferencia base lo hace según le recta 

A•B• , Por au parte, la circunferencia base del cono se p~oye_cta ort2 

6ticament• según u.ne circll.D,ferenciat que en la r ·1gura 12 se ve como 

lpae.-

En sintesis: en Sistema Monge la proyección de un cono, apoyado 
n un plano paralelo al 7t1 de primera proyección, es icnográficamente 

una circunferencia y ortográficamente un triángÚlo. 

Al girar el plano n1 sobre el n2 en la forma conocida, las 

oyecciones de la forma objetiva quedan tal como se aprecta en la figura 
12·b . 
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i' a" 
1 •· 1 1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 :4 A.,1 ª' - o º+ • 
1 1 1 

1 1 

L 1 1 

1 
1 1 

) le' 1 

1C 1 1 
1 
1 

Bt 1 

8' 

( 
O' 

-a-

- figura 12 -

10.- Sistema Axonométrico. Cuando se emplea él Sistema de Repre 
sentación Cónico o Central resulta posible individualizar de una fo;ma 
cualquiera sus tres dimensiones, pero existe dificultad para medir sus 
magnitu\ies, pues al obtener su imagen sobre el plano del cuadro, las 
magnitudes se deforman y, en definitiva, no son real~s.-

Elementos y aistamaa de representación 17 

Ad,. por ejigmplo, ri i consideramos un cono y halle::10~ ~ · j per~ 

pec.t iva ea posible individualiza.r S\AB ti'lls dimensiones pero existe di_ 

ficultad para determinar la verdadera magnitud del radio de su base o 

la altura. En efecto: observando la fotog:ra!ia de W1 cono -que en d~ 

finitiva representa su perspectiva- no resulta posible establecer ae 
ic.medisto el valor real o la verdadera magnitud del radio de su t•aec 

o la altura, aún cuando ee esté en condiciones de- apreciar la tridi ­

mensionalidad de la !orm.a. !o el Sistema Diédrico o de Mor.i.ge, por r:l 
contrario, si bien no es posible individualizar de inmediato l as di­

mensiones de Wl8 forma, hasta no realizar un proceso mental determi­
nedo , resulte !Acil, sin embsrgo·, obtener sus magnitudes reales. -

Se observe en s1nteaia que los sistemas de representación eY. 

plicados presentan ·dificultades, ya de visualización, ya de medid3 -

-que se a~rsvan cuando deben realizarse construcciones geo.métricas -

complicadas-; sin embargo, con cada una de las cualidades que poseeD 
los mismos, se ha ideado un nuevo sistema de representación, llamado 

de Proyecci6n Axonométrica (Axo!l°metría o Perspectiva Axonométrica), 
cuya etimologia .se 'comprende si nos atenemos a las raíces grie~as que 

lo forman (axo •eje; metro .. medida).-

Ie .Proyecci6n Axonométrica se un sistema u~ilizado para re -

presentar las · formas mediante una sola. proyección. I.e imagen obteni­

da muestra la forma real del cuerpo, e semejanza de ls perspectiva, 

pero simplifice comparativamente con esta última las operaciones pa­

ra medir.-

La representaci6n de las formas se vinculan 8 .tres ejes coor 

denadoe que• !orundo entre e! un triedro tri-re.ctángulo, individua­

lizanse con las notaciones 0x. o;, Oz 1 y determinándose tres planos: 

EOx, yOx, zOy, llaaados planos coordenados.-

Sea (!igura 13) un punto P cualquiera y un triedro tri-rec 

t6ngulo • .Proyectemos'ortogonalmente al conjunto d~~o sobre el plano 
i del CWldro; entono.es: los puntos en que las aristas d·el triedro -

cortan al cuadro -que llama111os X
0

, Y
0

, Z
0

- determinan el triángul o 

X
0

Y
0
Z

0 
de las trazas, mientras que las proyecciones de sus arista = -

ooo.Sti tuyen los eje
0

e · axonom,tr.icos. -

De esta 1!18nera el plano xOy intercede . al del cuadro sef>;ún una 

recta 1( 1 ; el plano xOz lo hace según u.ne nueva recta 1r2 ; y finalmente 

el yOz segÚD una ·tercer rect~ 71'7,' .sobre el pléno "'!/'del cuadro $e apr~ 

cia la proyecci6n ortogonal del' punto P ds<lo.-
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o 

~., . 

'.' ·. 

1 

f - -
.L----~- -­......... ..... 

....... , ........... 

- figura 13 -

Dados (figura 14) los ejes axonornétricos ox Oy oz 

co~o de vértice s apoyado en un plano paralelo al xoy ,' su ~roy:c~i~: 
s~ re los planos que _ ellos determinan permite obtener, sobre el xOy 
citado, una circunferencia -porque el centro e d l ·b . 
vé t . . . . e a ase y el 

rices del cono se confunden en un ' solo punto e - s 
. 1 = 1 - que al 

proyectarse ortogonalmente sobre el d 
los cua ro se ve elipse; y sobre 

planos zox y zoy, triángulos -porque la circunferencia base del 
cono se proyecta según una recta-, mientras que el . contorno d 
superficie lo hace según dos planos. e su 

Las proyecciones ortogonales del 
cono dado, sobre. los planos z)x y z)y, 
puntos c 2 , s 2 , y c 3 , 53 • 

centro o Y vértice s del 

respectivamente, son los 

de repreaentaoión 19 

- f 
. 1 
' / ......... 1 / 

'E{!) !I 

- figura 14 -

11.- Sistema de Perspectiva Cabo.11 erR..- r.a tridimensionalj.dad de una 
rnrm~ también es posibl~ observarla en · una sola proyección si se modifica 
¡,. posición del observA.dor, efectufindo de la -misma unn representación <>bli­
OUA,, en lugl'lr de ortogonal, como se hizo · en el sisteml\ de Perspectiva A7co­
no111~tricP.\, Eptonces (rfigura 15), los ejes Ox Y Oz se _. ~itdan ~otre eipl!, 

no del euadre, miPntr11s 1<ue el eje Oy lo ñnce oobro una nbl!cua Oy' in.r.11- ·' 

n11üs. Se aprecia ud&ia4 s que, con ~sr.ecto ol Siste?:lll A.xonC'l!létrico, s4' ha:t 

,·¡¡:-indo las uireccicr.c::i de proyecci6n.-

!lijar.os (figura 15) al pl3nO del papel coao cuadro; loa eje~ Ox 

y Oz SC! pt.•oyects.n coincidiendo con el cuadro y perpendiculorca entre d, y 

tl eje Oy lo intercep~ en el punto O; 1u~co serl necesario conoce~ la p.r_2 

yeccl6n Y' do otro ¡r..snto Y pertenec!~nte a Oy, puru determinar su proyec-­

cidr.. !~ta proyec:c16n "{• del punto Y t-1; inclinada, de acuol"'lo a la dir"c--­

e.l&n oblíc:Un con re:!lpEc ~o 111 cuo¡!ro que se odopte ptu·1t 11r~yecúir subre el · 

~ie:o (cu&dro) todoo lcD ·puntos del espacio, y entonceo, unidoa· l~s f\!U~no 

O• r• resulta·la proyrcc16n Oy' obl!1iw del eje 0-b- · 

Er. estao coml1c~ones, todo punto P d•l es}J6cio se pro~ct11, .. obre 

el plano'lf 2 del cusdr.i, en P2 ·y acg\fn una d1recc1dn . a~bitrar1e, 1ndjcado 

en l:.t fi,r-.ira 15 ¡icr un• rle™; pero coeo e ate. proyección no ba&tll pái·,, 4,! 

tel'lllinarle, oe a~rege la it19Scn P' da su pr~y~ce16n sobre un plano f 1 ho~ 

rizor.tal. A. au. ve?. la proyeccién d&l punt~ P elude r.obr·~ el J•l•rno ir~ l!d 

cu11Jdrc 1w obt)«mc por lii<'dio de loo •rgl'l!r,te>e l".!i, I'P 1 PzI'•(loa pric.c-J·ca 

s-s-al~1 on eitre o!}.-
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- figura 15 -

~n silltesis: para repreaentar al punto P se determ,,inan sus -

proyecciones P' y P2 , respectivamente aob.re el plano~ 1 horizontal y 
del cuadro ~ 2 ; trAzando luego por P' u.na paralela al eje Oy se detet 

mine un punto R, ai cortar la recta ·de intersecci6n de los planos 7f 1 
y rt 

2 
dados, cuya pe.rpendiculR.r a 1' l'en au intersecci6n con la traza­

da por P y paralela al eje oj • permite obtener el punto P", proyec -

ción del punto P d9do.-

z 

- figura ló -

•1 si~tema de proyecci6n em -
pleado . para representar en la !ig~ 

ra 15 al punto P se llama de Pro -
1ecci6n Oblicua· 'o Perspectiva Cab,2. 

llefa y su uso es ventajoso parar! 

preeentar formas geométric9a que -

X ' tiene.D arietes dil•igidas paralela­
. ..\---- -nte .a las de ...n triedro tri-rec-

tán~ulo. De allí que ·, en especial, 

se lv emplee PaT.a trazado de sóli-

dos g~ométricos, detalles constru~ 

ti.se.a (cornisas, piedras, uniones y 

ensambladuras, etc.) o piezas de -

aquina.-

Asi, por ejemplo (figura 16), si de un cono de vértice S se 

desea hallar su p:ro;recci6n oblicua, resu1 ta sobre el e,ie Ox ls pro -

yección dQl rodio circulo base; ·.sobre el. Oy lb pro.yecci6n del rBdio 

1"tcáuc.i.dg 1 sobre el Oz la p.ro.yeeció:n. de ' SU altura.-

Sistema de Proyección Diédrica o Monge 
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Capítulo 2 

Punto, Recta y Plano 

12~- Elementos de representación.- Los elementos de ré~res~ 
~1ci6n del Sistema Di6drico o de Monge son dos planos: uno horizo~ -

1, de primera'proyecc16n o 1cnogr6tico -ee simboliza con_ la nota -
160 7{ 1- y otro vertical - de segwtda pro~ecci6n u ortogdtico -se si,m 
oliza con la notaci6n 17'2-; ambos, perpendiculares entre si, ro~ 

diedro recto, cuya grieta es la linea de tierra o fundamental -se 
l•boliza con la liO~i6n ur.-

En consecuencia: dada una forma cualquiera resultan dos pro­
' cc ionee : horizontal, primera proJecci6n o icnogr&!ica -sobre elpl~ 
01' 1- y vertical, segunda proyecci6n u ortográfica .-sobre el plano -

f( 2·-

Tambi~n el . plano horizontal se llama planta . Y el verticalel! 
oi6n.-

13.- Representaci6n del punjo,- En Sistema Monge todo p"hto 
A del espacio se rrpresenta por dos proyecciones, A• '3 .A", respe ·:ti­

menta situadas sobre los plaaos horizontal y vertical (figura l? ) . 

Dado que las dos proyecciones A' y A" se hallan sit'Joda:= en 

anos dit~rentes, p~ra obtenerlae sobre uno s6lo -el plano ! el d i b~ 

, se real ha el giro de uno de ellos 1 por eje111pl~ d 'lf 1 norl z.on -
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tal, en torno de la linea fundallental 1 en el sentido de giro de las 
agujas del reloj, hasta hacerlo coincidir con el Tf 2 Yert1cal. De es­
ta forma (figura 17-b), la priaera proyecci6n A' del punto A dado g!, 
ra, describiendo un arco de c1rcunfer~c1a con centro en A0 1 radio­
A A' pasando a una nueva poaici6n.-

o ' . 

---, A •A• 
1 

1 1 
1 1 
1 

A.' l -w 1 
1 

L 

/!/ 
1 
1 
1 

/ 1 

AA' 

-a- -b-

- figura l? -

IAlego: la repreaentaci6n de un punto A cualesquiera •• real! 
za truando (figura 17-.b) un.a recta perpendicular a la linea funda -
mental 7 considerando -•obre la aieaa- sue pro7eocionea, A' 1 A". P~ 
·ra ubicar al punto A dado en el especie ae sabe que la magnitud A A" . o 
ind~ca su altura del plano horizontal, 1 el segmento A

0
A' au distan-

cia al plano vertical.-

14.- Poeioion•• particulares del punto.- !.n rigor {f1guralB­
a): se observa que los planoa7f 1 horizontal 71(

2 
vertical dividen el 

eapacio en cuatro regiones -llamadas cuadrantes- que se nwae:ran como 
indica la figura 18-b; pudiendo, en consecuencia, ubicarse el punto 
en cualesquieraa de las mismas.-

En la figura 18-b se ha dibujado un perfil de los planos de 
proyecci6n, 1/ 1 Y 1f 2 , traz&ndose . doa rectas perpendiculares cuya inte1 
secci6n -punto F- representa ia linea tf'undamental.-

Cuando el punto A dado se ubica en el primer cuadrante, sus 
proyecciones A' y A" se sitúan como lo indica la figura 19, en vista 
de perfil . Al abatir en el sentido de marcha de las agujas del relo j 

Punto, recta y p l ano ~5 

(sistema horario) al plano?( 1 horizontal hasta hacerlo coincic i r 

con eli 
2 

vertical, la primera proyecc16n A' del punto A tambil!n g i ­

ra describiendo u.n arco de circunferencia -con centro en F y radio 
Fa'-." ubic6ndose en nueva posici6n, sobre la perpendicular e la fun-

damental, trazada por A".-

B r-;,.. 
1 / 
1/ ,, 
A / 

/ · I 

,B' 
l 
1 
1 
1 e.._ ____ _ 

-a-

A 

JI I 
F ftt 

/ 1 1 

,, V j 
11 

-~ ... 
/ /} 

IV DI 

-b-

- figura 18 -

cuand6 el punto B dado se sitúa en el segundo cuadrante, sus 
proyecciones, B • y B", SP. sitúan como lo indica 111 figura 19. E!ec -

tuodo el abatimiento del plano7f 1 

"í 
8'' 8t"---- 8' ' ,,,- A 

A• -----, 1 / 

l/ 
; 

8' 

A' 

F 
1 A' 1f 

_,,,, 

1 
I 

/// 

horizontal, la proyecci6n B' del 
punto B dado gira describiendo un 

arco de circunferencia -con cen­
tro en l 1 radio FB'-, situ,ndo­
ae en nueva poeici6n -ahora eo -

bre la linea· !ll.Ddamental, aunque 
siempre sobre la perpendicular & 

ella trazada J>.Or B"_.. (figuras 18-

a y 19).-

Si el punto C dado se sitúa 

en el tercer c.u~rante, su~ pro­
yecciones, C' y ", se eitu9n c2 

- !igura 19 - mo lo indica 1 figura 20. Efec-
tuado el abatimiento del plano7!'1 horizontal, 1.11 proyecci6n C' C.el -
punto e dado gira describiendo un arco de circunferencia -co=1 centrú 
en F ~ r~dio FC'- situándose en nueva posici6D -tambi'n sobre la li­
nee fundamental, pero siempre sobre la perpendicular a ella tra:iade 
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Finalmente, s i el .punto D 
t~ , sus proyecciones, D' y D~, se 

C' I 
1 
1 
1 
1 

! 

I 
I 

/ 
/ 

/ 

1í' 
_,...,..- C'' 

F 

D' 

D' 

1, 
_,,/'. 1 

1 

o-------- C'" : 
D ---60 

- figura 20 -

/ 

dado se ubica en el cuarto cuadran 
eit6an como lo indica la figura 20, 

y abatido el plano1"1 horizontal, 
el punto D' • habiendo ·deacripto -
un arco de circun!erenciJt -con -
centro en F y radio PD 1 ~, se &! 
túa _ en nueva poaici6n -ahora deb,t 
jo de la linee fundamental, au¡ 
que siempre sobre la perpendicu­
lar a ella trazada por D"- (tig¡ 
~aa 18-a 1 2C).-

En vista de trente (trental) , 
las posiciones del punto trazadas 
para las figuras 18-a, ¡ _su.e c2 
rrespondientea de perfil, 19 y 20, 
se aprecian en la !i~a 21.-

Se induce ·-de observar la figura 21- que: la representec16n­
del punto en Siste~e Monge, ubicado en el primer y segundo cuadrantes, 
ea respectivamente inversa a su representaci-On en el tercer 1 cu81'to 
cuadrantes.-

e' 
T 8" 

,. 
1 1 
1 8'~ 

A' 1 1 
1 1 

' 
1 1 1 

1 1 1 

A.i - 1 c. 1 tJ. 
w o 1 ' 

w 

1 B. 1 
1 1 1 

1 - 1 
1 f P' 1 le' -1 jD' 1 

A',. 

- figura 21 -

En efecto: mientras pera el pri 111er cuedre.nte las proycccione:i: t . .Q 

rizontal y veriical del punto dado, respectivamente ee sitJon debajo Y 

9obr• la JÍ~ea fundamental; en el tercer cuad1~nte, aquélls lo hace no­

P~ - la mjania, . Y ésta bajo la fundamentnlJ es decir que a~bas 

Punt o, rocta y p l ano 27 

sor: inversas. !.n&logam~nte: l!!ientraª en el segundo cuadrante las pro 
yecc i ones : horizontal y vertical del punto dado , ae sitúan sobre l a~ 
l inea fundellle nt&i , i nversamente en e l cuarto c uadr ante lo hacen deb.?_ 
jo d e l a mis lll.a . -

Ll ,!l13ae bisector a l plano que divide los CU.51dr antes en par _ 
tes iguale s . Primer bisactor ea sl plano que divide loa cuadrantes _ 

priller o y tercero -opuestos entre si- en partes o eemiespacio~s igu~ 
les, y segundo bisector es el plano que divide loa cuadrantes Bégun­

do y cuar t o - t amb16n opuestos e~trQ si- en part~B o aemiaspacioes 
ig=lee. P.: p:::- ~ants:ws ;;l pur..to .;u.mido pe..:'·i;,¡,n.,ée al pi ano bisector . -

1 6' 
1 
1 
1 
1 

J' 

I 1 
I 1 

1 
1 / 

l/ H,r----- - ---

)) 
H~~-~~ 

- figura 22 -

Sea (figura 22) en vista de perfil un plaz:oo< 1 primer bisec­
tor al cual pertenece un punto E del primer cuadrante. Sus pro.vecci2 
a.ts ,E1 Y E",son iguales entre sí. Análo'gamente: &ea un plano ·:.< 

2 
se­

cundo bisector al cual pertenece un punto v del segundo c w.:dt"8 nte. -

Q8 proyecciones,G' y Gn , también s on iguales entre a i . Com~ er. el 

' •rcer Y cuarto cuadrantes -según se ha visto- la representaci u 1 del 

punto ea respectivamente -invers a a la· de loa cll'Bd:rantes p:rirner o y s:z 

tundo\ puntos H. e I de los bisect oresC\' 1 yq 2 -i·espec tiv<!:;;e n:e per t~ 
Atcientes a los cuadrantes tercero y cuarto~. tendrán .s us proyeccio-
ts H' , E" e I' _, I'' iguale¡,; entre sí..-
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Si en vista frental (figura 23) se considera la representa 
c16n d" le figura 22 surge que: cl.umdo el punto pertenece al pleno b_! 
sec~or, sus proyecciones -horizontel y vertical- se sitúan 8 igual 
distancia de la linea fundamental. En perticular para el plenoo( 2 S! 
gundo 'bisector resultan coincidentes (G:=G" e !SI").-

w 

1 

E'l 

G'. B" 
• 
1 
1 
1 
1 
1 

~I 
~, 

ffi 
- l 

1 
1 

1 
1 
1 
1 

Hot • 1 

1 
1 

' ' 1 
1 
1 

H1 l 

1 
1 
1 
1 
1 

! 
¡'e /" 

-

- figura 23 -

La representac16n en Sistellll5 Monge de un punto perteneciente 
al plano1(1 horizontal resulta -en icnogr•!is- coincidente con el mi! 
mo Y -en ortografía- perteneciente a la fundamental. En efecto: aea 

- figura 24 -

Y L" • en la !orlll8 indicad e. -

(figura 24) un punto K situado so 
bre el pl8no'T(1. de primera proyec= 
ci6n. S~ proyecc16n K' coincide -
con- ~l y K" sitúese en le fundameE_ 
tel.-

Anélogament6: la repre sente -
ción en Sistema Monge de un punto 
perteneciente si plano ÍÍ 2 ver ti -
cel resulta -en icnografía- si -
tuada en la fundemental y -en or­
tografía- coincidente con el mis 
mo~ E.n efecto: en la figura ·24, el 
punto L tiene sus proyecciones, L' 

Finalmente, la representación en Sistema Monge de un punto .K 

(figura 24), perteneciente a la linea fundamental, resulta con sus -
pro1eccionea, ' M' 'M", coincidentes ~ntre. si y con el pu.ato dado.-

Punto, recta y plano 29 

En la figura 25 ee considera la .representaci6n de la figura 

24 en vista trental.-

L"T 
1 
1 
1 
1 

- fi~a 25 -

1 
1 
1 
1 
1 1 

•K 

15.- Bepreeentac16n de la recta.- Sea (figura 26) una recta 
a del espacio. 'l'rácese un plano e< perpendicular al?( 1 horizontal que 
contenga a la recta a dada; será posible entonces obtener sobre7( 1 la 
proyecci6n a' icnogrlfica de la mismll. Análogamente, si se trazara un 
plano J3 perpendicular al 71 2 vertical y al que la recta a tambi~n pet_ 

teneciera, seria posible obten~r sobre "( 2 la proyecc i6n a" ortogr.á!.!, 

ca de ella.-

- figura 26 -

- figura 27 -

Se aprecia entonces que la 
proyección de una recta a dada, 
sobre el plano 7f 1 horizontal, es 
la 1ntersecei6n con 6ste del pl~ 
no~ proyeet8llte, determiriadopor 
aqu6lla y el ce.ntro de pro1ec 
ci6n; en tanto que, sobre el pl.! 
no7f' 2.. vertical., es le intersec -
ci6n con éste del plano Ji proye~ 
tant~, determinada por la recta 
a dada y el ce.n_tro de ptoyecci6n. 

Abatido .el plano..,,.. 1 de pri­
mera proyección, en torno de la 
linea fundRmental '1 en el senti­
do de marche de las agujas cfel r! 
loj, hasta que coincida con el -
plsno'J' 2 de sttgunda proyección, 
la r~cta se dispone en una poei~ 
ción tal como lo indice la figu­
ra 27, en vista trental.-
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16.- Condic16n de pertenencia de punto 1 recta.- De la !igu­
rs 26 •e obser7a que lss proyecciones: A' horizontal y A- verticaldt 
un punto A, perteneciente a la recta a, se sitúan sobre las hom6ni -
~es, s' 7 a•, de 6eta, }qego: la condición necesaria y su.!icie~te de 
pertenencia de pvnto 7 recta es que las_»ro7ecciones de aqú,l(punto) 
•e sitúe~ sob~e laa hom6nimas de fsta {recta).~ 

a·" ____y----
' ' 1 ' 

~ 
- figura 28 -

En consecu9ncia: ai sobre -
una recta a(a 1 , a " ) deseamos ubi 
car un punto e (.figura 28)' bae­

ta.rá que la icnograI1a C' de 61-
te se sitúe sobr~ a• 7 la orto -
grs!!a C" sobre a", pudiéndosela 
hallar en la 1ntersecci6n con a" 
de la perpendlcuiar s la !unds -
mental trazada desde e·.- . 

l?.- Rectai que 8e cor,an.- Dos rectas que se cortan determi 
nan un punto.-

Se~ (figura 29) a 1 b reetas que ae ccrtan en ~n puntoM y 

4e lea que pos e es l•a .P i ' " d y bn de e e m v ro1eec ones a • a e B, J b figura 
29-a).-

Sl~ndo M intersecci6n de las rectas a 7 b dadBs, pertenec~ a 

~stas; en ce;n:tecueneis~ sus proyecciones JI', M" se sitúan, por lo ; is 

~o ~n el parágre!o ·l6, sobre las hom6nimas de las . rectas dadas.- -

- ·~ 
~ 

.-e-

- figuro 29 ,. 

Punto, r ecta y plano 31 

Aei entonces (!i~ura 29-b), 11" ea interaecci6n de e" y b" .Si 

trazamos una perpendicular e la fundamental hasta eocontrer 8 

nogratia a' de a, es posible obtener la proyecci6n M' de M,por 
forzosamente debe pasar la icnografí~ b' d~ b, que _por no cum-· 
nin~e cond1c16n especial dibujamos en una direcci6n cualquie-

En consecuencia: dos rectas se cortan cuando la recta que une 
pWltos en que se cortan las proyecciones hom6nimas de las recta·B 
a resulta perpendicular e la linee fundamental.-

18.- Rectas plU'alelas.- Puede coneiderarse como caso partic~ 
del anterior; es decir el 11 ea 11

00
eiendo, en consecuencia, M~ 7 

1 por lo tanto, laa proyecciones hoa6n1aas resultan paralelas (f! 
• 30-b) .-

Al mismo resultado llegamos observ-ando la figure }O-a.-

L 
-a- -b-

- figura 30 -

19; _ Trazas de la recta.- La recta, considerada e 01110 e lemeD-
1eom•tr ico, es indefinida; en conaecuencis, toda recte del. espa -

o corta a los pleuos de proyecci6n -horizontal 1 Yertical-, resj>e~ 
••mente en dos puntos que ~individualizados con la notJci6n H8 1 Va 

1 une recta e.:.• se llaman trazas horizontal y ye·rtical de la mis-
'--

Luego : traza ~e una recta es el punto de intersecci6n de ella 

D los planos de proyecci6n.- -

En la figure 31 ee aprecia que la proyecei6n v• horizontalde 
Q 

traza V
8 

vertical de la recteª• se eitful en la intersecci6n con-
tundemen~el de su icnografia a•. Análogamente, la proyecci6n H; -

V r tical de la traza H
0 

hori zontal de la recta a, se sitúa en la 1o­
'ecc.ión co n l a f11nda11e11tal de su ortografie a" .-
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· ta frental, las proyecciones icnográficas y ortográficas 
En vis t. 1 de una 

H
" v" ) de las trazas Ha horizontal y Va ver 1ca 

(H'a, V'a Y a, a 
1 1'ndi'ca la figura 32. recta a, se aprecian como · o 

inmediato dos surgen de 

problemas fundamentales: 

1. dada .la recta a por sus proyec · 
ciones: a' icnográfica y a" orto · 
gráfica, hallar sus trazas: Ha ho · 

rizontal y Va vertical; 

2 .. dadas las trazas: Ha horizontal 

y Va vertical de la recta a, deter · 

minar sus proyecciones: a' icnográ · 

fica y a" ortográfica. 

Resolvamos el problema l. 

sean (figura 32) las proyecciones: 
a' icnográfica y a~ · ortográfica de 

la recta a. sus intersecciones con 
- figura ~1 · la fundamental respectivamente de · 

terminan la proyección V'a icnográfica de la traza Va vertical Y la 
'ó H" ortográfica de la traza Ha horizontal. Luego: trazando 

proyecc1 n a . con 
por V'a y H" a perpendi~ulares a la fundamental, sus intersecciones 

determinan las proyecciones V"a y H'a de las a" y a', respectivamente 

trazas buscadas. 

- figura 32 · 

Resol vamos el problema 2. Sean 

(figura 33) las trazas H'a horizon · 

tal y V" a vertical. Trazando por el las 

perpendiculares a la fundamental, r es · 
pectivamente sobre ésta se detenninan 
sus proyecci~nes H"a ortográfica Y V', 

icnográfica. Unidos H'a con V'a result 

la icnografia a' de la recta a buscada, 
mientras que su ortograf ia a" resul t 

de unir H"a con V"a· 

· figura 33 · 

l'Unto, recta y plano 33 

2C.- Posiciones particulares de la recta.-~ el espacio; la 
1 ~~a puede tener Wl6 serie de Oisiintee poe1c1onee, pero de el l ee y 
ntre otras, aolamente noe interesan las siguientes: 

horizontal. Se dice que la recta es horizontal cuando ee paralele 
al ~lano'í(1 de primera proyecci6n.-

Sea (!igure 34) .h una recta horizontal de proyecciónee h', b".-
Por eer la distancia de h al plano1r"1 de primera proyecci6n c0n& -

tente, eu ortograt1a ~" ea paralela a la linea !undamental. y en 
consecuencia: la recta h horizontal tiene su proyecci6n b" orto~! 

!ica peralela a la linea fundamental.-

t . , 
u•·----~~ ~.., ,, 1 

1 
w 

L 
-a- -V-

- figura 34 -

Para hallar les trazas -horizontal y vertical- de la recte h hori­
zontal, debe prolongarse su icnogre!Ía h' hasta cortar le · linee 
!undementel (figure 34). Con ello se determina le proyecci6n Vb hQ 
rizontel de b traza ih vertical. Su proyecci6n Vf; se obti~ne tre 
zendo por Vh une perpendicular a la fundamental y en su intersec -
c16n con b". Les proyecciones: horizontal Hh y vertical Hh de le 
trszci . Hh horizontal ee sitúan en el infinito (Rhoo, Hbx) p_or ser 
la recte h paralela el pleno'f"'1 ic~o~ráfico, dedo que ambos (recta 
y pleno) tienen un punto común en el infinito.-

b) rrentel. Se d1ce que 1111 recte es frentel cuando ·,· es par.alela el rlÉ 
no 'Ti' 2 de segunda proyecci6n.-
Sea (figura '5) ! una recte !rental de proyecciones!',!". Por -
eer le distancia de t el plano"lf'2 de segunde proyecc16n constante, 
su icnogre!ie f' es per~lele a le linee fundamental, y en conse 
cuencie: la recte ! !rentel tiene su proyecci6n f' icnográfica pa­
ralele a le linee 'tundanentel.-
Para ballar lee trazas -horizontal y vertical- de le recte ! tren­
tal, debe prolo.agaree e11 ortogrsfie t" haete cortar · la linea fun­
damental (!i!JUr.e 35). Con ello se 4eterm1na le proy.ecc16n 11¡ orts 
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gráfica de la traza Hr horizontal. Su proyecci6n H[ icnográfica se -
obtiene trazando por H[ una perpendicular a la rundaeental y en suia 
tersecc16n con r•. Las proyecciones: horizontal v¡ 1 vertical v¡ de ­
l!l traza Vr vertical se sitúan en el Ult1Dito (Vf<D' v;c:()> por serla 
recta t paralela al . plano7( 2 ortogr6tico, dado que aaboe {recta y pl! 
no) tienen wi P\U).to común en el iD.titdto.~ 

!~ 

1 
1 I 
1 f' V'fao H'' f º 

... . 
L -.b--a-

- tigura 35 -

e) de punta. Recta de punta •• aquella perpendicular al plano 71 2 de 
segunda pro7ecci6•·-

Sea ~figura 36) a(a' , •ª) UDa recta perpendicular al plano 712 de 
segunda proyecci6a; eu proyeoci6n a• Tertical se reduce a un pun­
to 1 la •' horizontal ea perpendicular a la tuoda11ental.-

L 

YJ 
m"•V,.. • v. 

r--
1 
1 
1 T 1 ----

-a-

m 
-ltm""' --

m· 
'6 -

" v.•/ Tm := m 
1 

l 
1 ... 
1 

' YT·l 
t u·' 

"'7\• 

Para hallar las trazaa -horizontal 1 vertical- de .la recta a de -
Punta, coao la aisma corta al pl&Ao1f2 ortográfico en un punto c1 
incidente con su proyecéi6n •"·, la traza V vertical_ y su ortogra 
tia v; coinciden con 6ata; mientras que, p:r ser la distancia- de­
• al plano 1f I icnográfico constante, su traza H horizontal 1 su 
proyección H~ icnográfica, se sitúan en el 1nr1:ito. P'inalmentet 
l:aa proyeccio~s V~ y H; coin.cidentea, se sitúan en ltt intersec .. 
ción de m' y la rundamental.-

) 

Punto, recta y plano 35 

d) vertical. a .. ~ nrtieal es aquella perpe-Ai l uu cu ar al planof¡ de 
primera Pl'OJ'90016n.-

Bea . (tig~e ~) n(n • • n") ·una recta perpendiclllar al plano 11' de 
primera pro79coi6n; au proyecc16n n' horizontal se reduce 8 tn _ 
punto 1 la n" vertical es perpendicular a la fundamental.-

f Y.too 
,, 

K..,, t 

I" 
n" 

T 
w w 

1 

Ji,n'!!:H;, 
L 

-e- -b-
- figura -,7 -

Para hallar las trasas -horizontal ' vertical- de la recta n de 
pa.nta, como la aiaaa corta · al plano'f 1 icnográfico en un punto ca 
incidente oon eu proyeec16n n•, la traza H horizontal y su icn; 
gratis R~'ooinci4en con 6sta;- mientras que~ por ser la diatsnci; 
de n al plano-K 2 ortogrifico constante, au trua v vertical y su 
pro79cci6n V~ ortogrltica, se sitúan en el intiAit~. Finalmente, 
lee pro7eccionea H~ 1 V~ coincidentes, ee sit6an en la intersec­
oi6n de n~ 1 la 11.uea 'tundaaental.-

1) paralela a la linea f11.Ddaaental. Se dice (ligara :58) que lP rec­
ta r ea paralela a la l{ne~ fundamental, cuando eua proyecciones 
r• .bori•ontal y r•Yertical taabi6n lo son.-

-·- - figure 38 -

1 
1. 
1 
1 
1 

e" 

r' 

-b-

Coao la reota r dada ea paralela a la linea fWldamental y, enco~ 
aecuenoia,a loa planoa de pro~ecci6n, sus trasae: 8r borizontal1 
Vr Yertical son pun•o• iapropioa, ubicindoee en el infinito.-

f 
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Ls 11oci6n de la posici6n de ls recte r, paralela a la linee 
fundamental, ae adquiere en el espacio, si se considera sobre un Pl! 
no perpendicular sl del papd por r", una dif!tand.a igual a la que 

e1'iste entre 1'' 1 la linea tundemental.-

') de per!il. Le recta . de perfil quede dete:minada por sus dos pro• 
yecciones, perpendiculares a la linea fundamental, y l8S de dca 
de sus puntos.-

En efecto (figura · 39): todas lee r.ectas contenidas en el plano 
9royectante de P'. t1enen las mismas proyecciones p' 1 p"; en eo~-

' ~ecuencie pare individualizarle elegimo9 dos de suo puntos, el -
A(A', A•) 1 B(B', .O"), por eje:cplo.-

- ~ -

- !igura 39 -

~ ''t f)' 

,.; 
"º :e.. 

j 
pj 

11 
p' 

Las trazas Hp horiaóntal y Vp ver~ical de una recta p de per!i1 1 

slguieado el razonsmiento ccnoc ido, resultan indeterminadas. Káa 
adelente se ezplicari oomo hallarlas.-

21.- Repreaentac16n del plano.- La geometría nos enseña que 
un rleno e•t' definido por dos rectas que se cortan (concurrentes o 
pareleles)¡ por ~ .recta 1 un punto, o bien por tree puntos. Esta~ 
dir~rentee forma• de determinar . u.a plano ee redu~en !Acilmente a la 
fl"imera.-

!n Geo~etrie Descript~va, un pleno eerf ,en consecuencia, l'! 
presen.tedC? por las proyeccicnea .de dos rectas que se cortan, las ·-
4(4'. •") 1 b(b'. b"), t'al como se aprecio en la figura 40,-

) 

- figura 40 -

l 
-a-
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~aman trazas (f ig~~ ~l 

de un plano la!_!ec tes ª!.~ las 
cuales el plano corta e los de -
proy_!cc i 6n: 11" i. horizontal y 7' 2 -
nrtical. En coosecu.encie .:las dr>s 
truaa- -lac(1 horizontal y la-.fl(

2 
Yertical-, ae encuentran en le -
linea fundamental, en O, que en 
detinitin ea el coaún a les dos 
rectes que define~ dicho pleno : 

le q 1 (e( i '~ 2) Y le q 2( ~ 2 '~ 2). · 

mr 

- figura 41 -

11 . I 
l(f :;!! -<2 

w 

f32.- Condic16n de pertepencia de recta l plano.- Sea (figura 
~)una' recta a(a', a") del plano o( (c( 1 ," 2 ). X. interaecci6n de a -
oon el plano11 icnogr6!1co determina la posici6n de la traza Ha ho­
risontal de la recte, mientras que au 1ntersecc16n con el plano 7' 2 º! 
togr6!ico lo hace respecto de la traza V

8 
nr t ical. Pero, por ser las 

trazas o{ 1 horizontal ye/. 2 Yertical del plano " 1nterHcci6n con los 
planos, -t 1 YT 2 , de proyecci6n, el punto H

8 
se eití<ie sobre~ 1 mieo -

trae que V 
8 

lo hace a obre e( 2.-

IAlego: la oondici6n ~eceaeria 1 au!iciente de pertenencia de -- . ---recta 1 plano ee que~ laa trazas je equ6lla se ait~rir--

•ae ho116n.iue de 6ste .- -------~ 

En vista de frente, la !igura 42-b ezpreaa cuando hemos di -
cho .• -

Itesultan de int&r'8, por s u aplicación ulterior, l a represe!). 
taci6u de l-as horizontales , trental es y de máxime pendiente d~l plo- . 
no.-
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- a -
- figura 42 -

11 / 

Va./ 

/ 

/ 

- b -

/ 

o( 2. 
/ 

a) hori&ontal. Sea (figura 43) un plano d. (ot 1 ,c{ 2 ) en el que ubicar! 
l ui La ortografía h" debe ser parale mas una horizontal h cua q era. 

,, 
H¡,_ 

- figura 43 -

la a la linea !undamental (ver P.! 
r'gra!o 20-a) y,por pertenecer al 
pleno~ dado,la traza vh de h d! 
be estar sobre la hom6niaa e( 2 de 
aqu61. La icnografía h' pasar' -
por Vh y sed paralela a q l'puea, 
siendo b una horizontal, au in -
terseee16n con el plano 71' 1 de pr1 
mera proyecei6n ea 1.llpropia 7 e¡ 
contrar' aq 1 en el infinito.-

Se han deterainado lea pro­
yecciones b' y h" de la horizon­
tal h del plano e( .-

•) rrental. sea (figura 44) uh plano <'( (e( 1 .~ 2) en el que ubieareaoa 
u.na frental. t cualquiera. Le icnogratia t• debe •er paralela a la 
lin~a fundamental (ver parágrafo 20-b) y, por pertenecer al plano 
<{ . dado, la 1'.raza H} de f debe estar sobre la hó116nilla a( 1 de aqu61. 
L8 orto~ra!ie f" pasará por·H¡ y ser! paralela• e{ 2 , pues,siendo 
runa trental, su intersecci6n con el plano72 de segunda proyec­
ción e~ i~propia y encontrar6 a ol,. 2 en el infinito.-
Se han determinado las proyeccicnes t• 1 t" de la !rental ! del -
planc. °" . -

) 
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máxima pendiente. Se llamen rectas de máxima pendiente e bien, 
wí~ sirnplernante, rectas de pendiente de un plano,. las rectas del 
mi amo que forman el mayor ángulo posible con el plano 71' 

1 
hodzo.!! 

\;111. -

\ 1 
1 

\ 1 
, , 1 

1 f' !f Lc.--...:.. __ ~~. 
\~ 

Se demuestra en geometri¡ -
que laa rectas de pendiente son 
norm~les a las horizontales del 

en la proyección b'orizontal. -

Siendo la traza de un plan~, 
una horizontal del mismo, la de 
máxima pendiente le resulta tam­
bi~n perpendicular.-

De las infinitas rectas de 
- figura 44 - pendiente, todas paralelas ent~e 

i, en la figura A5, se ha dibujado una de ellas, la m(m', m" ), -

onde la prÓyecci6n lll' icnográfica ea perpendicular a la trazad 
1 l plano e(, (~ 1 ,d. 

2
).-

/ 
/ 

- fi~ttra 45 -

De lo dicho y de la observ~ 
ci6n de la figura an~erior pode­
mos decir que: una recta de pen­
diente es ouficiente para deter­
minar un plano.-

En la fi6Ura 46-a,b,cy d se 
ha representado una recta e (e' , 

e") cualquiera,_ una horizonte l . 
h(h 1 

' h".)' 1.Ulll r~ental f(f 1 t f") 

y una de ¡¡¡áxima m(m • , m") de un 
cierto plano o( cuando éste ne d11 

en .su forma genérica, ea de:cir - , 
por dos rectas a(a•·,a") yb(b', 

b") que se .cortan en un punto -
M(llt' 1 M").-

111 fjt,'1l:ra 46-c. Dl dibuj in· Jn proyección e' y e~t3 r c conLeni da ' 'n el 

no"' (a,b),·. ~\Jedan detennir;Ud!ls 'lilS rroyeccionl's!:• y P'. Por lH: r: c ­

n 11: de punto Y. recta rtu:lt!ln l'i" y f", y conci¿;;uicr.tc11c1:1.f· Ja proy1c-
n C" ,-

) 
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Para la horizontal h de la figura 46-b se proced n igual 

forma dibujando en primer lugar la proyección h", paralela a la linea 
fundamental, y al obtener N" y P", también por pertenencia de punto y 
recta, quedan fijados N' y P' que unidos dan la proyección h'. 

Excusamos la explicación para el frental (figura 46-c), pues 

se repite lo explicado anteriormente. 

-4-

k' 

.,. 
- e -

- figura% -

E%i c~an~o a la rec~a de pendiente (tigu.l'a 46-d), bastarl di­
bujar en priaer lugar una horizontal cualquiera, la b(h' • h"), 1 lue 
go la pro1.cei6n •' ·normal a h'. En ortogra!ia a" paH por I" 1 11" .: 

2~.- Cond1ei6n de pertenencia de punto l plano.~ Sea (figura 
47-a) una recta a(e', a") perteneciente a un pleno o( (a1 ,« 2). Cona! 
dérese sobre la recta a dada un punto P;- su pro:yecc16n P' horizontal 
se sit6e sobre la icnogre!ie a' de la recta a, mientras que la orto­
gra!ia P" lo hace sobre' la ho116n1ma a" de a .. Es .evidente que, en es­
tas condiciones, el punto P considerado pertenece al plano o( dado, -

) 
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Resolvrunoa el siguiente proble?.ta: dad.o (figu:ra 47-b) Wl ph­

(ri 
1 

,<X 
2

) y ullB di' las proyecciones de un pWlto P que le perten! 

llar la otra proyecci6n.-

Sea en f'igu:ra la proyección P' la conocid11; be.stars trazar -
eta cualquiera del pleno~ , la a' que pese por P'. Por condi­

de pertenencia de recte y plano,los puntos H~ y V~, permiten op 
R~ y v; respectivamente, que unidos dibujan le pro;vecci6n a'' or_ 

Atica de e. Por condición de pertenencia de punto y recta, e) P" 
o." -;; 1.::. ;e:r.pe~di~•ll•n· a la linea fundamental levantada 

figura 47 -

Por ser más cómodo, este problema se res~elve lwbitualmeute 

ll1zando una horizontal h o une frental f del plano~ dado.-

- figura 48 -

En la !igu.ra 48 se ha em -
pleado una horizontal h: fijad~ 
P', se traza h .' parare1a · e~ 1 , c1.1.­
ya intersecci6o con is fundamen­
tal da Vb y, · 'por consiguiente, la 

traza Vh resulte inmediata. Por 
este últ,i•o punto se treze lli k!T,2 

yecc;i6n .h" ,_paralela e la. linea -
fundamental, sobre la cual deteL 
minamos el P" buscaOo,en la per­

pendic•.llar a la fundat:11ent3l le -

vanteda desde P'.-



- figura 49 -

E'.c:. lo.:i fi f's'Ul'!í 1.·9 L1 l ' M.1PlG~1 

do .una freutal f: fijad~ P'" , ei a 

tEBH f" paralele iil e( 2 ? ouya in­

t0raecci6n con la tu.n.04~~ntal de 
H~ y, por conaiguhnt;:,b tra!H -

H} resulte 1naedieta4 Por eate ú! 
timo punto se traz& la proyecci6n 
r• , paralel•. la linea fundem~­
tal , sobre la cual d@tm:~1ZU30S ~ l 

P' bu.scsdo, en le perpendic u.l~ 3 

. :!.~ !1.l!!.r!!'l!l!'i':t\~~ l 1111,,.~~tJ11da dG8dl1t F". 

24.- Poeioion•• particulares del pleno.- Bl plano adopta enel 

espacio y con respecto a los de proyecci6n, diversas posiciones partie¡ ) 
lares que, entre otras, son les aiguientes: 

8 ) hor ii.ontal. El ·plano horizontal es paralelo al plano 1' 1 icnogr6tioo, 

Sea (figura 50) .el plano T horizontal; su traza r 2 ea paralela a l • 
linea fundamental y su trar.a !'1 es impropia, por Hr '1' un plano par 
lelo al -t 1 de priaera proyecci6n. En consecuencia.: si un plano 'I ea 
boritontal, su traza d'¿ vertical es paralela a la linea !undaaental 

y su traza 7 1 es impropia.-

--
L 

-a-
- figura 50 -

' ' !A' 
-1>-

-
Todo punto .O.(A • , A") del plano 7' hori&ontal tiene su proyecci6n .A" 

sobre la traza '1' 2 del miamo y su proyecc16n A• sobre la perpendicu 
lar e le l{nea tunduental, · bajada deade J." ., en el plano 71 1 icno 
rico (figura 50).-

-b) frental. Bl plano !rental es paral,elo al pl8llo7'2 ortogrA!i .-
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Sea (figura 51) el plano h trental; su traza b 1 es paraleló a 

f11nds111utel y su trau 6 2 es i11prupia, por ser ~ un plano pa­

l o al 1( 2 de seguodn proyecci6n. En eonsec11encia: si un plano ó es 

nt l, eu traza 6 1 horizontal es paralela a la linea fundamental y su 

u b 2 es impropia.-

• 
---- ~A 

-a-

- figura 51 -

1 

&4 A' - ----..! - ----

-b-

Todo punto A(A ' , A") del plano~ frental tiene su pro;yecci6n 
1 1obre la traza 6

1 
del mismo y su proyección A" sobre la perpendicu-

r a la fundamental, levantada desde A', en el plano 11' 2 ortográf i'.co. -

proyectante·, El plano proyect:intc aa aquel que tiene una cualquiera 
de eua trazas perpendiculares a la lineo fundamental.-

a .. (figura 52) el plano é proyectanr-e sobre el icnogr6!1co, es de­

cir tal que au traza é. 2 vertical sea perpendic11lar a la linea fund.! 
aental; su traza(. 1 horizontal entonces adopta una pos1ci6n erbitr~ 

ria con respecto a aquella.-

lf,.'l 

1 h IL' -f-y h...;__ _____ _ 
/ 

A' 
1 . 

l. 
1 

A. , 
• -rm 

-a- -b-

- tigur& 52 -
b la figura 52 se aprecia q1.1e el punto A(A', A") pertenece al pl8-

no6 proy•ctsnte sobre el icnogr6!1co, habiéndose utilizado el pro-
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cacl.i;:;.¡iento e~pli!iado an l!l l pal'~~.A'.'2fo 2~ p~;:s la figure il-8.-

Ses {figm•s 5') el ph::.o Á pl'oysctaLJtl? sob!'e e'l ortogTé!ico ; 
es decir tal que au. trs~a Á 1 horissontal a~!'l pO)rp-12nd1.cular a la linee 

!unda:nentel; su t-rasa Á 2 vi!rtieal entoza-:es adopta una posici6n arbi­

~rar ia con respecto a aquélla .-

:mr 

' ' 1 

IH. i, A' ____ , ____ ( 
1 

i At 
-a- -o-

- figura 5' -
Las proyecciones de un punto A(.l' , .l") cualesquiera H ubi -

can asi: elegida arbitráriamente la icnogratia .l' del mismo, es neo! 
serio considerar una recta ! trantal por A, para sit\1111' la proyec -
c16o A" ortográfica del punto A.-

Entonces: !' pasa por A' y es paralela a la linea tundamen -
tal, determinando en su intersecci6n con la traza ~l el punto Hr~ o~ 

18 ortogra!i~ H! se sitúa sobre la fundamental. Coincidiendo HfBr . Y 
A 2 por ser perpeodiculares a la fundamental, la ortograt1a A" del -
punto A se sitúa sobre la traza~ 2 del plano f. proyectante y en la -
perpendicular a la fundamental, levantada desde A'¡ pues, coincidi~ 
do H[ 1 O, al tener que trazar una pa:ralda a,~ 2 pera ubicar f", ea 

evidente que t" y J.. 2 tambilm deben coincidir.-

Los planos proyectantes, ya sean sobre el icnogr~icó l t o 
sobre el ortográfico Á • se emplean con treeueocia pues lae proyec -
ciones sobre tales planos de elementos geom6tricos contenidos en loa 
pri~eros se reducen a rectas, simplificando los trazados como luego 
se Yer6.-

d) paralelo a la linea tund8111ental. Bl plano par.alelo a la linea tu¡ 
de.:iental tiene eus trazas -borisontal y .yertical- tsmb16n parale­
las a la ais11a.-

Sea (figura 54) el planojJ paralelo a la linea fundamental; 
ua trazas: f 1 horizontal 1.9 2 'Hrtical taabién aon paraJ.el:as a la 

lnea fundamental 1 1 en el caso particular de Que sus distancias 8 

eta linea sean iguales, el pleno~ congiderado tiene una inclina-
c1 6n de 45º . con respecto a los de proyección.-

V~ ---------- -J2. 
: An 

~¡-J~ 
. o. 

-a- -b-
- figura 54 -

Lea pro:yecciontJs de un punto A(A', A") del1plano ,9 paralelo 
a la linea fundamental, ae ubican aai: elegida arbitra~iamente una 

ueleequiera de aus proyecciones -por ejemplo la icnogrtica A'-, d! 
• trazarse una recta a auxiliar que lo contenga, para situar entoa 
•• la otra pro:yecci6n (en nuestro caso la or1;ogrática !").-

Entonces: A• pertenece a a• ,que en au ioteraecci6n con¡ 1 d~ 

raina B~ en tanto que al hacer lo con la tunduental da V~ • 1'l'ase -

o• a: 1 v;, 1 unid.o• realllta •"• donde •• sit6.a .l", en la perpend1 
~lar a la fundamental levantada desde .A·.~ · 

) de perfil. :11 plano de perfil ea perpendicular . a loe de proyec -
c16n.-
8ea (figura 55) el plano w de perfil; aua.-•iaaes u>1 -,cJ2 son en­
tonces perpeodiolllaret a la linee .. fundamental.-

Para situar UA p·wato .t(.l' , 1•) no .. poll.ible utilizar lo• proce -
diaientoa conocidoe, dado que la• rectaa del plano de perfil ii,! 
raen 8119 pro7.ccio~• oo1Dc1d.ate•. •1.Do que •• neoeaario eap~·~~· 
oo.o eleaeoto awd.liar de retereacia,•l teroer plano de p»oyec -
e16n (Yer periigrat~ 25).• 

., .. 
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-a-

- figure 55 -

f) que contiene a la linea fundamental. Sea (figura 56) el plano tJ' 
que- contiene a . la linea fundamental; sus trazas: gi1 horizontal 1 

ij
2 

verl;ical son coincidentes con la misma.-

rn 

-a-
- figura 56 -

T 
' 1 

A 1 

no 6 

A'' 

1 

1 
1 
¿A' 

-b-

Para definir este plano en el espacio ea necesario considerar las 
proyecciones A• , A" de un punto A del aismo, porque un plano que­
da determinado cuando se conoce un.a rec~a 1 un punto del aismoque 
no pertenece a aquélla.-

25.- Plano de tercera proxección.- En algunos casos resultan 
insuficientes las dos proyecciones bast.a ahora conocidas para deter­
~iDBr todos los elementos geométricos de una forma cualqu~era, en cy 
¡o caso se recurre a un nuevo plano de proyección -plano de tercera 
proyección- que se elige nor~al a la linea · funaamental resultando,en 
contecuencia, un plano de- ~erfil....; 
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Sea (figlll'.8 5?) un punto .A, ubicado en el pr1aer cuadrante y 

thrido a los plano•-'( 1 icnogl'á!1cC) yi 2 ortográfico¡ tendrá dot1 -
ro1ecctonea: A' eob1'9'1' 1 1 A" so~r•11' 2·-

1 / ¡,¿: __ _ o 
A' 

- figura 57. -

Cone1dbeee u.n p~ano'I' ~ .de 
tercere pro1ecci60 ¡ entone ea el 

punto A ciado tendr6 sobre el mis 
ao una tercera proyecc16n A" .•. -

108 
BUS 

con 
nee 

S1 caao es ue11&l se abaten 
plano• '1f. 1 1-rt ~ en torno 11 

reapectivaa interseccione) 
el plano 1f 2 • las proyecci~ 
del punto .A dedo describen 

arcos de circunterencia,con ce~ 
tros en !

0 
1 •:y radios A

0
A' y 

A~A '" (figura 58), pea ando a oc.!: 
Plll' nuttee posiciones.- · 

En la figura 58-b-. ba .repreaentado en vista de trente ·1aa 
H proyeccionee (A• , A" , A'") del punto .A dedo· 1 el plano 1f ~ de 

rcera proyecci6n.-

\ 1 

\. 1 

~ 
A' 

·-·-

H A"' ~-::"f . 
-- 1 

1 
1 

.. figura 56 -

~ ~ 
A" A; A" 
t""----- ---~ 

1 1 
1 1 

1Ao o ' 
1 1 A' 
1 -¡ o 
1 / / . 

b------ _,,,. .. 
A.' A' . 

'O 

71', .. 

-b-

En definitiva: la tercera pro;ye ·~ció.o. ;.''' del punto A dado 
ubica sobre u.na ·par•l•la a la linea !unda•ental,quie pesa por An, 

a un.e distancie !ªA"' del éJ'e de giro,igual al alejamiento .A 0 A' o 
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1 gr Jticamente ee obtiene pro1ectando ·A' en A~ 1 girando de A,1 qve .. 
. o ,, en el sentido contrario a lee agujas del reloj,-con centro en tú 

d . OA' ~aste encontrar a le linea fundamental. La perpendi-con re io 0 u . . 

cular 8 la linea tundamental,en eu 1nt_eraecci6n con la paralela a 

el¡a,.nos da el pWltO A•' (figura 59).-

112 

l 
A• jA• A .. 
9-------- ----, 
i 1 1 
• • 1 

1 1 o 1 

Ao t f f A'= 

' / 
A'~- - -:Á'"" 

i 
r; 

- figura 59 • 

I 

Dado que el plano de ter­

cera pro7ecc16n ea uno cual 
quiere de perfil, podemos pen­
sarlo pasando por el punto A -
(figura 60) ... 

:lntonc ea: reiterando el r!. 
zonamiento anterior (figuras 58 
1 '°9) las proyecciones (A' , A", 
A'") del punto .A dado novarían , 
pero al abatir loe planos .Y 1 de 
primera y 1(' tercera proyecc16n 
en torno a aue respectivas in -
tereecciones con el plano11' 2 de 
aeguode proyección y hasta co1¡ 
cidir con ¡1, el centro de giro 
ea,abora, directamente el punto 

J.
0 

(figura 60 - b y e). -

Todo cuanto se ha dicho (figuras 57 a 60) se relaciona con 
puntos situados en el primer cuadrante.-

Cuando (figura 61) el punto B se sitúa en el eegundo cuadra!: 
te, aus dos primeraa proyecciones (B', B~) se ·ubican sobre le linea 
!undaaental (perigrato 14 - !igura 19) y la tercera B" ',lo bace sobr e 
la perpeadicular a la treza 1( 2 vertical del plano 'f( ~ de tercera_ pro­
yecci6n,levantada desde B" y a le distancia B

0
B'. de la misma (traza) , 

Como ua proyecciones de puntos situados en el tercer 1 cuar. 
to cuadrantes aon respecti:vamente inversas a las aisua del primer y 

segundo cuadrantea; si sé considera al pl&D'to C del tercer cuadrante, 

su representac16n se aprecia en la figura 62; !inal•ente la represea 
taci6n del punto D del cuarto cuadrante ae ba realizado en la tigure 
6~.-

Observando la• figuras 57 a &3 iaclusive ae aprecia que el -
sentido de giro .. del plano 7t 3 de tercer. pro7ecci6n eie.mp¡-e a.s el nii! 
mo y contrari o al de marcha de agujas del reloj.-

-a- · 

1i A ... 1i 
A'' •--'--"i 

1 
1 

Ao 1 
2 

'A' 
I 

A'. 
./ .,, _ ... 

,_ 

1i 

-b-
- tigu.ra 60 -
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r 
.w 1 

2 
¡ //1 A o-----oA 

1 : . ' 

Ao 1 
O e ::e: 
¡ / A' 
' / 

A'L-/. 
ltt 
- e-

Coao ejercicio de aplicaci6n,e~ploando el plano de tercera 
ecci6n,reaol-..remoa la ubicación de un punto sobre una recta de 

11° 1 la deterlliDac16n de sus trazas, probleaa que había quedado 
lcta de reaeluc16n (ver parágrafo 24) .- . 

m 

ª~--:1~ 
l_,~8'. 
~ 1 
A • 

8' 14 , . 

::;¡ 



50 Geometria Deaoriptiva 

Sea (figura 64) une recta p de perfil, dada por aua proyec -
ciones p' icnográfica 1 p" ortogr6t1ca~y deterai.Dada por loa punto• 
A (A •• A" ; 1 B( B' ' B·). Sea e" la ortogratia de un punto e c~lquier• 
de la recta p de per!il dada 1 trate•o• de deterainar la icnogratia 
e• correspondiente del mismo.-

W · 

e,,, ; 1 CN 
o-- - -<> 

Tz 

figul'a 62 

Para ello, ea necesario utiliaar el plano t ~ 4e tercera pro­
yeeci6n, ·iado por · sus trazas 'f' 1 horizontal y 712 Yertical, y hallar,19 
t>re el mismo,las proyecciones A"'• B"' y e•• de los pu.ntoe .l, B )' C 
dados.-

mr 

~o' 1, . / 

O't-'~ : 
1 

11' 1 ºNI 
O t---o 

w 

- figura 6' -
La pr(Q'ecci6n A"' del punto A se sit6a en la 1ntersecci6n dt 

le perpendicular e la traze 71 2 vertical levantada por A" '1 a la die· 
~ancia OA' de la m.iama.-

An.6logomente, la proyecci6n B" • del punto B ae sitúa en la 1¡ 
tersecci6n de la perpendicular a la traza'Jr' Yertical leYantade por 
B

• . . 2 
Y a la distancia OB' de la misma.-

Unidos loa puntos A"' y B"' es posible obtener entonce• la 
proyección P"' de la recta p de pertil y COllO el PWltO C pertenece a 
ella, su tercera proyección C"' ee deterain.a .en la inter•ecci6n con 
p•• de la horizontal que pesa por C".-
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linalmente C' ae obtiene siguiendo el ~aJILi.no inYerao del uti 
clo para A•• 6 B"', ea decir bajaodo por C"' la perpendicular a la 

f' 1 Ji 
. e• 

----L----------- . 
1 
t 8"' 

- ·-- -!---~---
' 1 

1 A'" 
A# - --,-,~/i 

o 1> 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
o 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
o w 

1 1 f 

A' - --1~-/ / / 
's: ,,./ / 

I -----t---- / ., 
1 ,,. 

le: __ ...-·-" ---· l,.; .. 
f 

- figura 64 -

U.nea fWldaaental' deade este PU!! 
to hasta O como radio, con cen -
tro en O se describe un ar~o de 
circunterencia,en el sentido de 
marche de aguj!f.8 del reloj, has­
ta e¿ 1 por donde d1 'bujamos una P! 
relela e la linei; fundamental ha! 
te cortar e p' en 'el punto e• blJ.! 

cado.-

En cu.anto a lee trazas HP b~ 
rizontal y Vp vertical de une re~ 
ta de perfil, 'dada por p(p', p"), 

A(A', A") '1 B(B', B") bastad (fi 

gura 65-b) hallar p"', deteraina~ 
do A• " y B'" según 7e se 'xplic6. 
De la simple observeci6n de la f i 
gura 65-a se infiere que(~P·)~s 
le intereecc16n de p"' con la li­
nea fundamental. Luego, trazando 
con centro en O y radio O(HP') un 

arco de circunferencia en el se~ 
tido de marche de agújae del re-

, obtenemoa Hp' y, por consiguiente, HP , traza horizontal de p.­
,, 

t> 111 

f 1 VII Vp . - ---- Jt 
K -------

t':. 
P," . - -.. -J -~ -

'· . . 1& . . o : ; 
A' . ----- .... ... .: 
a.• • ~' , u, ---· --T ./ 

:r-- -1~: 
'" f 

-b·· 
- figure E>5 -
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P~ra hallar la traza vp ver~ical de la recta p de per!il be! 

' V"• -interaeccióñ de p" • con 7( 2- una paralela a la 
terll dibujar por p 
.Hni~ . funds:nentsl hasta encontrar a p" .-

..... ¡ .' 

... ¡;. 26.- Planos paralelos.- Los planos paralelos tienen sus trs­

us ·~;~6nl~se paralelas.-

·~ i ; . : E~ erecto (fl,gura 66-e): si 19s planos et. y Ji son paralelos , 

t d Por un tercer plano -el"( 
1 

de primera proyección o el 
al ser cor s os p, 

d Pro.., ... cci6n- ee obtienen rectas paralelas:~ l '1 ..r l' '1 t 2 de segun e "... ' 

'

... reapectivamente.-
t( 2 _t'2' 

-a- -b-

- figura 66 -

coao ejercicio reeolveremoa el siguiente problema: por unpu.¡ 

to P(P' , P"), dibujar un plano j ~l ,_p 2 ) paralelo a otro ~ Cat1 , q 2) 

dado (figura 67).-

~I 1 
"· .,_"- ¡p' 

'.11(1 )Ir ' 

- !igura 67 -

Dado que debe .. r} 1 paralela a ci ·1 y j 2 aerlo e~ 2 , bastará 

dibujar el plano . ~ pasando por P, mediante ~ horizontal h. En la 

t1gura .6? ee dibuJa P' la pro:recc~6n h' ionogrltice,paralela ao¡ 1 , Y 
por p• la h•,ortog.r,tioa paralela a le. linea fU!lca~entel. Hallada l~ 
trel8 y• vert1ca1 de la hOr11ontel h Se completa el ?TOblpfta tTa•&.a-h . 
Oo } 2 paralela ac( 2 ~ } 1 para'i.el.~ a d. 1 
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27.- Interaecc16n de plapos.- Dados (t1guraa 68 y 69) los Pl!, 

o•<\ (d. 1 ,d 2 ) y J(_,1 ,j>2 ), hallelfl06 las proyeci:io.au i' icno~réfi­

i" ortográfica de la recta 1 de 1nteraecci6n de los mismos.-

Como la recta i de ioterse~ 

ci6n pertenece s los planos e{ y 1> 

dadoe, au traza Hi horizontal ~s 

interaecci6n de las trazas a( 1 y p
1 

boaónimaa de loe mismos , mientre~ 

que su traza Vi vertica l l o es de 
las trazasll( 2 YJ> 2 de ello:;.-

Trazando por H¡ y Vi perpen-. 

dicularea a la linea !undament~J 
respectivamente se determinansui 

proyecciones Hi y v1.-
F.nalmente unidos Hi y Vi es 

- tiiura Q8 - posible obtener la icnogra!ia 1' 
la recta de intersección de los planos e( "! JJ dados, eri tanto que 

u orto~rat1a i" se obtiene ll.Ilidos v¡ con Hj'.. -

= 
'- v:~· 1 7 '· l i' 1 ' 

......... 1 / ........ 1 
• 1 ' 

........ /1{ 
' J/ ·, 

......... cv, 

- figura 69 -

Loe siguientee problemas exprees.n loe casos más comunes de i!! 
1acci6n de planos.-

ballar la interaecci6n 1 de un plano e( (<\ 1 , ~ 2 ) cualquiera con 
otro T (T1ál. r2 ) borisontel (figura 70) .-

Se determina Vi_, intersección de~ 2 y '11 2 , Cu,'8 proyección Vi_ se ·a!, 
túa en la tUJlllamett.tal < · I;a t~eu H! es un punto impropio porque el ,,. 
plan.o r tune la t:ra21l T i~ ·t;~11bi.6n il'lpropia.-
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Uni dos HLo con Vi res~lta le pro:,ye~c.l6n i 1 icnográfica de la 

rec. ta i de interaecci611 de los planos e( y T , en tanto que la i" or-

to~ráfica resulta de unir Vi con 

V," , / .r 
/1 

1 

- figura 

' f(Od 
"~ 70 -

Se observa q~e 1' ea . paralela e ls traza~ 1 horizontal del 
plano <\ :,y que i" lo es a l• fundamental, ee decir es una horizontal 
del plano oí • -

b) hallar (figura 71) la 1ntersecc16n i de dos planos ~ (q
1

,e<
2

) y 

j> (_f>1 , _~2 ), doe de cuyas trazas se cortan tuera de los limites -
del dibujo.-

/ 

a ' 
""-oc , 

- figura 71 -
:....b- . 

En el caao de la !igurill 71, dedo .queq' 2 Yj> 2 , son bs que no ee 
cortan dentro del dibujo, reaulta que de le recta 1 solamente c~ 
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n e raos un punto: el Hi; para trazarle bastará ballar otro ptL. t o Clt-

11 misma.-

A este tin,se recurre a un tercer plano auxiliar, el ~ cual 
uiera (figura 71-a). Lea rectas a y b, comunes al plano auxili~r ~ 
on <t y -~ , respectivamente dan el punto P que pertenece a los pl&-

01 ~ y J> , y por consiguiente: a la recta i de 1ntersecci6n.-

Siendo el plano auxiliar cualquiera, conviene ele~irlc hori 
octal, puea aai ae simplifican las construcciones.-

En la fig\ll'a 71 la 1nterseeci6n del plano 1 horizcntal con 

a planos o( y p queda reducida al caso anterior, obtenién:iose la s -

etas a(a' , a•) :,y b(b' , b" ). Les proyecciones a' y b' determinan P', 

uya ortografie P" ae cuentra sobre a" = b". Uniendo Bi con P' y Hi 
on P", se obtienen i' e 1", proyecciones de la recta i buscaua, in­

reecci6n de ~ y J> .-
nallar (!1gura 72) la intersección i de dos planos~ (~1=ct.?> y 
~ (~ 1: Y, 2 ) de trazas coincidentes.-

/ " V' = ' {, / 
' 

. / 
/,~ 

- !1gura 72 -

Determinense las trazas Hi horizontal y Vi vertical de la rec ta i 

de 1ntersecci6n. El punto Hi, traza horizontal, es int ersec e i ln de 

~ 1 1}' 1• An6loga.mente el punto v¡, traza verti,cal, tambiér: es i!!_ 

tereecci6n de¡\ 2 Y]' 2 • Trazando por Hi y Vl, ~erpendicu hrés 8 la 

linea fundamental, se determinan sus proyecciones que, respect i vn -

mente son loa puntos Hj'. :,y Vi.-

Unidos Hi con Vi áe determina le icnografía i' de le recta 1 de i!! 
teraecci6n buscada, en tanto que su ortogratia 1 11 res :Jlta ·de. unir 
V" H" i con i .-

Como las trazas de los planos~ y }1 dados coincio en, los pun·tos ·· 

Hi 1 v¡ aai oomo tsmbi~n sus proyecciones, resul tan también poln-



cidentes, , 0 : lo que, en con~o.cuencie: las proyecciones i' icnográ!! 

ca e 1" ortoirifica j~ la recta 1 de 1ntersecc16n son, finalwent•,c2 

10eidentea. r esultando i una recta de perfil.-

d) hallar (ri¡urn 73 ¡ l!I in Lersección i 1le dos planos á. (o( 1 ,~ 2 ) Y 

p (j\ ,J
2

> cuyas t;razas se cortan 
necie~t~ a la lin~a fundamental.-

/~ 

en un ,:>unt.o M : ( N' ;;: M") perte-

//,,ª" /, Y:' 
H b"---.....::o---..;V;o...~q."".:::-----li·=ª = . / 1 / 

, 1 • 
/ _,...;--: 

', ¿ 

\ 
"oc 

/ 

1 
1 
t~ 

~t 
- figura 7' -

uesde lue~o el punto M pertenece a la recta i(~_p) de intersecc16n 

de los planos~ 1 _.P dados, por lo que,bastará hallar otro punto P 
de le misma, para determinarla. A este fin recurrimos a emplear un 
tercer plano auxiliar, tal coao se explic6 en el caso de la figure 

?1-e.-

En pro;yecc16n (figura ?') el plano auxiliar ea el 1' ("rl"'' íl'2) hor! 
sontal. Sus intersecciones con <\ 1 }>dan respectivamente laa rec -
tea a(a', a") ;y b(b', b" ) . El punto común e les proye~ciones a' y 

b' icnogr6ficaa de las rectas a 1 b, da la pro;yecc16n P' horizon -
tal del punto .P, ;y consiguientemente r .esulta la pro;yecc16n .P" ver ­
tical del mismo. Laa rectas M'P' '1 M"P" dan 1' e 1", pro;yeceionee 

de la recta 1 bUacada • . común a los planos ~ 1 p ·-
' e) hallar (figura ?4) ls intersecci6n 1 de do11 plan.os ~ (e( 1 •d.2 ) Y 

~ ( ~l , jJ2 ) paraleloe a la linea f'unda111ental.-

ltn este caso la 1ntereecc16n 1 resulte aer una recta paralela a le 

lineo fu.~dsment~l; en con.secuencia, ei determinamos un punto de -
ella,el problema queda solucionado.-

A este efecto util1z-oa ta11bi6n un plano awciliar : el ·d , que e l! 
gi:noa proyectante sobre el ortográfico , por ejemplo ~ y buacamoa -
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ua iute:reecc io!lel} !A ( a ' , a") y l; ( b ' , b") c on l os planoa r.{ y p , res~ 

te t.i vaa.ente. D" termin.adas H (H ' ~ li") , Hb (Hb' , R!' ) y V {V' , V" ) V . aa a o e a a ' b 
Vb', Yb"), s ' res ulta de uni r H' con V'. y b' de serlo Hb' c on V' ; eo a a b 
1nt.o que a " y b" , c cinc ~dentee ent r e si y con 62 , s e obt ienei: de -
nir H" c on V" y Hb" con V~ , respectivamente . -

~ 8 o 

I 

h•a"'!!!b" 
~"./ ' 

- - - -- -·-. --.--~· -·-·-O(z 
Vt, /. t - -.-- - --;,; ·;; ~- · t-· - -- --11 

.lf ,., • . 

~/ 

¡' ----+---::i~,,"':-----------

- · -· - ------------~ 1 b'/TH¡-- -- -- - --·-- -/t 
¡~ 

a' 

- figura ?4 -

E.l pWlto X'. común a las proyecciones a' y b•; es le icnogr! 

• del punto M buscado 1 consiguientemente reeults ll" sobre a" =. b•. 

• rectas paralelaa a la Ünes fundamental ,por Jl' y M", son las pro­

ociones 1 1 e i• de le recta i(qj'J) de intersección de los planos da 

··-
) ballar (figura 75) la intersecci6n i del plano e< (q

1
,!(

2
) cueles.:. 

quiera con el primer bisector 0 ( iJ
1 

, w2). -

De la recta 1 de interaecci6n buscada cpnocemos desde ya el punto 
11 :=.(M• ....... ) • -

Pera hallar ot.ro punto, el .N(N' , N") de la !iglJl:'~, se -procede tal 
ooao hemos actuado en loa casos anteriores. El plano auxiliar ea 

el 12 horizontal, cuya intersección con el plano ~ es a' , a•, qué 

resulte desde luego una horizontal del mismo, mientras q1.1e conel 

pl-imer plano biilec:tor @s b' , b", siendo b" coincidente con '3l
2 

y o• 
lituad.a debajo de la linea fund ament ~l a una distancia igual a le 
QUe a:xis t e entra b '' y E:si: a últ ima. El punto común a l&s proyeccic 
nea a·• ;y b' da la .Proyecci6n N' de la c ua.l se <leduce N" . Unier;cto­

ll1lf1 obten.emoa i • y 111 "1?" da i '' , rectan proye cciones d&- la i común 
los planos d 7 u) datos ... 



1 
1 
1 

~>L--b' 

. \~ \~t 
- figura '75 -

g) hallar (!i~ura 76) la interse<:ci6n i de un plano ~ (e( 1 , r\ 2 ) cual 

quiera con el segund-0 bisector u.l(iJ 1 ,~2) . -
El problema ee similar al anterior. El punto M ::= (i.I' :=. M") pertene­

ce s la recta i de interseccioo. buscada. El punto N ;:; (N' '=- N") se 
obtiene mediante el plano 1'12 auxiliar, que ee h.1:1 tomado hcrizon -
tal. Su interaecci6n con el plano e( da la recta a(a' , a") y con -

el segundo plano bisector w la b(b' b"). Ls proyecci6n N' icnogr! 
fica, común a a' y b', noe ~rmite obtene~ N" sobre a" := b", siendo 
11' y N" coincidentes, reeulta'do previsible, pues el punto ~ es UD 

punto del segundo. plano bisector. La recta 1(1' = i") da la solu 

ci6n !inal..-

i'= l" 

' '-tv. f 

- figura 76 -

h) ballar \figura 77) la intersecc16n i de dos planos. dados uno de 
ellos por tres puntos, el~ (A.Be), y el otro por dos rectas pará-

1 e lse , e ::. p ( llN / / PQ) • -
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Mediant e el plen~ auxil iar ~2 hori&ontal obtenamos l s e inter 

1oneo r:-2 :r r-4 con loa planos o( y .J • respectivamente, cuyo -

to comWi K(K', r) pertenece a h recta 1 de i.ntersecci6n dec( y_}i 
buaoamoa. El otro punto, el L{ L' • L"), que unido e on el K( K • , K") 

determina, se h.!!lla nerced a l plano auxiliar ó1 proyectante vertí 
, que da las rectas )-b y ~ .- -

- tigura 7l -

. 28.- Intersecci6n de recta y plano,- Dados (figura 78) elpl! 

~ <"1 '~2) '1 la recta a(a' 'a"), le intereeoc16n I(1I' 'I") .de la 
•• 1 el plano considerados, se deteraina trazando Wl plano a" auxi 

, cu7a recta i de 1.nterseeci6n con ol ~l cortar la recta a .dada ,­
lte obte~er el pWlto I buscado.-

Habitualaente, por eer más c6modo y eimplifioar las constru.~ 

n 1, ae utiliza como plano auxiliar alguno de los proyectantes de 

••teta.-
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" !igura 78 -

81ol~ (f1gU?Q 7-9) ~l pltmo e{ 
,e{

1 
.~ 2 ) y lél roota ci(e' , a ") ¡se 

trate d.0 baller h 1n't\lrHcc i6n 
I(I' ~ I") entre .el plt.U.to e( ;¡ la 

;r8cta e dedos. -

A tal efecto consid6rese un 
plano i" crl, l"2) auxiliar, pro -

yo~tante vertical, sl qua perte­
naace le recte e. Det~r~inense -
las proi.ecciones i ' icnogr&fica ' .. 
0 1• ortogr,ticá da la iectm i de 

1ntere8ec16n de loa planos ~ y 1" • Lá 1ntereecci6n de les rac~aa e e 
i J>(!rmite obtener el pu.nto I de intitreeeci6n buscado; en con:secuencb 

iª, aientras que I' 
b¡¡¡jiida doede I" •. -

l!lobre a'='-',en la I" ee obtiene el corterse a• e 
perpendicular a la tundom~ntal 

\ I ,..~ .(1 

1 ~· 
¡Y~ 

~ figul'• 79 -

Sea (figura 80) hallar i. interaecci~n del plano <°( dedo por 
tres puntos!, B ¡e, 1 la rectll a(a', a•).-

El plano auxiliar el•gido qae contiene a la recta es el prg 
yectsnte vertical del que aolaaente •• ha dibujado su trazar 1 ea'. 
Su 1ntersecc16n con las recta• AB y AC dan las icnografiae l' y 2' 
que . unidos dibujen i' ,' siendo a•~ 1\ ~ 1 •. Les respectivas ortogra~ 
tias l" ¡ 2• dan la :proyecoi6n 1" . El p1.1nt. eo111in l1. est;s 0.lt ima r ~s¡, 
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y o la proye cci6n sw eoh"\Ciona el proble~, puoc l" y S\.t rea;ie~t¿_ 

icnog-rafie I', aon las Pl'Oy00cioll•)l3 del pub.to I de intiersección de 

recta y el plano dedos.-

- figura 80 -

29.- Rectas y planos perpendieula;ea,- En primer lugar deme! 
remos que: par~ que la proyeeci6n ortogonal de un lngulo recto s2 

un pleno sea un ángulo recto, es necesario y suficiente que el 
100 de proyecc16n sea paralelo, por lo menos,a uno de los lsdosdel 

ulo sin ser perpe~dicular al ptro.-

- f1gu.fa 81 -

Sean (figura 81) m y n dos 

reetaa ortogonales y m', proyec­
c16n de m, paralela a ésta. Bas­
tará probar que n' es perpendic~ 
lar a m •. En efecto: · la ·proyec -
tante AA' y la n, perpendicula -
rea a m, determinan el plano 
ACC'A' que es perpendicular a m 
y, por conaiguiente,a su parale­
la m•. Como la n• pertene9e a d1 
cho plano,resi.ilta n' normal s m'. 

En eeg~~do término observe­
mos que las trazas sobre un mis­

JllO plano de .proyección d.e dos p la-
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¡¡i.~s. pel'pendiculara@ • no aou perpendiculm.'.'ea, salvo 01 (;23~ i:i.f: qur> 

do l os planos dsdce asa ortogorl!ll al plano de prQy~ce!8~. 

- figura 82 -

E~to ea f§cil d.~ ~o~préude~ 

ai oba<;rvarti.ca la !igur~ 62, p;,a 1:1 

el Angulo que io~men lns traias 
d, 1 y · J' 1' siendo ol y .}J ortogone 
las, es difer~nt~ de 90º, pues ll 

tr~ta de la sección .de un diedro 

con un plano, e:l'rt 1 de proyecc i6n, 
que es cualquierv con re!er~ncia1 

106 mismos, aalvo la CXC3pci6n a¡ 

tes anotada.-

En definitiva no podewai!, en 

general,, dibujar en !orms simple 
directament~ las proyecciones d 
dos rectas o de dos planos perpen 
diculs.res, -

Por el contrario resulta sencillo estab1~cer la condici6u de 

perpendicularidad entre una rec·ta y u.n plano, cuando se trabaja con -
SllS proyecciones.-

Sea (figura 83) él plano d. (c4 1 .~ 2} y la .recta a(a', a"),(>1!r• 
pendicular al mismo.-

Para determinar . la cond.ici6n de perpendicularidad entre la re~ 

ta 1 el plano dados, tr6cese el plano_p, formado por a y su proyec 
~i6o a• icnográfica (!igara 8~-a), Este, resulta entonces perpendicu­
lu a los planos 'f 1 · de P:fimere proyecci6n y <{, siendo a 1 en censo 
cueneia perpendiculer a tx.1 . -

a" 
a 

a! 

" . a- -b-
- figura 83 -
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El r&ZOW)J)lionto .P.a-csd"'1!lt0 'i;¡¡.mhi0n ea v6lido para d plQil.o 7 2 

1cal.-

lA.tego: l $ condición neceaGl'ia y eu!iciente para que una recte 
plano sean perpendiculares. es que las proyecciones de 111 rect.e 

perpendiculares a lee tra~aa hom6nimas del pleno, o viceversa.-

Se aprecié entonoas (tigure 83-b) que a' y a• · son respectiva­

• perpendicul eres a ¡;( 1 Y o( 2 • -

Si se deaea trazar por el punto P(P' • P") dado, la recta e(a', 

p<t!'péndicul~ el pl~O!) t'{ ( ~l • ~ 2 ), debe tr e:s:-:: ~ pc:r P' l;; :¡¡:roya.s, 

a', perpendicular a e{. 1 (figura 64) , y por P", n" perpendicular a 

a' 

- figura 84 -

Por ser de apliceci6n !recuente en la soluc16n de diversos pr2 

aas resolveremos el siguiente ejercicio: por un punto P(P' , P") d! 

, dibujar un plano ol. (~ 1 ,~ 2 ) que sea perpendicula·r · a uns recte a(a', 

), tambi6n dada (figura 85).-

De los intinitoe planos normales a la recta dada habrá que di 
Jar aquél que pase por P, a cuyo efecto bastarl buscar una recta de 

plano que pertenezca a dicho pu.nto ~ -

En ls figura, la recta considerada es une horizontal b(h' ,r,'') 

l plano~; por lo tanto h' pasar& por P' y será perpendicular e a', 

QU41 e< 
1 

temb1An io ets. La proyecci6n b" ortográfica de qse horuon­

l b ea ps.relel& a la linea funda~ental y pasa por P~. Bsl!.<]das lee 
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trazas de la horizontal b b~stará dibujar por V" la tr ~ h •za, 2 •erti -
cel del plano~ , perpendicular a aM, y por donde ~~ta corte 

8 
la li 

nea fundamen t al la tr~•• ~l horizontal del mismo, perpendicular 
8 

a7 

o bien paralela ah'. El plano t( (ci¡,<l(2) soluciona el problema,puee 
pasA por P, por contener a la recta b horizontal,;, 88 perpendicular 

1 
a, vor condici6n conocida de perpendicularidad entre recta y plano , -

((2. \ . . a• 

hn --__.;.p~·----lt.'·V 

/: \ 
' ) 

- figura 85 -

' / 
w 

Capítulo 3 

Desplazamientos 

30.- lgc19Q!••- Le aoluci6n de los diferentes probl~mas gr,_ . 
1cos que se presentan en geometría, resulta simplificada y a veeee 
aaediats, c~ndo la !ig\ira dada ocu.pa ciertas posici~nes parti cula­
t• con referencia a loa plenos de pro1ecci6n.-

Para llevar la figura dada e ooup81" la poeiei6n m!e conve -
ente pueden aeguirae doa procedimientos: a) mantener tija la figu-

1 1 deaplazar loa planos de proyecci6n, y b) mantener fijos los Pl! 
01 de proyecci6n y desplazar la figura haciéndola girar alrededor .de 

wi eje convenientemente elegido.-

De aqu.i surgen loa dos métodos que~merced a trazados difere~ 
e1, permiten lleTar la figura y planes de proyecci6n a posiciones r~ 

l etivaa predeterminadas: 

l . e_La,todo de · loa ca11bioa de _plano~ dL pro;yecc i6n ;_ 
• el aétodo ~· las rotaeionee o giros y, como oseo 

lo• abat i mientos.-

I) D"!'ODO. D.I LOS c.uuuoa DS .PLilOS DE PROIECCIOfi. -

el de 

31.- CQSc•Plº·- 1 probleaa a resolver ea el siguiente:dadas 
lH proyecc1onea de una figura sobre los planos 1 horiz~l Y 'i;,¡, 
Yerbi.cal, enoontrar la proyecci6n de la misma sobre un tercer plaoc , 
r>o~pené :1.c ul11r a alguno de los do!3 primeros , -
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~el nu-:vc plano de pro;recci6n ea perp-sn.d 1.cular a111' 1. hori­

zon~al se habrá efectuado un cambio del plano vertioal, o bien urui -
proyección vertical auxiliar. En cambio, ai el nuevo plano es per R.::_a 
dicular al n¿ vertical, se habrá realizado wi cambio del plano ho~ 
-co~tal. o bien u.na pro,yecci6n horizontal auxiliar. La traza dol nuevo 
pltJno sobre el que permanece ·fijo constituye la nueva lin"a de tie:t·ra 

o fundamental.-

Examinemos algunos de estos problemas.-

32.- Cambio del plano vertical.- Las construcciones relat;i -
!fas al camtio de plano vertical estoén basadas sobre la siguiente y -

t-v.idente obser vaci6n-;--cuando se cambia ·el plano vertical, la proyec--·-- -
cióo bo:nzontal de la figura no calilbia y las cot.as o alturas. (orto -
gref1as) quedan invariables.-

En la !ig~a 86 el .nuevo plano vertical elegido es el 113 y su 

abatimiento se ha hecho hacia la derecha de la nueva linea L1T1 fuil­
dólmental. Dado que. el plano horizonta,l no se ha .movido, las primeras 

proyeccio~es quedarán inalterables.-

P11re e.l puot~ A( A' , A''), la nueva ortografía Al'. pertenecerá 

a la perpendicular,trazada por A', a la nueva línea funaamental y e~ 

mo la - ~ltura 6~ A sobre~ 1 no ha cambiado, resultari A1A¡ • A
0

A"¡ e~ 
decir que k' y Ai serán las proydcciones de A en relación a los nue­
vos planos de proyecci6n. -

,. 
L 

-a-

T >..'' 

1 

1 Ao 
1 

1 

A' l 
.... 

-b-

. v ··· 
/+ 

/ ' 
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Si se . tratara de hallar la 
nu~va ortogra!ia de una recta a 
(a.• , a" j, oaatar& operar con dos 

de sus puntoa. In la fi~re 87 
iae ha considerado la traza H ho 

a -
rizontal y un punto cu.alquien . 
el A(A', A" ).-

1/ a1 En el .caso de tratarse de 

u.n piano J. (figura 88), dado ¡;or 
aus trazas 1( 1 .horizontal y a{ 2 -
Tertical, su tra&a sobre un nu~ 
vo plano vertical se determina 
asi: un punto es, desde ye, el 
común a a( 1 y a la nueva linea -

- figura 87 - L1T1 !unda.Aental; este punto es 
el H' de la figura.. Para hallar un segundo punto, bastará observar 

que la pro;recci6n horizontal _de la nueva traza vertical es coinc 1 -
dente con la nueva linea L1T1 fundamental. Elegimos entonces el.A'­

aobre L1T1 ,~omo la icnogra!1a de un punto A del plano~ , cuya ort2 
gratis A" resulta de inmediato merced a la hQrizontal h(b', h") • . Mi 
diendo A'Ai • A

0
A" obtenemos el Ai que, unido con el H'• dibujan ia 

nueve trs:r.a ~ i buacada. -

, 

~-:!.'-- _____ f 
/, .1. ' /.,,.,,. Ó--"" 

.A. r --

- figura 88 -
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3 ~. _ Cambio j,;~l_12l.ano hor izo.ntaL - Laa conBtruccico.es rel ati 
v~s al cambio de plano hori zont a l son análogas a las que t erminamos 
de realir.ar en ol cambio d~l plano vertical {ver per&gra!o n a 32 - !i 
guras 86 8 88), por lo que omitimos su detalle especifico . r ecord an­
do solamonte que: cuando se cambia el plano horizontal, la pr o3ec 

ci6n vertical permanece in~arisble y lo s alejamientos ( i ~ncgrafi as ) 

se maot1tnen.-

~.- Capibio de loa dos planos de ~rwcec¡i6n.- Operando s u.c e-
·.d. l 1" ' ..... ~s oon"'"" .. "UCC1·"u·· .,.·· · i " d i .;oó.et. sivawen.t~ ¡ G~ un or a: cua qu ora COL s • v ~ ~ 

en loa dos caeos anteriores se obtiene el doble cambio de plano de ~ 

proyecci6n..-

Co~o ejercicio reaolverewos el siguiente problema! dada (!1-
8'll'ª 89) una recte e(e', e") cualquiera, cambiar los planos de :nsne­
rs que la recta resulte perpendicular al nuevo plano hori•ontal . -

k Q, 

e• 
1 

L T 

11 
A' r-

f') I ú' I 
I I B' 

L• -~ - ~ { 

- figura 89 -

Kn la fi~a se he . operado de la siguiente for11ta: se ha con­
siderado un nuevo plano vertical c117a L1T1 hacemos coincidente con 
a'. resultando ªi is nueva proyeco16n vertical de la recta a.-

Cambiemos ahora el pleno horizontal 1 tom6moalo perpendicu -
lar a la •· Ls ortogreth ªi de esta recta no varíe y, eiendo la re::, 
te perpendicular el nuevo plano icnográfico, le ªi• debe resultar 
perpendicular a la nueva linea 12T2 fundamental. Le nueva icnografía 
de la recta dada degenera· en un punto, que pertenece a la misma ªi J 

coincide con L2T2 t por no haber variado el plano vertical elegido y 

peaar '•te por a,-
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Lil nueva f undsmental L2T2 r es uel ve el pr obl ege y las proyec­
OPe de l e recte a s obr e l oe nuevos plenoe de proyecci6n, soc ªi y 

~-

~5.- Concepto .- El 11btodo de los giros o rotaciones tiene por 

~eto determinar las nuevas roieCciones de un cuer_po cuendo.~ono-

1 pare une posici6n cualesquiera, se lo hace girar alrededor dé 
jo en un s entido J !ngulo prefijados . -

36.- Giro de 1!!l pgyo en torpo de u.p eJt,- Sea (!igurs 90)un 
vertical, de proyecciones e' icnográ!ica 1 e• ortogrA!ica, y A 

1 , A") un p11nto cualesquiera no pertenecieAte al eje e¡ procedamos 
1rar el punto en torno del eje.-

-a- . 
figura 90 

A" --,,...--
' 1 
1 
1 
1 

' e" 

., A• o 1 _...__,. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 
1 --r- ..... 1 

¡( 1 'i' 
( : :e'mO' 1 p, 1 
1 1 / '-......J! 
'

1 
/ TA' 'k. // , 

~ ...... -
-b-

Al efectuar el giro alrededor del eje (figura 90-s) el punto 
una circunferencia, cuyc plano ~ es normal al eje, siendo 

proyeccíones de la misma una cir~utir erencie de radio O'A ' s CA 

1cnogratís, mientras que sobre el plano vertical resulta ser une;' 
traza del plano que la proyecte , paralela a la linee fundame~ 

.-
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w -

- tigq,r• 9l -

37.- Giro de upa r19t1 10 torao ·4e W11jt,• Bee una recte r 
cuale•quiera 7 Wl •j• •. .u g.irar la recta r •n to.rilo del •Je e pue­
de auctder qut cone .i eje, e fue no lo ciorte.81 10 corta, lo harA 

. ~- ' 

en un punto S 7 entone ea b ,.ec;f-. 1 el •J• son coplanarea. InTeraa -

~e:si DO lo eorta no •• h~11a en u.n llismo plano con el eje, y ;;;. 
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lances no es coplanar con él. En este último caso se dice que la 
r eta Y el eje son alabeadas. 

' / ...... __ __..,,, 

- figura 92 

I 
/ 

Dados (figura 92) la rec· 
ta r{r', r") y el eje e(e', e") 

vertical, analicemos el giro de 

la recta en torno del eje cuando 

al'lbos {recta y eje) son coplana ­

res, siendo S(S', S") su punto 
de intersección. 

Por de pronto este último 
punto, el S, al realizar el giro 

de la recta, permanece fijo por 
pertenecer al eje de rotación. 

En consecuencia las nuevas pro· 

yecciones de la recta r, después 

de realizado un giro, quedarán 

determinadas cuando se haya ubi · 

cado la posición final de otro 
cualquiera de sus puntos. 

Sea A(A', A") este nuevo 
punto, y dado que no hemos im· 

pues to ninguna condición es pe· 
1 l, supongamos que el giro queda terminado cuando la proyección 

' icnográfica de la recta r ha pasado a la posición r• 1 , paralela 

la fundamental. E~ punto A, de acuerdo a lo explicado en el 

rágrafo nº 36, habrá pasado en icnografia de A' a A'i y en ortografia 

A" a A"1. Este último punto, juntamente con el S", que no se 
movido, determinan la proyección r 11

1 . 

La recta r1(r '1, r"1) asi obtenida, nos permite medir la 

nqitud del segmento SA, pues al haberla colocado paralela al plano 

lla vertical medi_a-nte el giro, aparece. en verdadera magnitud en su 
oyección S'A' ortográfica. 

Dados (figura 93) la recta r(r', r") y el eje e(e', e") 

~ tical, analicemos ahora el giro de la recta en torno del eje, 
11 ndo ambos (recta y eje) son alabeados. 

A este fin bastará determinar la posición final de dos puntos 

la recta cuando ésta haya concluido su giro, el que, a efec-

1 de llegar a un resultado práctico, lo _supondremos realizado, 
.e 
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cuando la proyecc ión icnogr~fica de la misma resulta paralela a l a 
linea fundamental. 

e• 

1 1 

,..J--+-··L, , 
/ ' ,tt;t 1 ,, ' / : t . 1 'í,M 

.> ..... ~ 
/ /-1' . 1. ' 

I I 1 f : \ 

f J 1 \ 

1 J 1 
1 

' 
e~, I 

/ 
\ ' 

. \ 1 / 

' 1 ' . 
\ t---- . 11' 
' 1 

t:' 1 

r' 

Uno ~e los puntos cu;yo s! 
ro estudiaremos es el lid(M' , M"), 
por ser el pié de le perpendi­
cular común (mínima distancia) 

entre . las dos rectas e y r. D~ 
do que el eje e ea vertical, -
esa. aistancia aparece en verd~ 
dera magnitud en la icnograt1a 1 

es decir que M' es el pié de -

normal a r• trazada por e•. Su 
ortogratía se encuentra por e~ 
puesto sobre la r" en M" ! El 
punto M al rotar alrededor del 
eje describe eu su proyecci6n 
icnográfica u.n arco de circun- . 

ferencia de radio e'M', mante­
nién•Joaele la· r' constantemen­

te tangente durante el movi~i•S 
to.-

1 
Supong8SIOS entonces que la 

r• pase a la posici6n ri, tale~ 
1110 pensamos antes, paralela a la 

- fi~a 9~ - linea fundamental y el M' a Mi• 
La proyecci6n Ml ortográ.rica estará sobre la horizontal que pasapor 
M" v,en este casó, aobre e".-

El otro punto que tomamos en consideraci6n ea el .N(H', lf"), 

cuya posici6n _final es .N1'(Ni, .Ni) como resultado de .e,irar en el mis 
mo sentido y con el mismo 6ngulo qu.e el M acompaaand.o 8 la recta r-
a l~ que pertenece.-. . . 

Finalmente_ la recta r 1 girada tiene como proyecciones la ri 
Y rj> Y siendo paralelo al ·plano1( 2 vertica,l.el .. aegmento '»iNi mide 
la verdadera di•tancia e~tre ambos puntos.-

38. - Giro d~ un plano en to~no de un eje.- . Sea (figura 94) un eje 

e _Y un plano-'-- Cc'·l• o(2>• Al girar el plano O( en torn~ del eje e, la tra­

za -\1 se sittla en una posición ..B l mientra a que ot.. 2 lo hace e.n J3
2 

(figura 

94-a), a quien•s $' trata de determinar. 
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Desd ~ luego ( figilxa ~<~a ) e l punto S , tnter s ecci6n d ~l p ) eno 

oon ~l eje e , permanece fi jo dur ante el gi ro . Por otr o lsd o obsP.~ 

llOI que el pleno, en sus sucesivas pos ic i ones , envuelve un co no res; 
,de vértice S y base la circl.ln!erenc i a de radi o e ' H, a la cual s ~ n 

Dgentea les t razas horizontal~s ( ·=< 1 , Ji 1 , del plano m6vi 1. 

1í z °'2 / 
' 

h.' 

/ 
I 

! 

r i 

f' 

-a-
- figura 94 -

-b-

En virtud de estas consideraciones, dado el plano d. (t:( 1 , c(2), 
aueva trllze j 1, pare un gi ro por ahora cualquiera del .""- , será ta!!' 

Dte a la circunferencia cuyo radio es e 'N, siendo .N el pie de le -
r aal 11<\ 1 .dibujada por e' (figure 94-b). La trazaJ1 2 resulta de r2_ 
r der que el puo.to ·S(S', S") pertenec'e también al plano}', por lo 

1 recurrimos a su horizontal b(h' , h"), resultando dibujada dicha 
aeJ 2 • En cuanto el punto S, común a e yd, 1 es en icnografía S'ise' 

or ser el eje e vertical) 1 e:c ortografía S", intersección ~e e " con 

ru, segunde proyección de la !rental ! del plano~.-

En conclusión:el plano e'!(, (c( 1 · ,~ 2 ) ha pasado a la nueva pos i -

' 60 J <J l '.P 2) • -

JI ) ABATIMIENTOS.-

-39.- Concepto.- 'En términos generales ee di_ee que un plano se 

he te eobre otro , cuando se lo hace coincidir con este último; medh!! 

IUl giro en un sentido .u . otro, alrededor de la recta común a ..-os 

l eoce, la cual recibe el nombre de eje de giro.-
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cuand3- el piano {fisura 95) e1;bra "1 quo ae rMHza el i.ob11tl:, 

miento es alguno de loo de proyecci6n, o bien paralelo a alguno dee! 
toa últimoa, se consigue que le figtll'a contenida en el pla?>.o abatido. 
una vez finalizada la o~rttci6n~ se proyecte en verdadera magnituds2 

bre dicho plano de proyecci6n ,-

- figure 95 -

Si el plano sobre el cual se 
abate es el1!' 1 icMgráfico.el eje 
de giro será la traze e< 1 del Pl.! 
no abatido• en cambio si el aba­
timiento ee hace sobre un plano 
paralelo a dicho plano. el eje ª! 
rá una horizontal del plano ~ .­
Cuando razonemos con el plano-i 2 
ortográfico las rectes de giroe1 
rán la traza ( 2 , o bien, "une tre,B 
tal del plano abatido. 

La importancia del m~todo -
del abatimiento reside en que,m! 
diante su aplicaci6n, es posible 
resolver para un plano en pos1 -

• 
ción cualquiera con referencia a 

los de proyecci6n. todos los problemas que -comunmente se plantean en 
geometrie plana, entre otros: medir distancias, ángulos, representar 
figuras, o bien en !crma ge.neral: realizar sobre · la misma,construc -
ciones que no se mantienen a traris de las proye~CLones.-

Efectuadas tales construcciones, con un~.opetac16n inversa al 
abatimiento, llamada relevamiento del plano, Q,btenemos las proyecci~ 
nea del resultado.-

Conviene observar que el. aba.ti.miento es un ~aso particular de 
giros, do!Itie el eje de giro ee una recta parsleli. & alguno de loe Pl! 

nos de proyecc16n y la ro~aci6n del plano ter.mi.t;'B cuando éste ea co­
lpca también para'lelo al primero. Los puntos ~ la figura describen 
arcos de circunferencia cuyo ·plano ea perpendicular· al eje de rota -
ción (figura 96).-

F~~lmente dejaremos sentado que ee slempre un plano el que 
se abate, Asi cuando se diga abatir un punto, se entender' abatir el 
plano determinado por dicho punto y el eje de giro elegido.-
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También se induce que para hallar el abatimiento de una 
figura habrá que determinar el abatimiento de cada uno de sus puntos . 

- ------.... 
. ' 

/ - figura 96 · 

\\~)\ 

' ' " \ \ 

40.- Abatimiento de un Punto de un plano.- Sea (figura 97) 
el A un punto de una figura contenida en un plano a, cuyo abatimiento 
sobre el plano n1 icnográfico se desea encontrar . 

De acuerdo con lo expuesto, al girar el plano, lo hará 
alrededor de una traza a1 horizontal y el punto A se dispondrá sobre 

una perpendicular trazada por A' al eje a 1 de giro, y a una distancia 

de éste, igual a la hipotenusa CA de lun triángulo -~ángu:J.2 en A', 

en el que: un cateto es la distancia A'C, desde la icnografía A' de 
A al eje a1 de giro, y el otro, la altura AA' del punto A sobre n 1, 

que viene dada por el segmento AoA". ' Es decir que el radio de giro 

será CA y el punto abatido caerá en (A) . 

Cuando se dibuja en proyecciones (figura 9-7·-b), siendo datos 
el plano a(a1 , a2) y el punto A(A', A"), como e~ triángulo AA'C se 

proyecta según la recta CA, por estar en un plano vertical, para 
hallar el radio de giro CA, se hace otro abatimiento auxiliar del 
triángulo sobre el . plano n1 icnográfico tal como se indica en la 

figura. El cateto A' ((A)) normal a CA' es igual en magnitud al 
segmento AoA" y puede tomarse indistintamente de un lado u otro de 
la recta CA'. 
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. Ola 
/ . 

/ 

"" ~- /',4" ;/' 
/~· 

• t '¡¿A 
f , O 

' ·}~~-
" e'-, I 

fAJ"''- _.. "<~,ot., t 
-a- -b;,.. 

- figura 97 -

Tod c cuanto. se ha dicho para el ~batimiento de un p11nto ao­

bre el icnográ!ico es aplicable cuandc se pide eu abetimientó sobre 

el plano 1( 2 ortogrAfico (figura 98). Solamente observaremos que el 
valor del catet.:>. A"((A)) es igual a A

0
A', alejamiento del punto A.-

,_ 

Cuando el plano que ee ab~ 

te sobre el 1'f 1 icnogrlifico es un 
proyectantP vertical (!igura99) , 

el abati~ento del punto A cae -
en (A), sobre la perpendicular -

a t{ 1 , siendo C(A) • A
0
il". En 

efecto: bast~ observar la figu­

r& 97-a pera deducir de inmedi! 
te que, ai el plano~ es p-erper; 

. -
dioular al1( 1 icnogrflfico, ele~ 
teto CA' se anule y le hipoten~ 

sa CA es igual a AA', o sea 1-

gual a A
0
A".-

En la figura 100 se ha di­
bujado el abatimiento del punto 

- figura .98 - A sobre el pleno'l' 2 ortogr&!ico, 
· siendo también el plano abatido un plano proyectante vertical.-

Esta construcc16n admite una Blmpli!iceci6n, pues Si obser­

Yllll)()S ~ue son iguales los triángulos CA"((A.)) y OA
0
t.' , la hipotenu­

Sl O~' resulta t~mbién igual en valor el radio de giro. De aqui qut 

~ 
1 

A• 
q 

1 1 

1 k 1 

\ 1 Ao - •1 1 

\. 1 A' 
e,~ =C 

fAJ.,/t ,\.at 

- figura 99 -

1 <_:S::?. 1 

\ 

' ' ' ' ' • 
' A' 0.-, ' ,, ............ 

....___~ ......... oí.. 
1 

- figura 100 -

v'!n 

= 

----------c{1 

1 • 

-----1'1'---c . 

,A)LJ 
- ti.pi'• 101 -
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con la circunferencia de centro 
O y radio OA' se determine sobre 
la linea fundamental un punto 
cuya vertical al cortar el cateto 
CA" permita obtener también el 
punto (A). 

Con carácter ilus t rativo 
en la f i gura 101, se ha resuelto 

el abatimiento sobre el n 1 icno · 

gráfico del punto A(A', A"), 
perteneciente al plano a(a1. a2) . 

paralelo a la linea fundamental. 

Todos los ejercicios re · 
sueltos lo han sido abatiendo el 
plano sobre alguno de los de 
proyección . 

Seguidamente abatiremos 
un punto sobre un plano paral~lo 

al de proyección . 

A este efecto, sea (fi · 
gura 102) el punto A(A', A") que 

abatiremos sobre un plano para · 
lelo al n1 icnográfico. 

Según apuntamos al prin ' 
cipio de este parágrafo el eje 
de giro debia ser una recta 
horizontal paralela al plano n1 

icnográfico, es decir una hori · 

zontal tal que, en la figura, la 
elegimos en h(_h', h")- . 

Esta recta y el punto A 

definen el plano que se abate. 

Las ~onstrucciones, como 
puede observarse, son idénticas 
al caso general, por lo que 
excusamos su detalle, r esultando 



78 Geometria De•oriptiva 

{A) el abatimiento pedido. s 1 t o amen e agregaremos que el cateto 
A' {(A)) es igual a la altura del punto A sobre el plano horizonta l 
que pasa por h, tal como se acota en la figura. 

A'' f 
~) . 1 

'l 11 ' 1 
1 r 

¡ 

h' 

j I \ 

A'~'· '. 
I 

(A) f, ~ ('4)) 

- figura 102 -

Capftulo 4 

Problemas · de Magnitud 

\ 

I) DISTABCIAS.-

41.- Distancia entre dos puntos.- La distancia entre dos pug 
tos ee la longitud de_l eeg¡aento. ·Que loa une . y su magnitud se obtiene 

ya sea Por un giro de la recta hasta colocarla paralela e alguno de 
los planos de proyección, o .bien mediante un abatimiento de le mism&. 

A" En la !~gura 10' ee .ha hecho 
el giro de la recta IlJ alrededor 

1 
1 de un eje vertical que pasa por -
1 • • A, es decir que este punto no ee 

e"¡..:. - -- - - --- mueve y el B describe un arco de 
1 0·1 
1 1 circu.n!erencia,haeta que el sE<g -

~~=-~~9A~o;._.."'.""'"~~..;:4.~J:.._:.-~~~-aw• aento se coloq.µe paralelo al pl! 
1 : 1 no -i 2 ortogrifico en A' Bi. La ve!. 

: 1~ 1 daders magnitud será (d) • :A"BJ'. · ·· 

1 d' / B' \ 1 El abatimiento del plano que 
1 ,, 

¡ d/ 1 proyecta a la recta ll sobre · el 
t ¡ ii 1 icnográfico por ejemplo, P ª!. 

A';:e' B,' mit.e también encontrar la dists~ 
cia entre los pUtltos A(A', A"} Y 

B( 8 ' , B" ) da.do a. -
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Re·cordll_,ndo el abatimiento 

de un plano proyectante (ver P! 

rágrafo 40 - figura 99), el de 

la recta d (figura 104) queda­
rá determinado trazando por A' 

y B' perpendiculares ad' Y t~ 
mand.o sobre éstes, segmentos -
A'(A)•A

0
A" y B'(B)sB0B".-

La distancia entre los pu_!! 

tos .l y Bdados será (d)s(A)(B). 

También la distancia entre 
loe puntos A(A', A") Y B(B', B" ) 

dados, cuando al realizar elab! 
timiento u.no de los punto.a cae -
fuere de los limites del dibujo. 
Supongamos que éete aes el ~un­

to (B) (figura 105).-

Entonces debe tomarse en 

B' la diferencia de alturas de 
los puntos A y B, o sea la di~ 

tancie B'(B)• B1B", siendo 
A• (B) también la distancia bu~ 
cada entre loa puntos A(A' , A") 

y B(B' , B") dedoe.-

Facilmente se apr&eis que 

la magnitud de le distancia ªE 
tre dos puntos se ha obtenido 
por u.n giro de la recta hasta 

colocarla paralela a alguno de 
los planos de . proyecci6n (fi~ 
ra 103), o bien mediante un ab! 

timiento de la ~iame (figuras 
104 "! 105).-

42.- Distancia de un pu.nto o un plano.- le distancia de un 
punto a un plano esth d.eda por la medida del segmente normal alpl! 

no; comprendido entro el punto dedo y el de intereacci6n de le nor 

mal con el plano.-
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En efecto (figura 106-a): sea un plano a y un P exterior al 
El problema se resuelve trazando por el punto P dado una normal 

l plano (ver parágrafo 29), cuya intersección I se determina mediante 
1.1n plano auxiliar y proyectante vertical (ver parágrafo 28). La 

latancia PI que resuelve el problema queda determinada en verdadera 
m qnitud apl-icando lo estudiado en el parágrafo anterior, es decir que 

1 la distancia real entre dos puntos. 

n' 

-
b) 

-figura 106-

En vista de frente (figura 106-b), sea el plano a(a1, a2) Y un 

P(P', P"\ exterior al mismo. Trácese por P la perpendicular n 
entonces, por P • y P", respectivamente deben bajar se 

rpendiculares n' y n" a las trazas a 1 horizontal y a2 vertical del 

lano a. Sea el plano auxiliar y(y1 , Y2), proyectante vertical, el que 

ontiene a la recta. Su intersección con el plano a nos permite hallar 
la recta i{i', i"), y conjuntamente los puntos I" y.- luego I', 

royecciones del punto r. 
Unidos P con I resulta la distancia d del ~unto P al plano a, 

uya verdadera magnitud (d) se ha determinado en la figura 106-b 
m diante Jn giro de l~ recta n(n', n") en torno de un eje e(e', e") 
v rtical que pase por I(I', I") y que en figura omitimos dibujar. En 
onsecuencia, el (P) que unido con I" -punto éste que permanece inmóvil­

nos da la distancia pedida, se ha hallado trazando el arco de 
ircunferencia de radio I'P' hasta encontrar en P'1 a la paralela a 

linea fundamental por I', la perpendicular a la linea fundamental 

or P'1 encuentra a la horizontal por P" en el punto (P). 
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Como ejarcicio, en la figura 107, se ha encontrado l a d i~ta n 

e ia de un pu oto P( P ' , P" ) s un plano d. (c< 1 , el, 2 ) paralelo a la linea 

fundemental .-

Dibuj ada por P' y _P" la n' y n", respectivamente · perpendicu­

lares a 11(, 
1 

yd, 2 , s e ha hallado su interse.cci6n 1(1', i") con e l _¡-11,!! 

no ~ mediante el plano auxiliar u} . ( iJ 1 , J 2 ) .-

Siendo n e i rectas de perfil, su punto común I habrá que h~ 

blarlo abatiendo el plano tJ que l as contiene y que también es de 
perfil. Siendo cJ 2 el eje de gi ro, la traza Vi. vert i c a l de ! no s e mu~ 

ve. en cambio la Hí horizontal pasa a Hj_". La recta i'" queda dibuja­

cin. Para la n'" bas t ará observar que pasa por P'" y ea normal a i • 11 
, 

pox lo cual UAa vez t:clizada, su i ntersección con i'" nos da el I'", 
tercera proyecci6n del pié de la normal del punto Pal plano~. La -

c3istancia pedida es directamente en magnitud el segmento P"'I"' • (d ). 

Si quisiéramos s·us. proyecciones bastará volver el plano Ja su posi:­

ción primitiva, obteniéndose así P'I' • d' y P"Iº= d".-

·l\"-lll1-L" 
n •' 

,H!'' 
,¡I / L 

/ 
o(1 -·- - -- - - __._.,_,. _ _ ______ _ 

1 ,.\ ,¡ 
'Jt!!.., !! L 

- figura 107 -

En la figura 108. se ha resuelto la distancie de un pun~ p 
\P', P") • un plano a( dedo por doe rectae a(e' ¡a") 1 b(b', b"),c ºE 
e lll'rentea en MOf • • M" ) • -
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Bi r~corda~oe qua la proyecc16n h' icnográfica de una h ori ­

&ontal h de un plano ea paralela a eu traza ~ 1 y que la pro;yecci6n 

t" ortográfica d_e una frental t lo es a la tra;a e{ 2 , podrá dibujar­

•• por el punto P dado le norll181 n al plano~ trazando n' perpendi­
cular a h' y n" perpendicular a t". -

Para hallar una horizontal h y una frental f de este plar..o 

DOS remiti~os a lo explicado en los par!grafos 20-a y 20-b (figuras 

~ y 35).- :3. , .. 
En consecuencia: en le 

Iigura l08 1 trazanc c h" h;; ­
llamoa R" y S", cuyas icn2 
grafías R' y s• determinaL 

h'. Con f' tenemos T' y U', 
-cuyas ortografías T" y U" 
!ijsn f". Luego:por P' tr~ 
zamos n' ,perpendicular ah•, 

y por P", n" perpendicular 
a t", quedando así hallada 

la normal n al plano·.-

El punto I(I' ' I" ),iE 
teraecci6n de ls normal n 
con el plano~ dado,ee ha 

determinado con la ayuda -

del plano auxiliar r ( 1'11' 
"t 2 ) ,proyectante vertical, 

que contiene a la normal n. 

Por eer proyectante sobre 

el ortogr!fico, le inter 

secci6n 1 de este planocon 
el~ es 1",coincidente cen 

- fi~a .108 - ~ 2 e i', como · resul~adode 

unir K' y L' ,icnogra!!&a de los puntos K y L, cuyas ortografía& K" Y 

L" 'Bon iaa comuneo a 112 y a" y b", respectivamente, :i;.a intersección 
de i' y n' da la proyecci6n I' cuya segunda proyecci6n es I". Los -

aegmentos · P'I' y P"I" aon las proyecciones d • . y d"- de la distancia 
buscada.. · 

La verdadera magnitud (d) de este segmento, según se vio en 

el parágrafo 41, es (P)'(I), s i endo P' (P) e I'(I) normales a n' e iguales 

a PoP" y IoI" respectivamente. 
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4-3. - Diats.ud.e d(} u.n P~_J!Q!. l'éettl.- La diatar>..cia de lU'l 

pu.nto a un& recta se obti~ne ~idiaodo el aeg¡llento compre~1ido antra 
1 

el punto dado y el pié d$ l& normal a la recte trazad& por el punto. 

d p 

- figure 109 -

El procedimiento e seguir 
(tigura 109) es el siguiente:se 
traza por el punto P el plano~ 
perpendi&.ular a la recta a (ver 
parágrafo 29); se halla l~ in -
terseeci6n I de este plano con 
la reeta a dada (ver parágr:rl'o 
28); la magnitud del segmento -
PI de la soluci6n del problelllD 
(ver perágrs!o 41).-

En la tigure 110 se ha de­
terminado, siguiendo lo expues­
to, la distancia del punto P(P', 
P") a la .recta a(a', a"). L6 -

construcci6n gr&!ies es la si -
guiente: por P' se dibujs uns h:?_ 

rizontal h del plano~ buscado, por lo que h' es perpendicular a 9•, 

Por lea trazas de esa horizontal h se hacen pasar las trazas 4e ~ ; 
entonces~ 2 es perpendicular a a" y~ 1 lo es a a•. Con el planosB 
riliar 1' ( "f 1 , 1'2 ), pro;rectante vertical, q;.ie contiene a la recta s 

se halla la intersecc16n I(I', I") de esta recte ·con el plano4 .loa 

sepentos P'I' y P"I" son las proyecciones d' y d" de la distancia 
builcada, respectivamente.-

Su verdadera magnitud (P)(I) s (d) se obtiene mediante elab~ 

ti.aiendo sobre el plano 71 1 horizontal.-

an "'roraa totalmente análoga se ha resuelto el problema de -
la tiPa 111, donde . el punto P(P' , P") y la recta a(s • , s") dados 
t~ proyeccione& coincidentes; ee decir donde P'=.P" y a•;;¡.a".-

Para este caeo ae obserTa que las pro1ecciones de le distaa 
eia taab16n son coincidentes y que su verdadera magnitud (P)(I) • 
(d) t9.lllb16D 88 Obt;.ene aediante el abatbliento de aqu6llas eobre el: 
)lileno n. 1 horizontal.-
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- figura 'l.1'1 . -
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44. - Distancia entre rectas paralelas. - La distancia entre 

rectas paralelas está dada por la medida de la normal común a ambas 

rectas. En consecuencia (figura 112-a) bastará trazar un plano a 

· cualquiera normal a las rectas dadas (ver parágrafo 29); hallar la 

intersección A y B de este plano con cada una de las rectas (ver 

parágrafo 28). El segmento AB resuelve el problema. 

En la figura 112·b se ha resuelto como ejercicio, la distancia 

entre las dos rectas a{a', a") y b(b', b") paralelas, cuya construcción 

en detalle omitimos, pues los distintos pasos han sido explicados 

anteriormente. 

b .. 
i.l. o{z 
/ , -

- a. -

I 

-b-

- !igl.ll'a 112 
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45.~ Dbto.nc:161 an.,U.!!,~l.J(}¡oe.~ lti divhr..ci.e entr ::i 
dos planos paraldos alllt& dada por 48). ae~onto de la norul común 

comprendida en"Q>e omboa planos. Es ~ec1r que dados (figura ll~-a) 
loe plenos o( y}' paralelo,e, baatar6. trasar lo noraal n cow a ª! 
boe (ver pad.grato 29) y deterlllinn lll'UG respectivas 1ntereeee1o -
neºs A y B (ver pa.dg?:"afo 28). El segmento .lB es le distancia ped! 

da.-

La figura ll~b re~uelve un ejercicio del problema plante! 
do ·.-

/ , 
/ 

- a.- . , 
/ 

"' 
/ , 
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II) .A.HGULOS.-

46.- .lngu.lo de w;\t r!(Ct• con loe plano• de pro1eec16n.- El 
Úlgu.10 que f~rlla u.Da recta con Cada Wl.O de lofi planos de Pl'O)"eCc16n 
esti determinado por •l que to1'114 dicha recta con cada una de aus -
pr07ecciones' tal coao puede verae claruente en lo figul'• ll4t do~ 
de iJ es el ángulo !orado con el plano 1(. 1 borizoµtal y 'J con el 'i1' 2 
•ertical.-

Psra hallar estos ing\ll.oa bastará abatir la recta, abatien­
do el plano que la Pfoyecta, 7e aes sobre el li.¡ icnogrltico oaobre 
el 7\.. 2 ortogrifiCO reapectivamentet HgÚn se YiÓ en el parágra!o40.-
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- !ig-ill'a 114 -
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En la figura 115 ae hall hallado los ángulos ~ 1 1 que ls -
recta a( a• , a") f oraa con loe planas 11' . l. horizontal 1 'lf 2 nrtical. 
Sobre las normales a lee proyoee1onea e• "'? aºº de lli· recta a dada ae 
b.an to!!lsdo los !!!egmentoe .!'(l) .. J.

0
A" ¡ B'(B) .. 3 ~· ¡ A"(A) '" A. A' ¡ o o 

.B"(B) r. B B' .-o 

I 

\ 

1 
1 

4. l 
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- ti_gura 115 -

47.- ~q de do• recta!.- lU· ángulo que forman dos recte• 
concu.rre~test se obtiene, en Yerdedero valor,abatiendo el plano que 
elles forman. sobre alguno de loe e proye'°Zé ión.-

En le figura 116, ol plano ~ determ1~aao po~ las r~ctas a y 
b. ee ha abatido eobre el 1f 1 icnogri!ico.-

Como ejercicio del problema planteado, hallamos en !;.figu­
ra 11? el ángulo J de lea rectas a -, b, dadas por 11us proyecciones 
a', a" y b', b" re•peotiyamente, cuyo pwito común es el lil(M', K").-

En primer t'r•ino, 'i.tniel.ldo laa trazas H~ ~ Hb horizontales 
de lee rectas s y ·b dadas, respectivamente. dibuja'llios la -correspon­

diente traza ~ 1 del plano de las dos rectas, all:ededor de la cual 

efectuaremos el abati.ll1ento.-
~. . 

Al realizar esta operaci6n loa punto~ a¿ y Hb permanecen -
lij_oa, por pertenecer al e;)e de giro, ubicándose en· cambio el. M eD 

(M), seg-~n oa h.a explioado · antariorment~ (var parág:ra!c 40). -
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- figura 116 -

7inalmente, uqiendo (K) eón H~ y Hb' respectivamente obtene­
•o!I (a) 7 (b) que determinan el á .... , ... l 0 r b"•cado u.o._ IV - eii verdadero valor.• 

- !'igura ll? -
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-48.- ~lo d~ U&!! .recta .;r. u.u .tl~- El ángulc de una reci; i; ........... 
Q_u_ un_ru.ano está d.sdo por el que !orlll.B la rec¡;a con su proyecci6n 

é.tica 11ob1·e el plan.o.- ---.:~ 
Del anAlisie de la figura 118 se deduce que el á~~lo busc~ 

4o l!f es complementario del tor:.udo por la recta a dada y la nora&l 

n al plan.o <t dado, dibujada por 

un punto lf cualqui.ere de le ref.. 

ta s. Es d~ ir que este proble­

aa queda reducido al resuelto e:;. 

el p!ir6grafo anterior, es decir 

al ~ngulo cntr0 dcz rcct~s :l~ e 

y la n.-

En la figura 119 se dan e~ 

1110 datos el plano d.. (o{ 1 t ~ 2) 
y la recta a(a ' . ,a"). Siguiendo 

lo expuesto, por el punto M (M', 

- ti.gura .llB - lt") cualquiera de la recta a,se 

dibuja la recta n(n• , n•) norasl al plano ol -es decir r.i' y n" res -

pectiv"amente perpendicularea a "' l 1 e( 2-; Be determiDA la traza p l 
del plano roraado por a i n. uniendo H; y H~. .. \ 

o(1 \ 

\ 

4 
1 , 

\ 
\ 

\cQ a' 
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Luego, se ~b2t~ al 

aoie al (~) que unido a H~ 
(e) y (n) respectivamente. 

pW1tO ii ll!UlildC~OO' d~ 2.1.l t l'DS0 y l O bt6t\i ~_a 

~ H' -punto$ fijom 00 al giro- d~t0?&in.an n ~ 

Eata& doa últiaeG r~ú~úa for~~o wi 6ngulo 

e uyo e c:npi e1tento ea el ele la recta a. ~ el plGnO GI, d~doe . •· 

~9 . - Ansy.±.2 dfl dOl.i planga.- Pará ha llar al án_gulo que forman 
d os planos (!iguioa 120) baste recordar que todo plano perpendicular 

e La arista de un diG<iro corta a las caras del niamo ugú.n recta~ c¡ue 

r ~r mqn el ángulo platlo buscado.-

Por conaiguienté: dadOb lüá 

planos al 1 jJ 11& determina eu 1n­
terseec i6n i y so c orta con un -

plano auxiliar r normsl ª· esta ú,l 
tima recta 1 . Las intersecciones 
de '11 con loa planos e{ y p dados, 

respectivamente proporcionan las 

rectas a y b, que forman el á~ 
lo w buscado.-

En el ejercicio de la figu­

ra 121, al plano auxiliar 11 se lo 
ha beeho pasar por el punto M(Y', 
.ll") c:ualquiera de la recta 1{ i' , 

- figura 120 - i•), intersecc16n de loa ple.nos 

<( ( e\ l , d. 2) 1 -~ (ji 1 , J> 2 ) dados.- Siendo 11 perpendicular a i, ba!!_ 
tsrá dibujar por vb la traza 112 .perpendicular .8 i" 1 íJ1 l perpendi.­
cular también, pero a i 1, donde V:b es la traza vert.ical de le hori -

zonta) h(h' ·, h") del plaao auxiliar 1 .-

:C.• rectas a 7 b tendrán co90 traaaa horizontales los. puntos 

H~ 1 Bi, comunes • 'I' 1 , con e( 1 1 j> l' reeipectivuente. Esto• dos 
puntoe,al abatir •l plano r que contiene 8 las recta• • 7 b, perman! 
oen !ijoe, por lo que abat.ie.ad~ el 11 en (Ji), de acuerdo a la cona 

tr~ci6n 7• conocida, obte~aoe segdn ae n en la figura lu r•etu 
(a) • (ll)H~ -, (b) • (ll)Bl,, qu. aiden en nrdadera ugnitu.d el ángulo 

buacado de los plano• e( -;, J> .- · 

/~ 

, 1 

/: 
/ 1'! 

/ n¡/---
~ , 

/ , 

- figura 121 .. 

/ 
I 

I 

j 

, 
1 
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/ 

50.- Angulo de un plano con lte de p¡o11eci6n.- Bate probl! 
• no es m6a que un caso particular del visto en el Qlíaero anterior, 

puea baatar6 pensar que alguno de lo• planos dadoa en la figura 120, 

l~ por ejeaplo, ea alguno de los de pro7ecci6n, 7a aea el't 1 1c-
1ogdtieo o el 't 2 ortogdtico. -

Ka la figura 122 ee ha procedido a hallar el éagulo del Pl! 
DO el. (d. 1 , ~ 2 ) con el icnográfico 1' 1• Puesto que le recta i e omÚP 

8 lo• doa e l.nos propuestoe es la traza~ l' C\178 ortografi&t98 l• 
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M~1, '"fa. 
I 

, .Q.. 

/

/ 1 

/ 1 
,, I 1 

/ 
(a.)/~ 

- tigu.ra 122 -
por (a) y (b).-

linea !UDdamental, el plano au 
xiliar 1' que debe1110s tomar r!. 
eults eer UD proyectante vert! 
c~l. Las recta• a 1 b, de in -
te~eecc16n de eate plano con~ 
i}', son a(a•, a") y b(b', b"), 

cuyo punto común ee el M(ll 1
1
Mn). 

El 6.ogulo ll) buacado• c~a 
pro1ecc16n ortogr,tica eat6 
formada por a• 1 b", lo obten! 
aoe en verdadera magnitud, gi­
rando, por ejemplo. •l plano r 
que lo contiene, alrededor de 
su traza T 2 • 11 punto ll s= H . a 
pasad • {ll) = (Ha), la recta 
a lo her' a (a) 7 la b e (b) 
b". 11 'ngulo .J H el formado 

Si se trata de hallar el 6ngul.o del pleno d eon el1' 
2 

or­
togr'1'1co (figura 123). el procedilliento a seguir ea 1d6nt1co por 

llft • et•· b" /o( . # t 
º2.. ~/.· t~ L lo que •xcwsaaoe el detalle da 

V''•M" _ , , a. la coDBtruoci6n remi t16ndonoa 

,//' ¡ "" directaraente a la citada tigu-
' ra.-
1 \ 

' 

t~ b'.(b) 

1 
1 

1 

- figura 123 ... 

Capftulo 5 

Homología 

51.- Pigura• eerepectivaa . - La pro1ecei6n t: 1 desne un punto 
o de Wio torma (, e ualquiera sobre un pleno T, 11.smado e uadro, se ·ob­
tiene hallando la 1ntersecci6n ! •, B' , C.' , ••• , con es.te (11 ti mu, de 
cade uno de los rayos pro1•ctantea OA, . OB, ce, ... , determinados por 
el centro de pro;yecc16n O 1 los puntos ! , B, C, •.• objetivos (!igu. 

ra 124).-

.......... 

- t1gura 124 -

Sea el triángulo !a:: (figu· 

ra 125) situado en e.l plano o( y 

consideremos, asimismo, au pro · 
yecci6n A'B'C' sobre el plano"W', 
desde el punto O. Los puntos ts­
lea como el ' se dice ut 
están en . ~~r.esponde9c ia_ b 1 uni vo 

~·· pues al punto A del plano e( 

le correa~onqe el PWltO A' situ!­
do sobre el plano'll', y reciproct 
mente; en adelante los llemare -
mos puntos co'rreepood'ientetl. Al 

punto leo , punto 1apropio de le 
recta .lB,le corres~onderi el P', 
•w• lo determinamos ~aliando la 
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in.terseccí6n con el plano -.i del re.yo pxoyecte.o.te OF
00

; on cambio, el 
correspondiente del punto C0 , sit~do aobre la recta de interaecci6n 
dft> los planos a.. '1 1 , ea &l mis110 PWlto C

0
, por arar aquHla común a 

los mencionados plauoa, C
0

, por tal raz6n, decimos que oe un _punto _ 
u.oido.-

Podemos ver tambi~n que la proyecci6n de la recta AB desde o 
ea la intersecci6n con i del ple.no deteÍ'minado ,P<>r el centro de pro­

yecc16n O 1 la recte objetiva AB. Es decir que para la 1
00

, recta 1! 
propia del plano~ , su correspondiente es la 1 1

1 recta común a loa 
planos 1 Y~. eiend~ ~el plano paralelo el i tr~aado por el punto o, 
U. recta l' se llama recta 11mite de la figu?a t:, •. fu:i .otillitic, ;;;~ i'w~ 
saaos en la recta r !.e, , impropia diel plano .11, obtendremos su corres­
pondiente sobre el plsno et en r, que es la recta limito de la .fitr..ll"a 
( .-

o 
f.,. F' ~- .- :?-:;' 

' .· .. 

/ 

· · - tig\ira -125 

Dos fig-J.raa r: "'! C 1
, teles eom0 loa tri6ngulos ABC y A' B'C 1 -

reep~ctivamente, se dice que son perspectivas ver1tio6ndoee en las 
mismas, con car~cter reciproco, que: v 

a) los pares de puntos correspondientes· : • A 1 • a· B' • C C • · d 
( .~ ••• ...! t ·~! 

terminan rectas . ue asan mo punto ó. En efecto: baste 
para ello tener en cuente que las dos ti~as · ;esultan secciones 
planas de una misma pirliLi.de de vértice o.: · 

'o) las r t e correspondientes: A:B J. 'B' ; BC , · B'C' ; CA 'A• ; • • ee 

~ puntos de Wla m.isme recte. En e!eeto: laa rectas AB 1 -
A' B • · son e oplar.eres (plano O.A• ABB' o) y per.tenecen respectiv~ente 
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lo• planos ~ . y T{ ; au punto Ch oozs.ún debe c~caearia.mente hallarse 
la recta de 1nt9raecci6n de squ611os. Rl miámo rnzo~iento -

len 3 admitir qu• BJ, B'C' ¡ Ci, C'A' so cortan en .!
0 

"1 B
0 

reepe!:. 

1naente, puntoa 6stos que t&.ab~&n perten•c&n a la ncte de 1nter­
tcc16n de los pl!l.!20• ~ y ~ • Beta recta se llldla recte de pw:i.toe 

idolll.- / 

Se · hace notar que si el centro da pro;yeeci6n, es e"l ojo del 
beer-vador o punto d• "f'i&ta, la !igura e'' ea la imagen o perapect_i 

1 de l& figuru obj@thra !; ¡ lo r~te lúrl.te l', ea la recta d• !uga 

el plano~ 1 el punto f' 9 ee pwito de fug3 d~ l~ ~ecta o 4i~~eci6ü 

u.-

52.- Figuras hoaol6g1cas,- C a~o las propiedades enunciadas 

re las fig'\U'a~J perspeotivaa (ver parágrafo 51) ee cumplen para t -
¡uras de . un J:lismo pl~no, las miamss se dice que son !igu.¡"aa llomol6g,i 

aa.-

so de tratarse de triánguloe, DESARGUES {1593-
652) propuao su o&lebre teorema que figura entre los primeros deecu 

briaientoe da i~ Geometria proyectiva 1 que dice: "ai en un plano, 

oa triángulos ABC '1 A' B'C • se I an dispuestoa de tal manera que 
be reo tas que uñ8ii" sus v rtieee correspondiente•: · A, A' ; .B, B' ; C .­
e•, concurren en un mismo R._i.¡.ntoJ>, tienen.sus lados correspondientes; 
¡B, A'B'; BC, B'C'; CA, C'A', que se cortan en puntos de una misma -
ecta. a 

En, efecto (figura 126): proyéctense los dos triAngtilos Í:. ~ 
Í:, l, desde loe puntos S y S' arbitrarios, tomados sobre un.a recta p 

owalquiera que pasa por el centro de proyecci6n O y es exterior al -
plano ir .-

Las rectas BA y s·~· que están en el plano AA'~, se cortan 
tn un punto Al" .An!logaJDente, las reetas SB-, S'B 1

' pertenecientes el 
plano BB',p se cortan -en B1, 1 tinel.aente, las rectas se y s•c• del 
pleno OC* ,p lo hacen t!n c1·• Loa tru puntoe Al , B¡ y c1 aai ottenido,s 
4etermina11 el plano c4 cu;ra inteneoción, con -j es ~a recta e.-

En. los tribguloe perspctO'tivoa 1: 7 · ~ 1 , •• verifica que loa 
lad.oe AB y A1B1 •• oor11an en c

0
, en tacto que BC y B1c1 , esi coao 01 

1 C1A1 , reapectivam.ente lo hacen en A
0 

y B
0
.- En loe triánguloe Í:.1 Y 
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'C 1 , ta~bién ptrspectivos. se verifica que A'B' Y A1B1 se cortan en 
C

0
, en 1anto que B'C' y B1c1 , esí como C'A' e Y '1A1 , respectivamente 

lo hace11 en. A v B
0 
.-o • 

o 

1! 

- Figura 1?6 -

E!l coneecucr.cie: 1011 la:1os J..ll y A'li'; llC y n•c•, y CA y C'A', er 

cortan en C0 , A0 y B0 , respectivomente, puntos ~sto~ que pertenec:e.n tl una 

cii;n:.r1 r r· c ta e "'"f ,,¡... . • Con ello queda demoi;trado el -leore111a. 

Los doo trilÍngulos J,J;C y J. ':5 •e' son ho!l'lol6gi cos; el punto O ncil:e 

eho:·a, el no11.bre de c1::utro de ho¡:¡o1ot;ía; la l'eciR e º" denm:iir.n e je dr; nom:>­

logía, Y les puntos A,.&.'; ll,ll'; ••• , se llaJDa.n punteo correspondien'\ee u ho­

a,ólogoA. 

Las propiedades enunciaclai; en el teoreu.a anterior se culllpJen col') 

carácter recíproco, es decir que: "si dos trióniuloe ABC y A.'B'C' tienen 

euo lados corre5pO~dienteo: AB, A'D; DC, ~·e•, -y CA, C'A', que 6e cortan 

en puntos de una mis111a rect!I, .tienen MJS v~rticos co1·respond1entes A,A •, 

E', Y c,c•, que deter111inan rcctQs que concurren n -un mismo punto O, 

5 3 • - la h0110 l ogfo como ?royecc 1 ón de f JRvre s_P.erspec ~1 _'!8 s. 

leo proy~cciones de doe forlli&.s planae pe~spectivos, dcoi.lc un purtto nobre un 

plano, ~n dou forma a hocológicou. El cent.ro, el eje ·y el psi· · dr.: 

puntoll correspondi~nte5 de la homología quecun deter11?in111ios 
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r l e proyecei6Q aobre dicbo plano, del cen~ro, ~je Y un pal' de Pua 
1 oorreepondientes da 1 68 dos formas ptirapactiveo.-

En. erecto (r1gure l."t!.'/): consió.ere1:1os :ioe triá.n.~or; perapec 

lYo• C 
1 

!: • que proyiactaaos dude un punto S y sobu un pl!lllo 1Í 1 

1.aalQuiera, en 1: 1 1 ~ 1

1 reapeotivamente.-

Par; que eatoe trilngulo• ·~•n boeológicoa bsstará 6Glll:Qatrar 

loa ud~ J.
1

B
1

, A.iBi ; B1c1 , 11.ºi "! c1.1.1 , Ci.1i, ne cortan enpua 

de *l ~ que lu reetu J.1.1i, B1Bi 1 c1ci, pasan por 61 .... 

- Ugu.ra 127 -

En erecto: loa planos su1B B 1 SA'AlBiB' ,ue ae cor se-

gún la·recta SC
0

C
01

, al eer seccionad.os co lano :J( 1 .... permiten 

obtener afl r~tas A
1

B
1 

y AiBi, cuyo punto C0 i común debe c;e':!r so ~ ­
bre SC_

0
• Por otra parte, el plano SOA'A corta ali l ee.gW\ la ' .r_ecta 

O¡AÍA~, lo que pone en avídencia que A1Ai pasa por. el punto o1 --
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Idénticas consideraciones llevan a comprobar que los otros -- -dos lados B1C1, B'1C'1 y C1A1, C'1A'1, respectivamente concurren~ 

Ao1 .:_Y Bo1; y que B1B'1 así como C1C'1 pasan por el punto 01. 

Este teorema tiene .múltiples aplicaciones en Geometría 

Descriptiva. Entre otras, podemos mencionar las secciones pl~ 

de " conos, cilindros, pirámides y prismas, cuya determinació¡¡_se 

reduce a resolver la homología que resulta de proyectar sobre el -plano del dibujo, la base y la sección plana buscada, perspectivas 

en el espacio. 

Como caso particular del teorema anterior, exponemos el 

siguiente: la proyección de una figura sobre un plano y su 

abatimiento sobre éste, son figuras homológicas. 

/ 

- figura 128 -

figuras L y (L) resultan perspectivas, sus 

Para ello 

(figura 128) se obser · 

va que el abatimiento 

(L) de una figura L 

puede obtenerse sus· 

tituyendo el giro del 

plano a sobre el J3 en 

torno de su recta i 

común, por una proyec· 

ción de la figura L, 

en la dirección dada 

por la perpendicular 

al plano bisector del 

diedro formado por el 

plano objetivo a Y el 
· de abatimiento 13. 

Como las dos 

proyecciones sobre un 
tercer plano son homológicas, según se vio anteriormente. 

Ahora bien: supongamos realizado el abatimiento de la figura 

L en (L) sobre el plano n (figura 129), girando el plano a alrededor 

de la recta AoBoCo. 

Si se proyectan las dos figuras perspectivas L y L', sobre 

el plano 7t de L' , en la dirección A (A) que define el citado 

abatimiento, se obtienen las figuras homológicas L' y (r), siendo el 

punto (0), cent'ro de homología; eje de homología la recta e, y par 
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de puntos correepondisntd A' y (A)• p.!:oyoocioAe~ sobre 7T del punto 

o, de la rectll A
0

B
0
C

0 
y de loa puntos /l. y ll '.1 respectivamente."'." 

Por ser sl plano 71 de pro;recc i6n de la !igure ~ ' , él mismo, 

la proyecci6n de A
0
B

0
C

0 
es la r.aisraa recta, que llamamos ahora e, y 

la d•___.i' el mismo punto A'.-

Idéntica raz6n dice que lo proyecci6n sobre el plano ~ de le 

recta 11.mite l', es la mis¡na re<:t& 

-­f.., 

I 

(O) ,___ __ 
' ' , , ' 

I ' 
"' 1 
I ' 

,.! --

~ .· .. 

~ e~ 
.·~ ·}e 
A~, ·· 

e' 

- !igura 129 -

\ 

En ce&bio1 la pro7ecci6n de la otra recta liaite r, es (r), 

~ su distancia &l •Je de homologia e,ee igual e la del punto (Q) s. 

la otra rec~a lÚl.ite l'o-
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En Jo sucesivo y a efeotoa de t;lmpl Hicar la no1.Bci6n, 1.1e de.i;ignn 

directamente por O, r y A'BC, ol centro de hO!'Jolog:ía, i·eo1.a límite en 1;6\lra 

abatida, que eot4n on el plano n .-
Conviene observar quP. el centro de ho111ologfo (O) puede con9iderar-

8e como el nbatimiento, sob?·e el plonon, del pupto O alrededor di; l2 r~c­

ta 1!1111 te l' que, por perten\!Cer al pl11no fijo, no se ll>ueve durante el g1-

ro del plano·~ hei;ta l 1evar le figura L a li> posición ( !. ) . 
Esta propiedad que ne acaba de demostrar es tambi~n !~portante en 

Geomt!tr!a Deecrip1.1va, pue!I penAite dete1·1111nar mediante la. recoluei6n etc 

una homolocJa las proyecciones de fir,uru11 planas cuya forma y wagn:i tud apa­

recen en el absti:icnto. 

M~ Q 
..... 

- -11:-

/ :':"· '-..... 
/ "" ..... / ............ 

/ ....... 

l' ~ ..... f'/ 

&o /"C. 
/ 

'V 

foo/ 
- figura 130 -

Veacoo ahora el si­

guiente problema (figura 

130): construir el triáng)! 

lo homológico del ABC, sien 

do datos el centro O, el e­

je e y W1 par de puntee co: 

rreapondientes A y A' (lou 

que deben esUlr el ineados 

con el punto 0).-

Para hallar el corres­
pondiente B' del pu.;ito Bpr~ 
16nguese la recta AB h.as~a 
encontrar al eJe de h~olo­

. gia e en C
0 

.-punto eate que 
ee corresponde a si mismo-; 
·luego: uniendo e este 6lt1-

so punto con el punto A' r! 

eulta la reeta C
0
A', cuyo -

punto común con la recta OB 1 

permite obtener el punto B' 
buscado, pues By B' eet&n 
alineados con o.-

Análogamente se encuentra el punto C' correspondiente delpu¡¡ 

to C.-

Ahora .bien: como la recta lii:i1te l' correspondiente de la re9 
\!l l mpropia lo0 de la !igura Í, , es paralela al eje de hdu:ologis e• 

hasta hallar u.no de ~us puntos parR constr~irla.-
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En le. f.1gur., l,.O, el pwto P' corl'HP-01\dionh <ioJ P<tt;) (punto 

en el lnfinito ~~ la ~@Ot9 iB): ae ha obtenido cort&ndo a la r&ct~ 

A'B' ' (hoiii6log<a de AB) con O.!!'ao (psralela por O a la recto\! JiB).-

Para l'l.$llar la otra recte lÚll1te r correapondient~ de lares 

ta impropia de la !igura· i; ' , ea ha procedido d.e 1déotica manHe, a 

•ea: 'ISÚscando el .PUJ,\t.o M correapondli.ente del 111::0 , que está Sobre l~ 
recta AB {bom6logs do J.' B'), en 81.l Yll.D~ -o~ con OM:X, (paral~la -

por O a la recta .A'B').-

54.- llomolódae J>!rti1:'1'lares. §!&itn sean propios o impropjos el cen 

tro o el eje de ho11olo¡;:f'a se presentan loa 6ipien1.er. cesoa particulares: 

a) Se llea:a afinidad u .la t1omologfa de centro O impropio y eje e prop1 o. Es 

decir que (!ieura 131)1 oon datm1 el ·punto Ooo la recto e, . Jll figura f. 
Wl i:iar de pwitos correi:pondientea A y .t•, debiendo ccm.struirse f.1 .-

,o. ,o. 

, 

J. la recta AB le correaponde la que pasa por ~o& . p~tos c
0 

,. A•, 
en cuya. 1ntereecci6n con O~ &e obtiene el pwlto B'~ Anilogamen­
te se procede para hallar el punto e• correspondiente del e.-
Le.e ti y .~' s~ llaman afines y las r.ctas liaitee son 1! 
prop1ae.-

b) se llama eeme....:IJln.Z la homolcgia de centro. O propio y eje e iapr~ 
pio. Ea decir que (!igura 132): son dato;-;l punto o. el eje ·tlcao , 
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I 

I 

~ o 
/1\ 

I 1 \ 
1 \ \ 

I 1 

I c'I . \ 

1 

\ 
\ 

\ I:> Ai/ ____ _ ---Coa> 

- figura 1'2 -
¡mpropia•. -

o .. 
c ... ~ A __.-

c • ._~,~~ :o. 
\J_---- ef 

B 

- figura 133 -

la figura l y un par de .P~ 

toa correspondientoe A y A' , 
debiendo construira.e ~ '.-

Los lados b.om6logos 

-por ejemplo AB y A'B'- son 
paralelos,, pues el punto un.!' 

do c
0

; debe hallara• sobre 
el eje 600 , que es iapropio. 

Las !iguraa e y :f:, • 
aon aemejantea y las rectaa 
l!mitea son 1aprop1aa.-

c) Se llaaa ~encia o 
traslaci6n la hoaologia 

de centro O o0 '1 eje e oe 

Las figuras e '1 .e t (!! -
~.l,3)";;;,11h.n de res_ 
tas correspondientes, P! --:r.a ela~alee, por lo 

QWI t; '1' ~ ', aerced a wa 
traslaci6n, •on euperpo­

niblea.-

X.a recta• l1a1tes son -
impropia&. -

En las !igu1'a& l~a , b '1 e · -que aon Tariante• de la !1.gu.ra 
tina .t!' y :E; ' cuya• pro 12<)- ee han representado lae fOl' ... pezapec G t ; 

;yecc1.ono• sobre el plano -( (Ter parigra!o 5') dan lu !iguraai':r ¿,' 

afines, aeaejan~s '1 congruen~a, re•pectiTaaente, 1 anterioraentedJ 
tinidaa.-

55.- X.. c6nioH co!o b9!0l6dcae de la ciroatsepoit.-
. l cuando ee corta un cono de baae cil'cular -rec~o \l . o.blicuo- con ~ ! 

no, Siempre se obtiene -según 89 dUlle&tra en <nometria Anal~ -

uiis i curva de segundo grado' -la que pued~ Aer :..según . eea la poJú,c.ihn 

del plano secante en relaci6D a las generatrices del cono - , un• eli¡ 

se, psr~bole o hii>'rbola.-

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

-o. -

figura 134 

/ 

~o. 
/ 
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- e..-
Estas curvas -elipse, parábola e hipérbola · , llamadas secciones 

cónicas o simplemente cónicas, por proceder de la sección plana de un 

cono, son las mismas que la Geometria Elemental define utilizando sus 
propiedades métricas, partiendo del concepto de foco; asi lo demostró 
el geómetra belga GERMINAL P. DANDELIN, en el año 1822. 

De acuerdo con esto, cortando al cono de vértice S con un plano 
P paralelo a ninguna generatriz (figura 135), la sección que se obtiene 
no tiene ningún punto impropio y es una elipse. 

En cambio (figur a 136): si el plano p secante, es paralelo a 
una generatriz del cono, la sección presenta un punto impropio y es 
una parábola. 

Para ase~rnos de que el plano p secante corte a todas las 
generatrices menos a la SM del cono, bas tará elegirlo paralelo al plano - -
t tangente al cono que contiene a esa genenratriz. 

Finalmente (figura 137) : cuando el plano p secante es paralelo 
a dos generatrices del cono ·las SM --puntos impropios y es una hipérbola. 
dos hojas o napas del cono . 

SN·, la sección plana tiene dos 

El plano p secannte corta ~ las 

r 
o-

8 
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figura 135 -

Lss c6z:.ic~s que ae aoaban de detinir, tambi6n pueden consid~ 
.raree ooao la proj,eoc16n desde un punto, el S, sobre un plano, ely 
d.- le cl~cunferencia del plano~ (tigurae 135, 136 y 1'7); es decir 

g~ las o6nida8~ la circu.n!erencia son figuras perepectivss.=--

- figura 136 -
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Si en las fig-.:.rs.s 138, 139 y l!l-0, se supone que le forma{' 

del plano i ea una circunferencia, sus proyecciones sobre el pl<in:c( 

desde ei _punto O, serán:elipse, parábola o hipérbola, según sea la 

circunferencia exterior, tangente o secante a la recta l.1ciite, res­

pectivamente, puesto que en el primer caso el cono proyectante de _ 
vflrtice O 'y directriz Í:' no tiene ninguna generatriz paralela al 

plano ~ <en el segundo una sola., la O/ir!; y en el tercero do5 ¡ener¡¡ 
trices paralelas al plano o( , las OM y ON.- -

I 
I 

- fi&UN n7 -

/ 
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Ell cada caso (figuras 138, 139 ~ l40) , 
,, all)bas f ormas ·-e ircun-

ferenc i a y cónica- son figu.raa perspectivas. -

- figura. 140 -

' ' 

ffomol091a 109 

CoJ.no problema, en h.s !ig1iraa 141 4-2 ~· se ha procadi-

4o a tra,zar le cónicas, hoMolligica ele J.~ circunferencia de centro e' ,
9 

a1eudc datos: el centro O de homología, el eje e y la recta limitel'. 

· Se pueden present~r tres poa1b111dadea, según la poeici6n -
que observen entre si la recta limite l' 1 la cirolUl!erencia de cen-

_./' -
tro e•. !si entonces: 

a) Cuacd ta limite l' ora la circunferencia de cen-
tro C'i eu hom61ogs ea una elipae (!igura 141).-

/ 

...... 
' ' 

t' 

e 

- figura 141 -

Pare construir. el hom6logo del punto .A' se lo. vincura con otro -
punto dal ' plano que contiene 8 le rorik ~· t cuyo correspondiente 
en e 1 pleno de la t or ma ~ sen poai ble determinar. En nue~tr o e aso 

_(figura 141), se ha ligado al punto A' con el M', cuyo ~orrespon-
diente M cQ (del .plano de ~ ) esté eobr~ OM'. )J8 correspondiente -
de le recta A'M: debe cortarse con ésta sobre e' eje e de homolo­
gÍ.a, _y pass por Yoc_, 1 homólogo del punto M> El punto comful s la -
recta asi hallada con la OA', permite obtener el punto A buscado.-
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Pera el punto B se procede en !orI').l;t sr..álogn. Les puutoa D y 

E, por ser D'E' paralels al eje e de homologia~ eatán sobre una :t t?;S1. 

ta también paralela al ej~ e tra~ada por e, bocólogo d0l punto e• .y 
alineados DD' y EE' con 0,- / 

El punto L se ha construido vinculando L' con E'. le teuge~ 

te en L se obtiene como hom61oga de la tangente en L', cortándosea~ 
bas sobre el eje e de homologia.-

b) c~ando la recta límite l' es tangente a la circunferencia de ce~ 
tro C', su homóloga es una parábola (figura 142).-

) O' 

I 

' ' ...... 
' .... ' ...... \ 

L 

t' 

...... , 
~' ,,,A.e 

1( ' 
\' 
\' 

' 
' 

\ ' 

' 
' ' ',''' ' ' " ...... ' ......,,: e .... , 
- - ~- ~ .............. -
............ :--.... ' 

,A.,,'\. ......_ A- ' ,.__ 

- figura llf.2 -

Dado que el correspondiente del punto A' es el pWÍto A00 , el ho­
mólogo del punto :S' ee llalla en B, común e OB' "1 e B.A 

00
, paralela 

a OA',trazada por el punto en que J.'B' corta al eje.-

La determinaci6n de otros puntos de le parábola pueden verse en la 
figura, pues las construcciones son similares a las del caso ant! 
rio'r.-

Finalmente: si la recta limite l' ea secante a la circunferencia 
de centro C', su hom6loga es. una hi~rbola (!igura 14-3).-

El trazado por puntos y tangentes de les dos ramas de la curva es 
an~logo tambi~n al empleado en los cae.os precedentes por lo que -
debe remitirse el lector directamente a le !igu.ra.-
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Por aer, en este eJercicio, el eje e de hoaologia, secante 
• la circun!erencis de centro e•, la hipérbola tiene los puntos 
G "!!! ·G1 '1 Ka K' .-

0/ 
\', 
\' 

\ 

\ ""'"' 
- figura 14-3 -

l' 

s ... 

Recordando ~a~ las asintotas de la hipérbole son las tange~ 
tee en sus dos pu.~tos impropios, l~ cvnetrueci6n de las mismas seo~ 
tiene buscando las rectas ·homólogas de las tangentes en R' y S' de 
le circunferencia que, por estar sobre le recta limite l', son co -
rrespondientes de los puntos impropios de la c6nica. En l8 figura -
14~ se ben dibujado las tangentes t; y ·t;. 1 la ci_rcun!erencie, bu­
ta cortar al eje e de bomologia, por donde paaan las ·aaintotas s 1 Y 
a2 c~as direcciones son paralelas a OH' y os•, r•spectivaaente.Les 
•sintotas se cortan en o1 , centro de la cónica.-



) 
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Capitulo 6 

Fig~ras P1anas 

,.l 

~6.- Procedimiento general.- El procedimiento a seguir ifÍra 
repr~sentar las proyecciones de un.a forma plana cualesquiera ee ~ 

duce a la c~strucci6n de una afinidad . tal oomo se pasa a demos 
trar.-

En efecto: sea (figura 144) una toru ~ situad.a en el plano 
o( , cuya traza sobre el plano 1( 1 de proyecci6~ {caadro), es Cl( 1 . 

le proyacci6n ortogonal, sobre este plano1{ ·1 de pro1eec16n, de los 
puntos A, B, ... de la !orma 1: permite obtener, a eu '"*• los pun • 
tos A' , B' , ••• d.e la torma l' . Las f01'U8 f_ ob~etift 1~ 1· ro1e~ 
teda son perspectivas, siendo centro de perapecti't'idad el punto im­
propio d..e las d1.reccionee ortogonalee ~ , • • ¡ B , B' ; ••• , al plano 1fj 
de proyeoc16n.-

Abatido el plano q sobre el plan.o '1f 1 de proyeee16n 1 en tor 
no de su traza o( 1, se obtiene la forma (~) que' resulta afin de ·1a 
toraa ~1 , puea,en efecto: basta recordar que la pro¡eeci6n de wu 
figura sobre ~ plauo y su abet11Liento eobrf> bte, son !igu.ra·e ho'm~ 

16gicas. Como en este oaao e centro de hoaologia ea illprop1Q,pWlt0 

en el 1.ntii1ito de lee perperuUC\!f!ll'es a t( 1 , las formas ~ / "! ( {.} 

est6n Tinculada• por una a~in.1de6. \cuyo oentro ye _ deíilUJIO•, el eje 
ea la recta e{ 1 7 par de eorreapondientee son i.oe puntos J. .' 1 su aba· 
tiaiento (.4) .-

J 
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Es decir que resolviendo una afinidad se pueden representar 
las proyecciones de una figura plana, en fw>.C16a de su abl,t1.aiento 
en el que aparece en Yerdadera forma y 11agnitud.-

' \ 

- !igura 144 -

\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
1 

57.- Represeptac16n de u.n polígono.- En la !iguza 145 se ha 
procedido a representar las proyecciones de un cuadrado ABCD conte­
nido en un plano o( (G( 1 , e( 2), !ij&ndoee como dato le pr01ecci6nA'B' 

/ de UDO de sus lados.-

Desde luego la proyecc16n A"B" ee obvia. A e!ectoe de cons­
truir el abatimiento (~) • (Á)(B)(C)(D) sobre el plano1(1 icnogr6-
!ico, del cuadrado cuya proyecc16n del lado_.AB conocemos, baatar6 
abatir el plano o( alrededor de su traza o( 1 • De acuerdo con la con! 
trucci6n conocida e indicada en la ti.gura, el punto A cae en (A).El 
punto (B) se obtiene cortando a la perpendicular a o<. 1 que pasa por 
B' con la recta determinada por (A) y H~, t~aza esta 61.tiaa de la 
recta AB y punto fijo durante el giro.-

Siendo (A)(B) el lado del cua4rado en .v81'da4era aagnitu4,ee 
posible obtenerlo tamb16n a 6ate, resultando la tor .. (i;). (A)(B) 
(C)(D),-

Para hallar loa puntos e• 7 D' que permitan coapletar le ic 
nogra!ia .4 'B'C 'D' • (', 1 del cuchado, basta resolTitr la .afill14ed ci 
yo centro ea el punto impropio de las normales a la t~aza ~ 

1
, el 
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:t y par de"correspondientes los puntos A~ Y (A), a e~ la traza~. 1 o( 
longan los lados (A)(ll) y (B)(C) hasta cortar a l efecto se pro , 

loa pu.ntos 3 y 4 reepectiVa!llente. De esta forma, unidos 3 Y A Y 
· 16 on la perpendicular a o( 1 levantada desde (D), au interaecc n e 

obtiene ¡¡~ Análoga:nente se procede. para hallar el pun~ C' ;pero, 
ao .a rectas paralelas corresponden proyecciones paralelas, ttazs~ 

por B' y D' respectivas paralelas a A'D' y k'B', su intersecci6o 

e•.-

C" 

O, 1 
' l 

l 

- !igu.1'8 l't) -
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Explicado el mecanismo empleado para r!~olYer le afinidad 

planteada entre el abatimiento (~)de una formf y su proyecci6n 
{;', se puede representar cualquier polígono en sus dos pro,-ec -

cienes - ~' y l: " - pues, obtenida la forma ~ ', la 8" resulta. 
de inmediato recordando que se trata de puntos y rectas de un mi! 
mo plano. As) se ·ha procedido a completar la figura 145.-

Ello no obstante (figura 145), la ortogratia ~" ,. A"B"C" 

D" :iel cuadrado es posible obtenerla repitiendo el procedimiento 
ex;:licado para la icnografía~·• A'B'C'D' del mismo, donde la 
afinidad quedaría establecida por su centro en ei punto impropio 
de las normales a o( 2 , esta traz~ ~ 2 como eje y par de puntos cg 
rrespondientes el A" y (A), abatimiento del punto A sobre el .pla­

no Tr 2 ortográfico.-

5a.- Representación de la circunferencia.- La proyecci6n 
ortogonal de una c.ircunferencia sobre un plano, no paralelo al que 

la contiefie, es una elipse.-

Sea (figura 146) la circunferencia de centro O y rapio r, 
contenida en el plano~. Su proyección sobre el plano 1f 1 , no P! 

ralelo al e(, es una .elipse, cuyo e.je mayor A'B', es proyecci6n 
del diámetro AB de aquélla paralelo al plano 1f 1 de proyecci6n, -
aientras que su eje menor C'D', lo es del diámetro CD de la cir 
cunferencia, que es recta de máxima pendiente del plano~ .-

En la figura 147 se han representado las proyecciones de 

una circunferencia mediante el procedimiento general explicado en 
el parágrafo 57, y siend; datos el plano o{ (o( 1 , o( 2 ) que contie­
ne a la circunferencia, su centro 0(0', O") y el radio r de la mi.§. 

aa.-

En primer lugar, hallemos el abatimiento de la circun.!e -
rencia, abatiendo el plano o( que la contiene alrededor de su tra­
za el{ 1 sobre el plano Tf 1 ·1cnográ!ico. Su centro O caeré en (O) , 
sobre la perpendicular a ~ 1 trazada por O' y a una distancia de 

esta traza igual a la hipotenusa 3[0)) del triángulo rectángulo -
}O' (O)), de catetos 30' y 0' ((O))• 0

0
0" , tal como ae ha . explicado 

anteriormente. -

Dibujada' la ci11cunterencia de radio r, la resoluéi6n de la 

afinidad pertinente nos deja dibujar la elipse A'B'C'D' ya que al 

Pi9uraa planas 11? 

- !igura 146. -

(A)(B), por ser paralelo al eje o( 1 , le corresponde otra paralela a 
~ 1 pasando por O', correspondiente del (O). Las normales a dicho 
eje~ 1 por (A) y (B), determinen A' y B'. El diámetro A'B' es el -
tje mayor de la elipse. De la obaervaci6n de la figura se deduce la 
dtterminaci6n del punto C',a!in del (Q). El punto · D' es simétrico -
con el e•, respecto de O'. El diámetro C'D' es el eje menor de la 

elipse. -

Las tangentes en A' y B' son perpendiculares a A'B' y co -
rrespondientea de las tangentes en (A) y (B). Las. tangente en C' y 
D' son normales a C 'D' y también correspondientes .de las tangentes 

tn (C) y (D), respectivamente.-

Un punto (M) cualquiera de la circunferencia abatida,dece~ 
tro (O), tiene su correspondiente ·M' en la elipse que se dibuja · • 
1111ien.do, por ejemplo, (M) con (O) hasta cor~ar al eje o( 1 en 2; ª2 
bre 20' y la normal,por (M),a o( 1 estad el M'. lB tangente en.es­
te punto será la corree~ondiente de la tangente en (M).-
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. ~ 
Con eete procedimiento podran hallarse cuantos puntos y ta~ 

gentes se deseen para la elipse pro1ecci6n ie~ogr6fica de la circua 

rereocia.-

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

·figura 14? -

La proyecci6n ortográfica de l~ circu.ttferencia es otra eli~ 
ae de la cual podemos dibujai: los pnntos A•, B" , C" , D" , JI" ' · ••• , 

pues son ortogratias de los puntos A. t , B' ; C 1 , D 1 , 11 1 , • ~. del pla­

ao -. • Idéntica raz6n peraite hallar les tangtntee respectina~-
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Las proyecciones A"B" y C"D" son "diámetros conjugados" de 

la ~lipse, pudiéndose observar que las tangentes en A" y B" son 

paralelas al diámetro C"D" y las en C" y D" al A"B". 

La representación de la circunferencia puede efectuarse 

e~pleando un proced.imien~o más e~peditivo que consiste en determinar 

d1reétamente los e)es de~s elipses que son su imagen. . 

Para ello, dados el plano a(ai. 0.2), el centro O(O', O") y 

el radio r de la circunferencia, . bastará hallar los segmentos 

O'A' = O'B' = r sobre la proyección h' de la horizontal h del plano 

a que pasa por o, para obtener el eje. mayor de la elipse proyección 

icnográfica de la circunferencia. (figura 148) 

/ 

.. -- ---___ h~-- .. 

/ 
( 
\. 

' '\ 

.... .f'igur& 1'+8 - ·,cr< 
"v~, 
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Para determinar el eje C'D' menor, debe abatirse el punto <1 

en (O), siendo O' (O) igual a OoO" . Unidos (O) y H' m se tiene 

abatimiento de la recta de máxima pendiente del plano a (ver fig u1 

146) por lo que tomando a ambos lados de (O) el valor del radi o 1 

resultan .los puntos (C) Y (D), en tanto que C' y D' se obtien JJ 

trazando perpendiculares a O'H'm por (C) y (D), respectivamente. 

Para la proyección ortográfica de la circunferencia se proced 

de igual forma, obteniéndose los ejes E"F" y G"K" de la elipse. 

59 -- casos particulares en la representac16n de la circunfe­
rencia.- En las figuras 149-a Y b se ha procedido a representar una 
circu.n!ereccia de centro 0(0', O") y radio r contenidas en planos~ 
( '}1

1
, ~ 2 ) y 6(Ó 1 , ~ 2 ) proyectantes, respectivamente.-

~ l.t 
• 
1 
1 

1 
' A• 
1 
1 

1 
' 
1 

{)"I 
1 

8'' 

w 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

'B' O' 

Y; 
- !igu.ra 149 -

m 

8' 

En el caso de- la figura 149-a se observa que la proyecci6n 
icnogTá!ica de 1s circu.n!erencia se ve recta, coincidente con l1

1
, 

mientras que la ortográfica es Wla elipse de ejes · .A"B" y C"lJ". In­
versamente, en el ceeo de la !igu.ra 149-b se aprecia que ahéra es 
la pro1ecci6n icnográfica de la circunferencia Ul\a elipse de ejes 
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~'B' y c•n•, mientras que la ortográfica ae ve recta, coincidente 

con & 2 .-

En las figuras 150-a y b se ha representado una circun!~­
rencia de centro O( O' ~ O") y radio r, c cntenida en planos O. y .]> 
paral_~Jos a los de pro~i6n.-

A" oN:c":o" 8" 
--- º --·- o(.'2 C" ' f : 

: 1 

w 

w 

- figura 150 -

' 
4 
8 ' 

w 

--J, 

Cuando la · circunferencia se &itúa en un plano ~ (e( l ·' o( 2 ) 

paralelo a . la linea fundamental, sus proyecciones se determi~an c2 
mo ee explic6 precedentemente (ver parágrafo 58), o bien recurrien 
do al plano de tercera proyecci6n, tal como ee ha hecho en la f1g~ 
ra 151.-

v: 

, 

-- -.-¡--' ,,· 
1 , 

A' --- _¡_. - . ,' 
1 

1 
1 -·--¡---·-
' 
1 

- - -· ----- ---
' 
1 w1 

- !igura 151 -

./ 
' I 

I 
I 

I 

/ 
,' 

I 
I 



Capítulo 7 

Representación de Cuerpos 
. Secciones Planas y Planos Tangentes 

'60.- Procediaieoto general.- En general la representación cie 
Wl cuerpo, cuya de!in1ci6n geo~trica se conoce, se hace partiengod€ 
la proyecci6n de los pLllltos 1 lineas que son necesarios para su de -
terminación;• 

En base • estos elementos, la proyección o imagen del cuerpo 
ae obtiene hallando sobre cada plano de proyecci6n, la línea que en­
vuelve o limita la región donde se proyectan todos los puntos de su 
auper!1pie. Eeta linea se llaaa "'contorno aparente" del cuerpo sobre 
el plano de que ee trate.-

En h figura 152 se ha considerado un cuerpo l cualquiera.~ 

royecc16n icno áfic·a l' ae obtiene proyectando todos sus punto s -
desde el impropio de las normales al plsno -rr' 1• Le curva k. 1 que los -
;;cierre, es el contorno aparente tcnogré!ico del cuerp~ y ~esulta -
aer la envolvente -de las traza~ sobre el plano 1c·nográfico del con -..--. 
~to oo los planos proyectantes, tales como el.!'. Esta curva ki es 
proyección de la 1t1 , lugar geométrico d0<;>s pwitos, tales como el M 

?Dtacto de los planos tangentes al cuerpo y que ~ por el ce~ 
tro de proyección 0";,o. La curva k, es el contorno apareate real para - . 
un observador ubicado en dicho pu.nto o• .­- oc 
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Idéntica= consi~aciones son válidas pare 

tográfica !;". el contorno aparente ortográfica k2 
te. rul 1t

2
.para el centro de proyecci6n o punto de 

e:.: -

o: 

la proyecci6n or­
y contorno aparea 

vista ubicado en 

o',,, -

- fi~ura 152 -

-Si e1 cuerpo, como nabitualmente sucede. es opaco, presenta­
rá en sus proyecciones partes visibles e invisibles.-

~n la icnografía e' aparecerán como visibles -dibujar entr1 
zc lleno- tooo punto o línea del cuerpo que ae encuentre por enciaa 

de la curv~ ki• cuya ortografía es la recta kl' e inTieiblee -dibu -
. jar en trazo discontinuo- aquéllos que se hallen por debajo de dicha 
línea.-

En cambio en la ortografía (; '' • serán visibles aquello• ele­
mentos de la superfi~ie de.l cuerpo que se encuentren por delante de 

.la curva k2 , cuya proyecci6n icnográfica es la recta kl• e inviei -
bl,es los q..1e se hallen uhi.c1u!os entre ·k2 y el plano 71' 2 (parte post! 
r,~or ae: cuerpo en relaci6n al punto de vista 00:., ). En le !ig\ll'a 152, 
la proyección A' del punto A es invieible, en tanto que la j" ea vi­
:;ible.-

( 

61.~ Rdpreeentsr un prism& r!)Cto ~e tae0 pentagonal.- Supon­
dremos el cuerpo spoJado en el plano icoogréfico por su has! ABCDE _ 

.Ir¡' s; f; e; )); (!igura 153),ls que tendrá 
en con.secuencie su ortogra­
!1a sobre la !u..tidemeotal.-

A" B' 

1 
1 

E' e" Jl. 

Les arietas son verti­
cales y limitamos al prisma 
con su cara superior A

1
B
1
c

1 
Dl.-

62.- Representar un te 
traedro resular.- Se da como 
dato el valor del lado y 9_!! 

ponemos que WlB de sus cu! 
- fig\U"s l-53 - tro caras apoye sobre el pl! 

no icnogr6fico, la que apel"'e'Ce por consiguiente (figura 154) segú.oel 
triángulo equilátero A'B'C'. El cuarto vértice tendrá su proyecc16n 

·o'' 

===---ª-..." l\ e" 
;A. .ll,, ; 

8' ; ; 

- !.igura 154 -

en D' y su ortogre!ió e~ D", 
eiltndo D

0
D" la altura del -

cuerpo,que encontramos con­
siderando el triángulo rec­
tángulo CD'D, cuyo abatí 

.miento es C'D'(D). De este 
triángulo conocemos el cat~ 
tq C'D' y 18 .hipotenusaC'(D), 
igual al lado del tetraedro, 
par lo que queda determina­
do el otro cateto D'(D) que 
es la altura buscada~ Toma~ 
do D D"• (D)D'· se ti~ne el o . 
D" pudiéndoa~ completar el 

c1.1erpo con sus aristas,-

63.~ Represeptar un cubo spo:edo en ple.no CtlBlglllerl·,- Sed~n 
como da_toa: el plano · ( (e( 1 , ~ 2 ) de la cara ABCD del cutc, las pr2 
7ecciones del v~rtice A(Ji', A"), la direcci6n del lado Ah a·el plano 
t( 7 la lo;:igitud l del lado del cubo (figura 155).-
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Siguiendo lo expuesto en el p~rágrefo 5? ee ha z·epresent 11 , 
la cara AJ3CU(A'.B'C'D' , A"B"C"D") d~l cubo. Les l)l'istae normales 8 , 

ta cara y que pasan por estos cuatro witicea lo son al plano e( , p,ll 

lo qua resultan A'.Aj, B'Bi t C_'Ci 'Y D'Di perpendiculares a a{ 
1 

en t 1 

to que A "A" B"B" C"C" .,.. D"D" lo "" l • l • l " l -son ª "" 2·-

Los extrelllos .t.1 , B1 , c1 y D1 de eetss aristas, que deter ml 
nan la cara A1B1c1n1 , paralela al plano ~- , se obtienen midiendo 0 11 
bre cualquiera de ellos el valor l, lado del cu.bo y q11e es dato 11 
el problema.-

, figura 155. 

A este efecto, en la figura, se ha abatido sobre 
paralelo al 7t1 la arista que pasa or a t · d · · 

~~~~~~~;..__.;;....- -..&.=..:.-'<-"-l~~-'1 en o un punto X cualquie r 
de la misma el que se ub · (X) ·, -. -' 1ca en , siendo el segmento X' (X) igual 
la diferencia de alturas . ~H entre X y el punto C que no se mueve en 
el abatimiento. Midiendo sobre la · arista C' (X) la l 't d 

1 . ong1 u , marcamos 
el ,. lC1) Y deshaciendo el abatimiento resulta el extremo C'l. de 1 
arista, Y por consiguiente también la proyección ortográfica C"i. 

Conviene obeerTar que etta constr~cc16o, que repetiremos en 

rciG1oe similares, no ee •in.o el probleaa inTerao del resueltOeú 
paríigrafo 41 (diltancia entre do. puntos).- · 

Pare completar las proy.cciones de la cara A1B1c1n1 , ba~ta­

dib~ar por •i 1 'i•reapectivamente,rectee paralelas a las aris­

tas opuestas lo~ándoee loe •'rtices Bi • Bi Y Di , l.li, y posterior -
Hnte,en i¡ual !órma,laa proyecciones Ci, Ci del restante vérticec 1 
que cumpletan las proyecciones pedida• del cubo.-

64 . · Representación del cono recto.· Se dan como da tos el 

plano~, a2) de la base del cono, su centro 0(0' , 0"), radio r 

y la altura H (figura 156) . 

Lae proyecciones de la circunferencia base del cono ee de -

terminan de acuerdo al procedimiento explicado para la ti~ura 148 -

(ver parágrafo 58).-

Por ser el cono recto, ·el eje e(e' , e") del mismo es perpeE 

dicular a la base en C( O' , O"); en consecuencia la proyección icno­

gráfica e' de e resulta perpendicQlar por O' e la traza « 1 horizoE 

tal del plano·« aientra e que le e" ortográfica lo es a la traza o{ 2 
vertical por O".-

Para situar las proyecciones del ~értice S(S' , S") debe me­

dirse sobre el eje e la altura H del cono dada. Pera ello se proce­

de como se expl~b6 en el parágrafo anterior para determinar lo lon­

gitud de. la arista del cubo normal a su cara base, es decir se aba­

te el eje e del cono, e.n este caso ~obre el plano -t 2 de segunda pr~ 

yecci6n. De su abatimiento (e) ae conoce un punto, el (O); luego:r~ 

sulta necesario !ijar otro para determinarlo, a cuyo fin hallamos -

811 traza v;.-

Conocido el ebntimii:nto (e) bal!t11 med1r so\n•e oote a parll r lle (o) 

la olture H 'del corio J.l8l'8 fijar - el (S), obatirüonto 4el vfrt1ce del cono, 

Dado que en la figura este punto (S) coa fuero óc loe lím1t.e:i del d1t.uj o , 

ee ha U:t'di'(!.o eoh1-e (e) la mitad de lQ altura fijándose asf el (01). Por c11-

te pu!lto De trl:lza la perpendicular a e• ha:ita encontNrle en O]_, proyección 

ortográ fica del punto mt?dio de lo altura del cono. Por lo tan to, to¡00ndo 

OJ'S" .... O"Of obtenea:o1> la proyección -~"del v~rt1co y consi~1enteml'l\te la 

pnye.cctón S' sobre el e'. -
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Trazando por S' y .S" del vértice S del cono las tangentes a 
las proyecciones homónil'UIB -icnográfica J ortográfica, respe~tiv2 
•ente- de su base, resultan los contornos aparentes del micm0.-

65.- Repreeentac16n del cilindro .recto.- Siendo el proc~di­
m1ento constructivo idéntico al explicado en el parágr~!o an t erior. 

las prQ 
proye~ 

de sus 

para el .caso del cono, representareaos ahora como ejercicio, 
yeccion ~ de un cilindro recto del que se dan como datos: la 
ción e(e', e•) de su eje, loe centros 0(0', O") y o1(oi, ó¡> 
bases y el radio r de las mismas (!igura 15?).-

,cnPorr'9n 
t.a_e-1.íJLSe royecci6n icnográ!ica de la circ~ere:nc~ba ~e ..,....~. 

de centro O, tiene como eje mayor la recta A'B' perpendiculax a e', - - -sientl.o O'A'•O'B•:r. Su eje menor O'D' coillcide con le proyeccióne' - - --del eje del cilindro y su Talor O'C'•O'D' se obtiene merced al .a,b~ ~ 

timi~nto sobre el icnográfico_ 11 1 , del. plano proyectante vertical - 7 .Q 
que contiene a la recta de máxima pendiente del plano de la base' y ~ 
el eje del ~ilindro y cilya traza es 21 1 e e'. Por ser normales es -
tas dos · ú¡timee rectas así aparecen en su abatimiento, por lo queh! 
llada (e) es posible dibujar la (O)(V). Los extremos (C) y (D) re -
aultan de medir (O)(C) • (O)(D) • r. Volviendo el plano O a su posi 
ci6n primitiva obtenemos las proyecciones C' y D', por lo que · la 
elip~e de centro O' puede ya dibujarse en función de sus ejes.-

Le otra base del cilindro de centro o1 , tiene 'por proyec 
ci6n ic,nogr~!ice otre elipse de centro ºi e idéntica a la centro O' 
puee ambas circunferencias eetán contenidas en planos paralelos.-

El contorno aparente icnográfico del cilindro se completa -
trazando las dos tange.o tes comunes a las elipses ,de centros O' y ºi. 

En cuanto al contorno aparente ortográf~co se procede de 
idéntica !orma, por lo que nos remitimos directamente a la fi$ura.-

66.- Seccione• planaa.- Se llama sección p_laua de un · cuerpo 
• · la figura que resulta de cortarlo con un plano cualquiera.-

Geoa~tricamente el problema cons1ate e.n determinar lA línea 
9ue limite dicha {igura, hallando la intersección del pl~no secante 
con la superficie del cuerpo.-

8 
j 
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Repr•••ntaoiOn de cuerpos l3l 

En ol caeo dtt 1.1'6tar11• de un ·lit'drot la · sección ¡1lan11 es un polf -

cuyoa l ·adoD· y vdrt1ce11 aon lR int11reccc1ón del ¡_;limo eecan lt con los 

)ano de Jae cara3 y arietas del poliedro, rl.'epcctiva111ente. ·En conaecuencio 

·..:.;;.::..:;;;.:;.:;;;:.::::.:=- º=.;e reduce en c~dll caso a hallar lo 1nter.secc16u de planos 

d, o bien e la de recta y 1ilono.-

Como ejercicio ae ha reeuelto en la figura 156 la sección planl de 

D priamn recto con un plano cualquiera.-

" E':E'• 

"'-.. ~' 
- figura 158 -

' ' , r'::. C' 
1.. -· \ 

16 Plana Coincide con 18 proyecci6n de la 
La 1.cnogrnf!e de l~c_c __ n_,"-

mientras que la orto¡;raffa en e ete caso se reduce·a dtterminar l~ se-

-""42.-l-~royección de puntos de :O plano conociendo 
ou primera proyección. En 

cone-luy11ndo en el p01I¡;ono 
a fi~;ura se han trazado horizontaleo d.el plano 

A"D"C''D"E'' ortografía de la eección pl11no propuesta.-
1 l l l 1 1 

:) 

~1,,.,•ra 159, se .he dibújudo le eecctón 
tombi~n como ~Jerc1c1o, en lo ~ ~-

d baae octogonal .A.&CDéFti\.l J 
oon el pleno j <j i, j 2) del priel!lll recto e 
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apoyado por Wla de sus caras la'terales en el plano icnográ!ico. -

La intersecci6n buscada se lo~re en este ejemplo utilizando 

planos horizontales tales como el ~que contienen e les aristas del 
prisma 1 hallando su intersección con j3 .-

En la f:~ura estos dos planos se cort~n se~ún la borizontal 
h(h•, h"). Los puntos comunee ah' 7 a la::i aristas que pasan por E' 
Y P' dan . puntos Ei Y Pi de la ascción plana cuyas ortogra!1as son 
respec'tiYamente ~l y P¡.-

/ 
\ 

' I 
(f) 'f, 

\ / 
\;:-

(l) ' _...J-) ...__ (C 

, ' 
i ><" C' 
- ~ 1 

~ 
(>) 

- tigl.U'a 159 -

.!lo obsiante la sencillez de estas construeeionea, las seccio 
nes planas de las Pirámides 1 prismas pueden halllU'se aplicarido lar~ 
i!olución ae WlB homolo....Ca • t . . d d -

. . !!>"' o s uu a , tal e omo pasamos a eetudiar aho 
ra par~ la secc16n Plana de los conos y cilindros qua aon ev ~n&ia: 
lizaeion como superficies geomé~ricas.- . 

Representación de cuerpo• 133 

La sección plana de una superficie cónica puede determinarse 
'hallando la intersección de cada generatriz del cono con el plano 
. secante ¡3, procediendo como en las figuras 134 y 14 7, es decir 
·resolviendo el problema elemental de recta y plano (ver parágrafo 28), 

o bien mediante una homologia, tal como se explicara en los parágrafos 

S3 y SS. 

En efecto: de la figura 160 3e deduce que las formas E y E1 

/ 
/ 

~ 
A 

- figura 160 -

directriz conocida y sec­
ción plana del cono respec-
tivamente, son perspecti­
vas; en consecuencia, s.u.s 
proyecciones sobre un plano 

i:er.a resultan, c omo - -
~a sabemos figuras homoló-
gicas . ... 

Si el plano de pro­

yección elegido es el plano 
icnográfico, tendremos que 
las formas homólogas pon 
E' y E' 1, proyecciones ic­

nográficas de las E y E1, 

siendo centro de homología 
la proyección icnográfica 
S' del vértice s del cono, 
eje de homología la proyec­
ción icnográfica i' de la 

recta i común a los planos a y ¡3, y par de puntos correspondientes las 
proyecciones A' de A y A' i. de Ai. 

Si en cambio el plano sobre el que proyectamos es el plano 
ortográfico las figuras homólogas serán las E11 Y E 11 1 , pudiéndose deducir 
por analogia en el párrafo anterior los elementos que la definen . 

Como eje.rcicio y a continuación se determinan las secciones 
planas de un cono de vértice S y apoyado por sú base en el plano 
icnográfico. Ya se ha dicho en el parágrafo SS que las mismas pueden 

ser elipse, parábola o . hipérbola, según sea el plano 13 -secante, 
respectivamente paial~lo a ninguna generatriz, paralelo a una genera­
triz (paralelo a un plano t tangente), o paralelo a dos gene~atrices 

del cono 

·.' 
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Sección eliptica de un cono recto de eje vertical. Sea (fig~ 

ra. 161 ; e l con o de baee con cen.tro 0(0 ', O") y vértice !:5 (8', S") cuy a 

se cción con el plano,~ ct->y Ji>2) s e deseo determinar.-

L~ cónice resultante es una elipse si,~s exterior a la cir -
cunferencia base del cono, la recta de intersección del plano de esa 

base con el pleno El paralelo al secante~ y trazado por el vértice S 

del cono. -

.. / 
/ .· 

e.· 

En la figura, dado 
que el. cono está apoyado 

. i.,,• por su base e'n el pla.1to i~ 

nográfico 1t 1 . la recta -

mencionada en el párrafo 

precedente es la traza G"1 

del plano 6" ( 01 , . ~ 2.), p~ 

ralelo al J2' ( .P.i, J> 2 ) , -

trazado por .ses•, S" ; . E§. 

ta traza e; 1 es exterior a 

la circunferencia de cen -
~~~~~~~-+--"-'..-.1''--"-'-~~~~-t-~~----~~~-= 

tro O'. -

\. 
\ 
\ 
\ 

t' 
Para dibujarla,res o± 

vamos la homología defin! 

1 da por el centro S', e J e 
)' - + 

, 
1 

- fo..i y p1mtos corres pon 
P> d ' . 1entes A' y Ai como seig 

dicare en el texto para la 

!igura 160. Este último -
punto Ai ea la icnografí a 

del _!.p intersecci.ón de l a 
generatriz SA del conocen 
el plan.o fa ; por consi 

guiente su determinación 
· - figura lól· - ae hace coo el plano auxi 

Úar 'I ( ,\ 1!! 6'.t') proyectan'te verti~al de esa generatriz. ti_a ' !", 

pro1eccí6n ortogrltica de la recte ! ,común 8 J y V· , da en su 1nter­

secc;i6n con s•.P la pro~ecció11 ~l del i.1. perteneciente ~ la elipse y 
obviament~ la proyeec16n A} buscad•.-

P•ra hallar otros puntos de la curTa, b.~ta Tineular por eje~ 
plo • el C 

1 
con el .A' determinando una recta que corta al eje de hamo 

Repre•entao16n de cuerpoa lJS 

loaía ~. en el ou.nto l. El C~ de la elipse, correapondiente del C', 
- .J J. - ,¿, 

se halla ~n el punto 00111Ú.12 1;1 las rectoe S'C' y 1.11 • Le tangenteenCJ. 

ea homóloga de la tangent.e en C' , por lo que ambas recta a se cortan 

en 2 aobre el ej• de hos.ologia f3 1 .-

En igual !or•o ae obtienen loe 

se tra~ar la proyección icnográfica de 

recto dado.- ~2 «;2. 

) v~f- J su \," 

·/ 1 / 
/ / 

/ / 1: o'' ~· 
tú tt; 

·. 

- ti!Ul'• 

puntos a¡ 1 Di , ... , pudiéndo­
la aecci6n elíptica del cono 

La proyección orto -
gr&tica de 'la eecc 160e11.e. 

tica ae trazo observando 
que cada punto, tal como 
el c1 -de icnog:ratia c

1
' - , 

pertenece al cono de vér­
tice S y el plano secante 

}?> , por ser eu 1ntereec­

ci6n; en consecuencia le 

ortogra!la cr del mismose 

ait6a sobre la ~generat~iz 

se del cono~ o sobre una 
horizontal del plano j3 ree 
pecti va11ente. -

~:f' Se observa que en la 
hoaologia utilizada puede 
prescindirse del par de -
puntos ,A' y Ai correepon­
dientea, porque la traza 

a'~ h6rizontal del plano 

Q es recta limite de la -

rniema.-

Bec.é.1 rab6l1ce de un co~ecto de eje vertical. Sea (!.!, 
gur~ 162) el cono de beee con centro 0(0' , O") y 'V6rticé S(S', S") C.!;! 

ya secci6n con el pl.ano J> ( .J->1 , fo2 ) se desea determinar.-

Le c6nice resultante en este caso es una parábola pues lares 
ta G'1 . , _1ritersecei6n del plano de la baee del cono con el plano 6' P! 

ralelo al secante fo y trasado por el vértice S, ea tangente a lo cir 

cu.n!erencia be~~ del cono.-
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Ello significa que el plano G' • por ser tangente al cono.coa 

tiene 
8 

una sola generatriz ~el sismo, la de contacto ST; por consi­

guiente el plano f> qu~ le es paralelo corta a toda& las generatri~ee 
.del co~o menos 8 una, la ST, determinando una curTa con un punto im-

propio.-
Le traza ~ 

1 
horizontal del plano G5 , es tangente en T' 9 le 

drcun!erencia . base. del cono y paralele a la hcim6n1ma J'~ del plano 

fl secante' mientras que la 6 2.; vertical' lo ee a la hoa6nilla J2 y 

V" pasa por h.-
Le secci6n parab6lica del cono ee traza rasolTiendb la homo­

logía definida por el e antro s•, eje .f-'...t y puntos correspondientes B' 

1 
Bi• obtenido Bl(B{, Bi) •ediante un procediaiento anilogo al indi­

cado para la figura 161, ·-s pasa por K1 (Mi ' 11)_) Y Bl Oii • •i·) puntos en 
donde la cifcun!erencia base del cono corta al eje .~1 de hoaologia. 

LE; 1;raZ8 !Oi ea le recta limite en esta bomologis.-

El trazado de las proyecciones -icnográfica y ortográfica-de 

la secci6n•parabóli.cs del cono se completa como en el ejercicio ant!: 

rior (ver figura 161).-

figura 16~ 

Conviene ob1•rTer en ee­
te problema que, dado ~l ple• 
no p cualquier», eolaaente por 

casuaÜdad resul t• .6'1. tange.a 
te a le circunferencia al di­
bujar por S el 6 paralelo al 
fo. En consecuencia para ob­
tener una secci6n parab6lica 
del cono se procede 1 la in -

· yeraa, es decir 9e traza pri­
meraaente el plano.6 tangente 
al cono y se dibuja luego el 
j3 que le ea paralelo.-

S~c i6n hiperb6lica de Wl 

cono rec~ de . eje Ter ;Ieil. -

Sea tig-..i.ra 163) el cono de b! 

se coo centro 0(0' ,O") y Té!, 

tiee S(S' , S"), eu;ya ucci6n 

con el plano fl C.f-''¡ •. foJ so 
de1u1a cleteraincir. -

Rapreaentación de cuerpos 137 

LB c6nics resultante es una hipérbola pues le recta 6' 1 , in­
, ter sección del plano de la base del cono con el plano G paralelo al 
de secci6n p y trazado por el vértice S, es secante a le circun!eres 

cia base.-

Ello significa que el plano ¡¡j secciona al cono aegún las ge-
/ @. . 

neratrices SR Y. ST; por lo tanto el¡- que le ee paralelo corta a to-
das las generatrices del cono salvo estas dos Últimas, determinando 
una curva con dos puntos im~ropios.-

\ La traza 6'1 horizontal del plano G' es interior a la circun-
fer~ncia base del cono y paraleh a 18 hom6nims foti del plano .fo se -
canke, mientras que la S 2. vertical, lo es a la hom6nuiia J>4 de~ y 

pasa por vh.-
La secci6n hiperb6lica del cono se traza resolviendo la hom~ 

logia definida por el centro .s. eje j)1 y puntos correspondientes B' 
y Bi, obtenido B1 (.Bi , BJ'.) mediante UD procedimiento análogo al indi­
c ao.o ' para la figura 161, y pasa por M1(Mi, M]'.) y N1(Ni, NJ.), puntos 
en dende la circuo!~rencia base del cono corta al eje );31 de homolo­
gia. La traza G' 1 es recta limite en eeta homología.-

El trazado de las proyecciones -icnográfica y ortográfica- de 
la sección hiperbólica del cono se completa como e·n el ejercicio an­
terior. En la figura se han representado las proyecciones de una de 
las ramas de la hipérbola.-

Como ejercicio en la figura 164 se ha encontrado la secci6n 

con . un pli:lno . fo (,1 ,f.>2.)cualquiera,del cono recto de bese circular 
de centro 0 ( 0', O"),apoyada en un plano inclinado O( (0( 1 , !'(z), y de 
vértice S (S', S").-

La representaci6n dél cono se ha hecho como en la.figura 156 

por lo que se han omitido · las construcciones pertinente&, mientras -
que las proyecciones de la sección plana, en este caso elipses pro -
yecc iones de una elipse, se han determinado constr.,uyendo . dos homolo­
gias. Estas quedan definidas para la proyecci6n icnográfica por el -

centro de homología S' f eje la recta 1' («.Y.)1 puntos correspondien -
tes O' y ºi, siendo la curva buscada la bomó1Óga de la el'ipee de ce!! 
tro O'; en tanto que para la proyecci6n ortográfica loe elementos de 

la homologia son S", i"r~j->)y O" y ºi , t:l centro, el eje y puntos -
correspondientes respectivamente, siendo la curva buscada la hom6lo­
ge de la elipse de centro O".-
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Repreaentacion de cuerpo• l 9 

El punto o1 (Oi , op se encuentra ya sea buscanao la inter-
• eecci6n del eje del cono con el Plano seeci6n; (intersecci6n de -

recta y plano), o bien como se ha hechc en ••te ejemplo, dibuj<1ndo 
• este plano~ pasandc po'r el puntCI o1 que se ha prefijado sobre di­

cho eje,-
/ 

Cuando el plano secante a un cuerpo es alguno ae los de Pr2 

yecci6n la secci6n plana obtenida se llame traza del cuerpc, o bien 
traza de la superficie.-

A, 

Sea (fi~ura 165) el cono -
recto de vértice S apoyado enel 
plano o( paralelo a la f undamen­
tel, en vista de perfil.-

Le inters~cci6n de la5 F-€­

neratrices Sb, SB, •.. ,delco­
no ccn el plano 'Tr' 1 de primera 
o T .> de segunda proyección, re 

~ -
sult3n ser cónicas y, res pec t i -
vamente, trazas icno~ráfice .'J º.!:. 
tográfica de la referida supe~­
!icie .-

Las trazas (cónicas) icno ­
grlfica y ortográfica de la su­
perficie dada son figuras pers-

- figura 165 - pectivas con respecto a la cir-
cunferencia base del cuerpo cónico y su trazado en proyección se li 
mita a la resolución de una homologie.-

Como ejercicio (figura 166) se ha determinado la · traza hor~ 
zontel de un cono recto de vértice S(S' 1 S") y eje e(e' 1 e"), apoy~ 

do en e_l plano r ( 1'1 t f12) proyectante sobre el vertical.-

La traza horizontal del cuerpo dado es bom6loga de la elip­
se de centro O' (proyección icnográfica de la circunferencia base 
del cono), siendo centro de homologia el puntos• (proyección del -
vértice S) 1 eje de homología la traza 1' 1 horizontal del plano . f1 -
(intersección de los planos? y '1' 1 de la~ dos formas), y puntos c2 
rréspondientea O' y B', éste traza horizontal del eje e del cono.-e 

. Con estos elementos se ha determinado la t1·aze horizontal -
dcil cono, hspibnitose determi n aao el pllllto A' -por ejeuip~c- como in­o 
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tersección de S'A' y la paralela trazada por H'e a O'A', ya que 

siendo por construcción A'O' paralela al eje Yl de homologia, su 

correspondiente H'eA'o concurre en el mismo punto (en este caso el 

impropio de y1 ) la determinación de los demás puntos de la curva se 
deduce siguiendo la misma figura. 

'~ 
~ figura 166 -

Todo lo dicho precedentemente para secciones planas Y trazas 
de conos se puede generalizar para las superficies cilíndricas Y 
para las pirámides y prismas. 

Representación de cuerpoa 141 

67.- Principioa de sombras.- Supuesta la propagación recti­
linea para los .rayos que emanan de Ulla fuente lw:tinosa, materi5liz.§. 

da en un punto P, propio o impropio (figura 167), se llama sombra de 

Wl punto A sobre un plano o sobre una superficie cualquiera, 8 la ip 
teraecci6n del rayo PA de luz, formado por el foco luminos 0 y el puf 
to dado, con ese plano o ~sa ou;er!icie, según corresponda.-

--A« 

p 

- fi~ura 167 -

Se llama sombra de una recta sobre un plano. o sobre una s~ 
perficie, para un punto P luminoso, a la intersección del plano, d! 
terminado por este punto y l& recta dada, con el plano o la Juperf f 
cie, respectivamente.-

- figur& 168 -

En la figura 168 se . 
aprecia la som~ra de una -

recta e sobre un plano o( 

que es ªe( ; en cambfo, en 

la figura 169 resulta so -
bre una i¡uperficie.-

63.- Sombra propia y provecta­

~ Scfl (flgt1ra 170) una 11u.perf1-

c1e ! iluminada por una fuente lum_~ 
nosa P.- De todos· los rayos de luz que emergen de la fuente p lu11inoso e 
1ncidon sobre ln eupe f · 1 1dé .. r ic e, cons reuse aquellos que le eon tangentes 
a la ml8lllll (superficie 1. ) . -
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Como es fácil observar, se genera una superficie cónica, de vért i 

P, que a su vez envuelve a la superficie L dada. 

Unidos todos los puntos, tales como el Ar -punto de contac · 
o tangencia del rayo luminom· 

con la superficie L- resul 1 

una curva que delimita o s 

para la parte iluminada de 1 

de sombra de es ta superf i ci 

L. La curva obtenida se llant 

separatriz de sombra y dete1 
mina la sombra propia d 1 

cuerpo. 

Es evidente que pro 

longado el rayo PAr, a par ti 1 

de Ar, llamado rayo de sombr , 

hasta cortar un plano a cua l 
quiera, resulta el nuevo pun 11 

Au, que es la sombra del 11 

sobre dicho plano a. 

- figura 169 -
El área 1 imita da po 1 

la curva común a todos l o 
puntos, tales como el Ar, con 

ti tuye la sombra proyectada por el cuerpo L sobre al plano a 
' Especificamente la curva que resulta de unir puntos tales como 1 

Aa, es la sombra sobre a de la separatriz de sombra de la superfi cj1 

L antes definida, la que también puede considerarse como intersecci611 

del cono de vértice P con el plano a. 

Tanto la separatriz de sombra como la sombra proyectada, s 

obti!enen geométricamente pensando que, por el punto P, pasan infinito 

planos -tales como el t- que son tangentes y envu~lven a la superfic i 

:E. La separatriz de sombra resulta formada ·por los puntos de contac to 

Ar de los planos t tangentes, mientras que la sombra proyectada 11 

determina la curva envolvente de tangentes que resultan de cortar al 

.. plq,no .a con dichos planos t. 

Imaginemos por un momento que el punto P -foco luminoso- s e 1 

el ojo del ,.observador. Los rayos de luz se convertirán en rayo 1 

visuales y el cono de luz en el cono óptico. El conjunto de puntos , 

tales como el Ar, se llama, ahora, contorno aparente de la superfici 

:E, pues es lo que el observador ubicado en P ve del cuerpo L 

p --_ .... .... -­.-

,, !,_....-"' 
··· •::::-----------
!¡' -- --- -· ~ ...... ___ 
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--"":'"-

---

- figu.r¡; 170 -

De lo dicho se infiere la identidad de la separatriz de so~ 

bra y el contorno aparente .de un cuerpo y, por lo tanto, la a;t~r~i 
naci6n de cualquiera de ellos se resuelve mediant;e el tnizado del l.!!_ 

gar geométrico de los puntos de contactos de los plenos t tan~ente& 

8 la superficie l que pasan por el punto P.-

o( 

Poo -
1'00 

----:.------ - -

-----~~-----

Poer 

- fi¡¡ura 171 -
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Finalmente (figura 171), cabe observar que si el punto P, 

foco luminoso, es impropio, el cono de luz -o el cono óptico si s 

lo considera 0jo del observador- se convierte en un cilindro, no 
variando e·n· absoluto los conceptos explicados más arriba. 

60. - Planos tangentes a suoerficies cónicas y cilíndricas. · 
El plano tangente en un punto de una superficie (cónica o cilíndrica) 
queda determinado por la generatriz de la superficie que pasa por 

el punto y la tangente a la directriz de la mis.roa que corte a la 

generatriz dada. 

-figura 172-

En efecto (f1gu:ra 
172) aea un cono,que por 
simplici:ad suponemos rec 
to, de vértice S.Resulta~ 
lae generatr1cea g1 y g,, 
y la cuerda AB, siendo ·R1 
la curva directriz conocI 
da del cono dado. -

Si imag1namoe que la 
generatriz g2 se acerca 
tndef1nida.mente a la g1,Wi 
ta confundirse con ella,e l 
punto B hace le propio con 
fulldiénaose con el A, 1 la 
cuel'da AB ea ta"Qgente t en 
A a la c.urva ki iiirectri:r. 
del COIIO. 

El plano secante, formado ¡:io:::- gl 1 g2, ee ccnvierte -precisamen­
te en el plano tangente al cono y lo formao g1 y t. El plano tangen­
te obtenido ee el mismo para cualquier punto ae1 cono, tal ººªº el 
~de la generatr1; g1 .-

, Como ejercicio, en la f.1.gura 173, se ba procedido a trazar el 
plano -e ( r l' -e 2) tangente en el :pun~o )( (JI' ,ir•) de l.& geoera.tr1z 

g (g•,g•) del coo~ de vértice S . (S', S"), 11ie12do7( el plano de la 
ba11e. 1 

La ge11eratrt~ g = SA{S.• A•, s "A") 7 la taagente t ( t', t") a la 
. directriz coaocida, . en • este caso la circum:erencia de la ba11e delco­
no, d.ete:n11Da& el platlo r;c¡,

1
, t ·2 ) ta'Dgeate al aiaao en el put1to ltl 

(JI( 1 
, 11" ) , uniet1do lall trap.a hoia611111&8 de Cada Ul'l& de. ellas• 
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En el problema prupueuto dado que lo re.et~ t oe aittSa r.obre el pla­

de primera proyección, la traza .i'1 horizontal del pla11ot. tangente 

confunde con la proyección t' ic11ogr1Hica, y como Vj cae fuera de lo 9 J.!. 
11 del dibujo, .se ha utilizado la horjzontal h•(h' , h") pai·a det.eriur.ur 

\ra1.a l:z vertical del mje::o.-

Si ae tratare de un oilindro el probleClll ee rcmiclve do id~ntjca lD! 

, .Penll8ndo q-ue el v4rt1ce S ea Wl punto impropio. -

\ 
\ 

/ 

~ 
/ 

t' 
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En la ! igura 17 4, se ha procedido u tra2i,!lr el plano '( ( ( l, L ? ) 

-it1ng!nlte a un cilindro recto, !!iendo 7r 1 el plano uo la b:use, obte11iénc1oac 

come tal (plano'! tongente) uno p1•oyectt11te vertical.-

is'' 
M'' 

- figura 174 -

t" 

70.- Planos tan~~n_!.eLn_l.!_t!~ 

per!iciE'a c6nica11 desde un p11n1.<!__!_X..:. 

1.er1or.- Dado un cono d~ vértice ~ 

(figura 175) se tr.sta de halJa.r en tr<• 

los infinitos plonos, que siendo ta~ 

gentes a la supei•ficie, pasan par un 

punto P exterior &. la rai sma. -

Como los planos tungentes a tr~ 

zar deben pasar por el vértice S de 

la superficie dada y el punto -I', con. 

tienen forzosamente lu recta m que ! 

llos determinan.-

DeteT111inemos la inter3eccjón 

I de la recta lJl con el plnno de 
(!11, ~ ) 

la directriz ~c1rcunferencia base- de . la ouperticie cónica, tr~cemos por 

1 las tangentes t y t a la directiz que se halla contenida en el 
(u:, oe. ) 1 . 2 

ta t y t , deter:11inan co11 la ci un ple no plono ..c.. Cada una de estas rec s, 1 2 

:tangente a 111 euperficie: el W =- m, t 1 • 

eeneratr1ces de conbcto son SA. y s:& respectiv&r.ient~.-
7 eif.= m,t2 ,cuy3s 

Si p ee foco luminosJ 

lae eeneratrices SA Y S! 

aon eeparatriz de smubra ccl 

cono (ver parJgrnfo GU), 

mi~ntraa quo el dreo co~ 

didli cntru t
1 

y t 2 (tr~zus 

\.-~~~--""'~~~~~~~~· eobre ~ dellJ y f, re~pectl 

· -figura 175-

v11mr.n te )-eo la eombr'• prJ ­

yec 1.t\dO por 1 Q e'.! pe l'f' 1.c le 

eobre oae plano ·-< • -
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En cambio si P es punto de vista, las generatrices SA. y SB son el 

contorno aparente del cono para un observador ubicado en dicho punto P. En 

la figura 176 se han 

determinado los pla -

nos w(co1 , w2) Y 

\ 

.J "= I" 
l1 - 2 

figura 176 -

<¡>( <p1 ' <¡>2) tangentes al 

~ 
cono recto de vértice 
S (S', S"), apoyado en 

' el plano Jt 1 de primera 

/ proyección, desde un . punto P(P', P") ex te · 

/ · rior al mismo. 

l'tmo<)?. H',,,," Las construc-

_. ;<,.t\ ciones pueden seguir· 
·: : se en la !T\isma figura 

de acuerdo con las ex· 

plicaciones preceden · 
tes. 

Cuando el 
punto exterior desde 

el cual se traza~ los 

planos tangentes a una 

superficie cónica es 

un punto impropio Po0 

-dado por la dirección 

de una recta - , el pro· 

blema se resuelve tam· 

bién siguiendo la fi -

gura de análisis 175. 

Como ejercicio, en la figura 177 se han determinado los planos 

w(w1, w2) y <¡>(<pi. <¡>2) tangentes a un cono recto de vértice s (S', S") 

apoyado por su base en un plano horizontal de traza a2, desde un punto 

impropio Poo dado por la recta 1 (l' , l") . 

Las construcciones indicadas en la figura se siguen en base a 

lo precedentemente expuesto y solamente se aclara que la recta m(m' .,m") 

resulta de trazar por S(S' ,S") una paralela a la dada 1(1' ,l") y que 

la curva que limita la sombra proyectada por el cono sobre el plano 

ortográfico es una elipse, proyección de la circunferencia base sobre 

ese plano. 
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- figura 177 -

En el caso de tratarse de un cilindro recto apoyado por su 

plano rr1 icnográfico (figura 178), los planos tangentes desde un punto 

P exterior al mismo son los 

¡;·· 
i '' t'' e: 1 ':!:. 2 

- figura 178 -

ro(ro1, 0>2) Y q>(q>1, q>2). 

Se observa que siendo el 

vértice S de ·1as superficies ci ­

líndricas un punto impropio -dado 

por la dirección de sus genera ­

trices - , la recta m(m', m") que 

los une con el punto P resulta 

vertical; por lo tanto los planos 

tangentes ro y q> hallados, son 

proyectantes verticales. 

Para hallar los planos 

tangentes ro y q> (figura 179) auna 

superficie cilíndrica desde un 

punto impropio P~. basta recordar 
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e los mismos deben contener a este punto Peo y al vértice del cilindro, 

siendo ambos puntos impropios, la recta m que determinan 

impropia; por consiguiente los planos ro y q> resultan 

Para trazarlos basta dibujar por un punto M cualquiera del 

1pacio las rectas g1 y 11, respectivamente paralelas a una generatirz 

f del cilindro y a la recta 1 dada, las que siendo concurrentes 

el plano t, el que desde luego contiene a Seo y Poo. Los 

q> buscados, se dibujan paralelos al plano t y tangentes al 

- a, -

'Li 

1 f 
i '\. . p.., 

b-

- figura 179 -

En la figura 179 -b se ha resuelto este problema para un cilindro 

recto de base circular apoyado en el plano icnográfico ~1. 



Sistema de Proyecciones Acotadas . 



Capítulo 8 

Punto. Recta y Plano 

71. - Nociones.- En el parágrafo 7, se dijo que una forma 
I cualquiera del espacio (figura 180) podría representando proyec ­

tando cada punto· de la misma ortogonalmente sobre el plano 7t del 

cuadro y desde un punto O~ impropio; entonces, para el pun\:O A 

objetivo, la recta proyectante que lo unía al punto o~ impropio, en 

su intersec;:ción con el plano 1t del cuadro, permitía obtener su imagen 
o proyección A'. Repetido el procedimiento para todos los puntos 

de la forma I se obtenía, sobre el plano 1t del cuadro, la imagen o 
proyección I'. 

Refiriéndonos en particular al punto A objetivo se observa 
que su imagen A' está dada por la proyección de aquel sobre el plano 

del cuadro. Sin embargo, su posición no está determinada, porque 
todos los puntos objetivos de la forma I dada pertenecientes a la 

perpendicular al plano n del cuadro trazada por A, tienen su 

proyección; de allí enntonces que un procedimiento para fijar la 

posición del punto A objetivo -con respecto de su imagen - consista ' 

en determinar · la al tura que lo separa del plarÍ:o 7t del cuadro, de 

acuerdo con la medida de una cierta unidad de comparación u fijada 

de antemano, lo cual equivale a medir la longitud del segmento AA'· 
Resulta entonces u·n número, cota o altura del punto que, indicándose 

entre paréntesis al lado del símbolo de la imagen del mismo, designa 

su altura del plano 7t del cuadro. 
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En efecto: si en la figura 180, se mide la longitud del seg­

mento AA' de acuerdo con le unidad u de comparsc16n, se aprecia ~ue 
tiene un valor igual e 2,75, o sea que el punto A objetivo de la !or 
ma ~ dl.'lda se sitúa de su imagen A' sobre ~ ' a una distancia i;ual ; 
~.75 unidades ~obre el plano del dibujo. Se ha logrado eatablPCer ea 
tonen uM ctualidad entre punto y proyecc16n.-

- fi~ura 180 -

lediante este procedi­
miento cede punto tiene su 
cota; de ~lli entonces que 
el Sistema de Representa 
ción se llame de "Proyecci2 
nes Acotadas".-

El. plano del cuadro, 
se llama plano de compara -

ci6n y todos loe puntos que 
le pertenecen tienen cote o 
altura cero.-

La escala del dibuje e!! 
tá .dada por la unidad u de 
medida que, prefijada srbi­

trari.amente, determina la cg 
ta o altura del punto.-

Comparada la representació~ del punto en el Sistema Monge y 

en el Sistema de Proyecciones Acotadas, resulta que: en aquél, l a 

posición de un punto A objetivo cualesquiera la determinan dos 

proyecciones: A' icnográfica y A" ortogrc;. .... .ica; en cambio en éste, 

sólo ·se utiliza una sola proyección -que vendria a ser la icnográfica 

del Sistema Monge - , reemplazándose la ortográfica por un número, cota 
o altura del mismo sobre el plano de comparación. Es evidente qlie la s 

construcciones son más ·simples cuando se utiliza el sistema de Proyec · 
ciones Acotadas que el Ststema Monge, dado que se eliminan las 
representaciones sobre el plano n 2 de s~gunda proyección. 

72 .. Elementos de representación . . Los elementos de 
representación utilizados en el Sistema de Proyecciones Acotadas 
son los siguientes: 

a) Plano de comparación. Es el plano horizontal donde se efectúan las 

Punto, t ecta y plano lS S 

representaciones y resulta equivalente al plano n del cuadro del 

sistema cilindrico y al ni de primera proyección del Sistema Monge. 

b) Cota o altura de la forma objetiva. Es el número que indica la 
altura a que la misma se encuentra de su imagen. 

c) Escala del dibujo. Es l a unidad u de comparación o medida, 
elegida arbitrariamente de antemano. 

73 .. Representación del punto. - En el Sistema de 

Proyecciones Acotadas para representar un punto cualquiera del 
espacio, debe fijarse su cota, de acuerdo con la unidad u de medida, 
elegida arbitrariamente. De esta forma la representación del punto 
queda determinada por la proyección (ortogonal) sobre el plano de 
comparac i ón y su cota. 

1 
Ó A' 0 

- fig-.Jra 181 -

Asi, por ejemplo, en la figura 

representación en el espacio de un punto 

A' (3,75) 

- b -

181-a se aprecia la 

A dado situado a 3 '7 5 

unidades del plano del dibu jo,• y en la figura 181 -b, la misma 
· d · · · dose representación en el sistema de Proyecciones Acotadas, a virt1en 

( . d " da la proyección A' ortogonal del mismo (punto) y su cota in ica 

entre paréntesis), siendo u la escala del dibujo. 

74. · Representación de la recta.- Una recta se representa 
· · ias por su proyección sobre el plano horizontal de comparac1on Y 

cotas de dos de sus puntos . 
Asi, por ejemplo, en la Ügura 182, se ha procedido a representar 

morli "'"+-"' "" nrr.vor r i fin ""hrA Pl nl ano horizontal· 
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de comparación, obtenida al fijar la proyección A', de cota 2,50 , 
correspondiente a un punto A, y la B' , de cota 6,25, correspondienté 
a otro punto B, ambos pertenecientes a la recta r dada . Se obtiene 

como proyección la recta r', sobre el plano de comparación. 

- figura 182 -

Para imaginar la recta en 

el espacio d~ben situarse los -
punto~ A y B que le pertenecen, 

respectivamente a 2,50 ~ 6,25 -

unidades del plano del aibujo.-

Definida asi la recta, la 
ubicaci6n de un punto ~ cualqui~ 
ra sobre ella áa lu!ar a los dos 
siguientes problemas: 

a) Dada la proyección M' de Y s2 
bre r' determinar su cota para -
que pertenezca a la recta, y 

b) Dada la cota de M determinar 

la proyección M' sobre r' para que el punto pertenezca a la recta.-

Para resolver el primero de ellgs, es decir para hallar la -
cotR de M cuando se conoce la proyección M' sobre r', basta abatir -
~obre el plano de comparación e la recta dada r, abatiendo el plano 
que la ?royecta sobre aquél. En la figure 183 la recta abatida es (r J 
siendo A• (A) s 2,50 u y J:l' (J:l)"' 6,25 u, donde u es la unidad o escala 
del dibujo. El punto M por pertenecer a la recta r tendré su abati -
miento (Wi; sobre (r) y su cota interpretada gráficamente es el seg -

mento ~'(M) ~edido en la .escala u.-

De la observación de la figura y por la simple proporcional idac 
entre lados de triángulos que resultan de trazar por (A) la recta (A)B t 

paralela a r', se determina gráfica-analiticamente la cota de M, l a 
que es: 

M' (M) M'Mo + Mo (M) 

De los triángulos rectángulos (A)Mo(M) y (A)Bo (B) se deduce : 

(A)Mo _ Mo(M) 

(A)Bo - Bo(B) 
Mo(M) = (A)Mo B (B) 

(A)Bo o = 
A'M' 
A' B' Bo{B) 

Además 

M'Mo = A' (A) luego la (1) queda 

A'M' 
M' (M) = A' (A) + - - B (B) (2) 

A'B' 
0 

es decir que la cota buscada del punto M es igual a *ª cota del punto 
A más la diferencia de cotas entre A y B multiplicada por la relación 
A'M' 
A'B' • segmentos que medimos en centimetros directamente en la 

proyección. 

(A) 
,,..,. 

~ 
\ 

\ 

K (2, 5 O) 

(B) / 

(~\)~',, 
\ 

-
\ ,,..,. _...\-

\ ,,,..,. / 

,,..~ Mo 
\ 

\ 
\ 

- !1gura 18~ -

Bo 
\ 
\ 

En el caso de la figura propuesta resulta: 

A'M' ( ) Cota de M = M' (M) = 2 , 50 + cm 
A'B' (cm) (6,25·2,50) 
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Para resolver el segundo problema, es decir para fijar 1 

posición de M' sobre r' dada la cota del punto M, es suficiente despej a 

de la expresión (2) el segmento A'M', el que en centimetros resul t 

en función de elementos conocidos, pues M' (M), cota del punto M, e 

dato. Es decir que: 

A'M' (cm) A'B' (cm) 
M' (M) :_ A' (A) 

· Bo(B) 
( 3) 

Habitualmente suele completarse la representación de la rec t 

mediante la graduación de la misma que consiste en marcar sobre su 

proyección una serie de puntos de cota entera. 

Este problema es un caso particular del resuelto en el párrafo 

anterior, pues ba&ta asignar cotas enteras a los puntos tales como el 

(M) y determinar mediante la expresión (3) la posición de sus 

proyecciones, tales como M', sobre la r'. 

p 

- figura . 184 -

f"' 

Q. R. 

0.2.5 
' 1 

No obstante ello, st• 

gradúa una recta en forma 

expeditiva mediante la cons 

trucc.ión gráfica indicada en 

la figura 184. 

La recta auxiliar A'R 

es arbitraria y se divide en 

segmentos propocionales a las 

diferencias de cotas buscadas, 

marcándose los puntos M, N, P, 

Q y R. Trazando por estos 

puntos paralelas a la recta 

B' R se obtienen sobre la r' 

los puntos pedidos de cota 

entera. 

75.- Inclinación. péndiente e intervalo de una recta. La in ­

clinación de una recta AB es el ángulo a que ella forma con su proyección 

horizontal A'B ', el que se pone en evidencia (.figura 185) mediar.te el 

abatimiento de la recta sobre el plano de comparación, abatiendo el 

plano que la proyecta sobre aquél. 
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Se llama pendiente de una recta la tangente del ángulo de 

inclinación a, es decir: 

p = tg a 
Bo(B) 

A'B' 

óh 
d 

(1) 

que expresa que la pendiente de una recta es el cociente entre la 

diferencia de cotas de dos de sus puntos y la distancia entre sus 

proyecciones horizontales. 

- figura 185 -

se llama intervalo de una recta la distancia entre 1as 

proyecciones horizontales de dos puntos de esta recta cuyas cotas 

difieren de la unidad (figura 185). 

El intervalo es la inversa de la pendiente. En efecto, ·{Figu· 
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(-r) 
/ 

ra 186) cuando las cotas d 
dos puntos difieren en un 

unidad, en la expresi6n (l l 

es A b • l y a r 1 por d 

finici6n. Luego: 

h l 
p "' tg ~ ·•-&: 

d 1 

o bien: 
l 

i 
p 

Es decir que conocido 

- figura 186 - el ángulo ·ae 1ncl1nac16n ~ 

de una recta se puede calcular su intervalo y dibujar por consigu i 

te su proyecci6n.-

( .r) 

En la figura 18? se h 
resuelto ·gráficamente est 
problema, siendo datos le 
proyecci6n r' de la recta, 
e 1 ángulo de inc linac i6n o( , 

el punto de cota 10, el se 

tido de grsduac i6n de la rt 
ta y la escale u.-

Por el pu.nto de cota l 

se dibuja (r) de manera tal 
que forma con r' el ángulo 

o( • A une distancie de r' 
igual a la unidad se le tr• 

. figYr& 18? - za a esta última una peral 
la. La 1nter$9cc1ón de esta paralela con (r) da el punto {ll) cuya pr 
yecci6n marca e! punto de cota 11, siendo el segmento 16-11 " i el 

intervalo buscado.-

76.- Posiciones particulares de le recte.- En relación al pl 
no de eomparaci6n, una recta puede ser oblicua, paralela o perpendi 
la!. -

La recta oblicua está caracterizada por una proyecc~ón rec t 
1 ll'\eA "J J>OT' Oct cotas desiguales en le forma indicada prec.e.4entemenl. 
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Como caso particuJ r, s in eresante destacar que una recta 
inclinada 45° tiene un intervalo i iqual a la unidad, pues: 

1 l 
i • .. .l. 

tge( l 

La recta paralela al plano de comparación es horizontal y está 
caracterizada por una proyección rectilinea y dos cotas iguales, o 
bien la de un solo punto, ya que ésta es la misma para todos. 

Como el ángulo de inclinación de las horizontales es cero, su 

intervalo es infinito, pues: 

1 .. 
l 

tg« 

l 

o 

La recta perpendiclllar, es decir le vertical, tieoe por pro­
yección un punto sin cota. Siendo el ángulo e< • 90°, el 1nttrva1o es 

cero, pues: 

1 • 
l 

tg'( " 
l 

ro 
• o 

??.- Recta• paralelae.- Las rectas paralelas tienen proyec 
ciones paralelas, intervalos iguales 1 graduaciones en el mismo sen­

tido. -

En la figura 188 se han 
representado dos rectas a y b 

paralelas pues cumplen las con­
diciones apuntadas, las que por 
otra parte, resultan evidentes 

recordando cuanto se ha dicho 
precedentemente. 

?8.- Rrctae concurrentes.-
- tigare H3B - Dott rect6s se cortan cuando ::1u12 

proyecciones tambi~n 11 corten y el punto común tiene la m1~ms rote 
sobre cada recta.-

En la !i~ura 169 •l punto de conclll'rencia de las rectas a ~ 

b ea el M de cote (17).-
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79.- Representación del Plano.- Dos rectas concurrentes 

determinan un plano. 

Sean (figura 190) las rectas a y b, representadas por sus 
proyecciones a' y b', que se cortan en el punto M de cota 17; ellas 

determinan un plano. 

I 
'p 

- figura 189 -

Como en el plano existen 

rect~s h horizontales, fácilmen · 

te es posible representarlas 
uniendo los puntos de igual cot a . 

Asi entonces: unidos los puntos 
de cotas 16 de las rectas ~ y b 

dadas, se obtiene la horizontal 
de cota 16, cuya proyección sobr 
el plano del dibujo es h' (16) . 

Como las rectas h horizontales son 
paralelas, la horizontal de cota 17 
pasa por el punto de cota 17 y es 

paralela a la horizontal h' (16), re · 
presentándose p0r su proyección h' (17). La horizontal h de cota cero, 
es la traza del plano por ser intersección del mismo y el de comparación. 

A la traza del plano se la simboliza con la notación h'o. 

- figura 190 -

Es decir que un plano 

queda identificado por la proyec · 

ción de dos de sus horizontales. 
No obstante, habitualmente s 
representa un plano en este sis · 
tema mediante su recta de máxima 
pendiente. 

Para ello recordaremos 

que se llama recta de máxim 
pendiente del plano la que forma 

el mayor ángulo posible con el 

plano horizontal. Las rectas de 

~áxima pendiente son normales a 
las horizontales del plano y por 

consiguiente, a la traza del 
mismo. 

En la figura 190 la recta de máxima pendiente del plano 

determinado por a y b, es a' recta que individualizamos de entre otras 
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del mismo plano, dibujando a su costado una linea más gruesa. se ha 

representado asi el plano a buscado y que determinan las rectas a y 

b, siendo su intervalo y graduación la 
de su recta de máxima pendiente a'. 

A' ("; 2, 1 s) 

- f i gura 191 -

Todas las rectas paralelas a a' 
son rectas de máxima pendiente del plano 

a. Por consiguiente en los trazados se 
elige la que resulta más cómoda en 

relación a las lineas constructivas del 
dibujo. 

De los expuesto se deduce que 
para ubicar un punto en un plano dado por 
su recta de máxima pendiente, es sufi ­
ci~nte que la proyección del punto per ­

tenezca a l a hor i zontal del plano que 
tenga su misma cota. 

En la figura 191 el plano A de co ta (32,75) pertenece al plano 
a pues A' está sobre· h' de co ta también (32, 75). 

figura 192 

íl:.' 
tf...' r 

- figura 193 -

Una recta pertenece a un pl ano si 
contiene a dos puntos de éste. 

·En. la figura 192, la recta a está 
sobre el plano a , pues sus puntos M y N, 
respectivamente de cotas (32) y (34), 
pertenecen también al plano a. 

80. - Planos D~.ralelos. - Los pla­
nos paralelos tienen paralelas sus rectas 

de máxima pendiente, iguales los inter­

valos y las graduaciones en el mismo 
sentido. 

En la figura 193 los planos 
a y P son paralelos porque 
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sus respectivas rectae de m&::r.i!IUI pendiente e(. ' y} ' también lo eon ; 
sus intervalos 16-17 y 47-48 oon .iguales y lee IU'edusciones están -

ori~tadae en el mismo sentido.-

81. · Intersección de planos.· Sean (figura 194) los planos 

a y p dados por sus respectivas rectas de máxima pendiente a' y p•. 

· figura 194 · 

Un punto de la recta de 

intersecci6o de estos dos -
planos se obtiene cortánáo-

'Z. S loe con un tercer plano au­
xiliar que elegimos horizog 
tal. Les reetae reeul.tantes, 

7 . .4 
que son horizontales de ,o( y 

1 determinen el punto bu!!_ 

cado.-

.En la figura, las hori 
1.? zonteles de cota (2S) fijan 

el punto M en tanto que las 
de cota (23) determinan el 
.N. Le recta . KN" 1 es la res. 

. ta de intersección de loe -
planos J. y jJ dados.-

82.- Interoecci6n de recta 1 plano.- Por le recte a dade (!1 
gura l9S-a) se traza un plano auxiliar f que la contenga; se encuen­
tra su intersecc16n i con el planoq dado. El punto común a 1 y m da 
el punto I buscado •. -

Sea (figura 195-b), a' la recta de máxima pendiente del plano 
a y m' la proyección de la ·recta. 

Tracemos las horizontales hi 1 h2 del P.lanoal y doe parale -
las cualesquiera b3 y h4 por los puntos de cotae (24) 1 ,(25) de la -
recta m que determinan el pl.no r . Este último corta al ~ según la 
recta i' que obtenemos uniendo 111' ., lf',. le interaecc ión de i' y a'· -
d~ el punto l' buscado c~a cota (24,50) se obtiene por uiJ. simole -
interpolac i6n. -

Punto, recta ~ Plano 165 

I 
O( ){ I 

- a., -

-6- · figura 195 · 

83. · Rectas Y Planos perpendiculares. · La condición de 

perpendicularidad entre una recta y un plano es que la proyección de 

la recta sea paralela a la proyección de la recta de máxima pendiente 

del plano; que sus intervalos sean inven;;os y sus graduaciones dirigidas 
en sentido contrario . 

1-

- !'igura 196 -

En efecto: sean (figura 

196), a y n un plano y una recta 

perpendiculares. Si n es el plano 

de comparación, ha horizontal de 

cota cero . será la traza del plano 

a y n' la proyección de la recta 

dada, siendo ho y n' normales entre 

si. Cons.iderando la recta m de 

máxima pendiente del plano a que 

pasa por P, tendremos que su proyec · 

ción m' coincidirá con n', por estar 

las dos rectas m.Y n en el mis·-
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mo plano proyectante. Por consiguiente si la recta de máxima pendienl 

que identifi'ca .al plano a es una paralela a la m, su proyección resultar 

~ambién paraleia a la proyección de la normal n. 

(P) *.'.Í -- ---
1 ' 

o bien: 

' ' 

- figura 197 -

5 

1 

4 

N0 P' 
PP' 

ii 

_ I 

n' 

PP' 
MoP' 

1 
i 

Prolongando la 
recta n hasta cortar al 
plano 7t tendremos su 
traza No de cota cero. 

Se ha dibujado asi en 
el plano proyectante y 

el triángulo MoPNo rec· 

tángulo en P. Si su -

ponemos que este último' 
punto tiene cota uno, 
resultarán ser los seg ­

mentos MoP' = i Y 
. NoP' = ii, intervalos 

de la normal y del 
plano respectivamente, 
pudiéndose escribir: 

es decir que el intervalo de la recta normal al plano es inverso de l 
intervalo de este último. 

De la misma figura 196 observamos que los sentidos de graduación 
de la recta y del plano son contrarios. 

En la figura 197 como ejemplo se ha trazado la recta n 
perpendicular al plano a,· dibujando n' paralela a a' y siendo su 
intervalo ii inverso del i del plano; valor que determinamos 

gráficamente marcando la unidad sobre la perpendicular por P' a a' y 

trazando por (Pl la normal a Mo(P). El segmento NoP' es el intervalo 
ii de la recta. 

Capitulo 9 

Magnitudes 

A8'TllllE!jTQS, -

84. - Abatimiento de un Punto del plano.- Sea (figura 198) el 

punto M de cota 11, dado p0r su proyección M' (11), perteneciennte al 

plano a, dado por su recta de máxima pendiente a'. Se desea abatir 

el punto M sobre el plano n de comparación. 

La horizontal de cota 
cero o traza del plano a propues· 
to , es eje de giro, pero como en 
la figura 198 se halla muy lejos 
del punto M considerado, en lugar 

de abatir el mismo en torno de 
aquélla (horizontal de cota ce­
ro), se lo hace girar en torno 
de una horizontal cualquiera · por 
ejemplo h' (9). Ello equivale a 
levantar el plano rr de compara· 
ción, considerando como tal al 
que contiene la horizontal h' ·(-9) , 

lográndose haber desplazado el 
eje de giro. 

fi9ura 198 -

\ 

\ 

\ 
\ 

\ 

((M)) 
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El punto (M) se sitúa sobre la perpendicular al eje de giro 

d M, (11) y a la distancia del centro C de giro 
-h' (9) - traza a por 
igual a la hipotenusa C((M)l del triángulo CM' ((M}) rectángulo, de 

. M' ((M}), este último igual a la diferencia de cotas 
catetos CM' Y 

d Y 
el plano que contiene al eje de giro h' .(9) · 

entre el punto M da o 

En rigor, el abatimiento (M) del punto M dado se ha realizad 

sobre un plano paralelo al de comparación y que es el que contiene l 

h' (9). 

II) DISTANCIAS 

85 . _ Distancia entre dos puntos, - La distancia entre do 

puntos la expresa la longitud del segmento que los une y se .obtien 

abatiendo dicho segmento sobre el plano 1t de comparación o uno que l 

s ea paralelo. 

(tn} (A) (d) W 

figura 199 

m' 

\ 

\ 

' 
' \ 

y:- ' \ 
-~.s ' ' 

x ' ' ' ' ___.---o· ( l 
(A~) 

por 

sean (figura 199-bl los puntos A y B, respectivamente dado 

sus proyecciones A' (4, 25) y B' (6, 50), referidos al plano 7t d 

comparación. 

dados. 

se desea saber la distancia d entre los puntos A Y 11 

Unidoe l oa r un t oo A 1 B se deten111ua la recta m, dada Por au 
proyecciél!I 11 1 y que PB eje de giro, pues abatiremos el plaft~ O' i:e r 
pendicular al '7í de ccmparacf6l!I que cotitiene a m.- -

Efectuado el abatimiento indicado, el punto A se dispone 

en (Al sobre una perpendicular a m' levantada por A' y a .4, 25 

unidades de su pie, mientras que B lo hace en (B) sobre una 

perpendicular a m' levantada por B' y a 6,50 unidades de su pie. 

El aegme~to (A )( B) expresa la verdadera magnitud {d) de la dis­
tancia entre 1011 punto• A y B· dadoe, que también es poaible obtener 
medi&nte la diferencia de cota.a entre A1 1 ñ', lo· que p.tn1it e obte­
·cer el punto ( :Bi.). 

Observando la figura 199 surge un método ans.l!tico que permite 
calcular la distancia ~ efttre 1011 puntos A y B dadoe: 

(d) = --.} A'B' 2 + B'(Bi)2 

86, - Distancia de un patito al plano,- La ó.ieta12cie de un plltlto 
al plano ea la longitud del segmento normal a dicbo plano, trazado 
por el punto dado. 

En efecto (figura 200 a): sea el plano a y un punto P 

exterior al mismo. Para hallar la distancia entre ambos, basta 

trazar por el punto P dado una recta n, f ?rpendicular al plano 
a, y determinar la i~tersección I con este plano; el segmento PI 

define entonces la distancia d buscada. 

En nuestro método de representación (figura 200 b); sea 

el plano a dado por su recta de máxima pendiente a' y un punto 

P exterior al mismo plano, representado por su proyecc·ión P' 
(4, 50). 

Por el punto P dado, trácese una perpendicular n al plano 

a (ver parágrafo 83) y procédase a determina'r su intersección 
con el mismo plano -ver parágrafo 82-: debe utilizarse el plano 
y auxiliar dado. por su recta y' de máxima pendiente, cuyas 
horizontales h' (7) y h' (8) en su intersección con las homónimas 

del plano a permiten determinar su intersección i• (a, y) buscada 
que, al cortar a n', determina la posición de I', cuya cota 6,32 

determinamos mediante interpolación. 
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Ahor¡¡ el probl<::ma . se reduce al caso anterior (ver parÉlgT a.fo 

85), puee debe caleulars~ la dia~an.cia ~ntre los puntos p e I, aba­

-cHndose eobre el 1f de comparación al plano que los co ntiene.-

Efectuado el abatimiento indicado, el punto I se dispone en 
(I) sobre una perpendicular a n' levantada por I', determinándose su 
posición por diferencia de cotas entre P' e I'. Unidos P' con (I) 
resulta la verdadera magnitud (d) de la distancia d entre el punto P 

y el plano a dados. 

~--
n' 

-b-

- figure 200 -

87. - Distancia d& un punto a µna recta. - La distanc.ia de un 

punto a una recta es la longitud del segmento comprendido enntre 
punto dado y el pie de la normal a la recta bajada desde aquel punto. 
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En efecto (figura 201 a): sea una recta r y un punto p exterior 
ella. La distancia entre el punto P y la recta r se determina 

midiendo la longitud del segmento comprendido entre el punto dado y 
11 pie I de la normal a la recta trazada por aquél {punto P); luego 

s el segmento PI. 

En nuestro sistema de representación {figura 201 b) : sea la 
r, representada por su proyección r' y el punto P exterior a 

lla, dado por su proyección P' (24,50) .-

.r, rj._' 

)/' 

I d, p 
o 

- (Ñ -

-b-
(p) 

- figura 201 -

Trácese el plano a que contiene a P, perpendicular a la recta 
; dada; su recta a' de máxima pendiente es entonces paralela ar', 
siendo su graduación contraria y su intervalo inverso {ver parágrafo 
83) . 

Trácese el plano y que contiene a r, a quien se representa 
por su recta y' de máxima pendiente. La intersección de las 
horizontales h' (21) y h' (22) homónimas de los planos a y y determinan 
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i' (ay) que, al cortar ar', permite obtener I'; luego: para obtener 
la distancia d del punto P a la recta r, se traza por I' la 
perpendicular a P'I' donde se ubica (I} mediante la diferencia de 
cotas entre estos puntos. Unidos (I) y P' se obtiene la distancia 

buscada entre el punto y la recta dados. 

I II) ANGULOS 

88.- Anaulo de una recta con el plano de comparación. - Se 
sabe que la pendiente de la recta es reciproca de su intervalo, 
medido en la escala del dibujo, y nos da la tangente del ángulo 

buscado. 

Para operar gráficamente, basta considerar el plano que 
proyecta a la recta y abatirlo sobre el plano de comparación, como 
se· ha hecho repetidas veces (ver parágrafo 84) . El ángulo 
comprendido entre la proyección de la recta y . su abatimiento es el 
ángulo buscado. 

Se comprende que, en lugar de abatir el plano que proyecta 

a la recta sobre el plano de comparación, puede hacérselo girar en 
torno de una de sus horizontales hasta disponerlo paralelo al plano 
de comparación; entonces el ángulo buscado es el comprendido entre 
la proyección de la horizontal considerada (que coincide con la 
proyección dada de la recta) y la proyección de la recta en su nueva 
posición. Excusamos exponer las construcciones real izadas .repeti­
das veces. 

89. · Allaulo de un plano con el Plano de comoaración. · El 
presente problema se reduce al caso anterior (ver parágrafo 88) 
porque el ángulo buscado es el comprendido entre la recta de máxima 
pendiente del plano dado y el plano de comparación. 

90.- Angulo ComPrWJ.dido entre dos rectas. dadas por sus 
proyecciones grac1uas1as.· Se trata de hallar el ángulo formado por 
dos rectas que se cortan, porque si se tratara de dos rectas que ~o 
se cortan, hallariase el ángulo de las paralelas a las mismas 
(rectas) trazadas desde un mismo punto. 

Kaqnitudea 173 

Sea (figura 202) el ángulo de dos rectas a y b , respectivamente 
por sus proyecciones a' y b' graduadas, que se cortan en un punto 
proyección M' . 

Considérese el plano ab y hágaselo girar alrededor de una de 
aus horizontales hasta que se disponga paralelo al plano de comparación. 
Por sencillez, en la figura 202, se ha elegido la horizontal, cuya 
cota es iz;iferior en una unidad a la del punto M. Designando a la 
horizonta.l considerada por AB, resulta su proyección A' B', tomando 
aobre la a' el segmento M'A' igual a un intervalo de su graduación y 

trazando por A' la paralela a las rect·as determinadas por los puntos 

de igual cota de las a' y b', las que son las proyecciones de las 
horizontales del plano ab. 

lfM'' ~ .. A ~ ,¡~-~yM' 
I ',, /~ 

/ A' ll " / ', __ 

1 - _ \_¡_ e ·~ B' 
V \ s;- - ·X 

/1' \ \\ ./ / 

ex (0v) 

- figura 202 -

Mientras que el plano ab gira alrededor de la AB, la proyección 
punto M se mueve sobre la perpendicular bajada desde M' a la A'B ' , 

y cuando el plano sea paralelo al de comparación, el punto M se 
proyectará en (M) a una distancia c (M) de la A' B', iqtial a la distancia 
ntre el punto M y el eje AB de rotación, distancia que es hipotenusa 

de un triángulo rectángulo que tiene M'C por uno de sus catetos, Y a 
unidad de la escala del dibujo por otro cateto. En la figura 202 
triángulo rectángulo es CM' ((M)) construido tomando M' ((M)) igual 

la unidad de la escala del dibujo y obteniendo en C( (M) l la distancia 

C(M) buscada. 
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Como en la rotación del plano ab los punto A y B del eje AB 
no se mueven, sofr (al y (b), respectivamente equivalentes a A' (M) y 

B' (M) las proyecciones de a y b, cuando su plano es paralelo al d 
comparación, y el dngulo a buscado es el comprendido entre (a) y (b) . 

91 . · Dado un Plano. trazar en él una recta aue pase por uno 
de sus puntos y forme un ángulo <lado cori el plano de comparación. · 
Sea (figura 203) un plano a de pendiente p=30• dado y al que s 
r~presenta por su recta a' de máxima pendiente. Se desea trazar en 
él una recta a de pendiente p=25° conocida. 

El problema se resuelve buscando en el plano dado, la recta 
cuyo intervalo i1 sea el correspondiente a la pendiente de 25º dada . 

Este valor ii se ha determinado gráficamente según pued 
observarse en la figura. 

I>( I 

- figura 203 -

Mac¡uitUdH 175 

Elegido un punto cualquiera del plano a, el S' (12), tracemos 
circunferencia con centro en este punto y de radio igual a i 1. Los 

ntO!. A' Y. B' de su intersección con h' (11), unidos con S', dan las 
oyecciones a' y b' de las dos rectas que solucionan el problema, 

s ambas están contenidas en el plano a y tienen la inclinanción 

- t'igun 204 -

Al mismo resultado lle · 
gamos observando que todas las 
rectas que pasan por s y forman 
un ángulo w constante con el 
plano de comparación, en este 

caso 25°, determinan un cono de 
rotación con vértice en ese punto 
S (figura 204). Si por este 
punto trazamos un plano a, en 
este ejercicio formando 30° con 
el de comparación, que seccione 
el cono, tendremos las genera -
trices SA y SB que, en definiti · 
va, son dos rectas de dicho pl-ano 
inclinadas del ángulo w. Si la 
altura del cono es la unidad u, 
ei radio de la base es el inter · 
valo i 1 y la recta AB es la 

horizontal de cota once. 

92. · Dada una recta. trazar por ella un plano que forme un 
pqulo dado con el plano de comoaración. - Si la recta dada es 
horizontal, la solución es inmediata: la recta de máxima pendiente 
del plano es perpendicular a la recta. 

Consideremos (figura 205) una recta r de ·. pendiente 25°, su 
proyección es r' y su intervalo, hallado gráficamente, es i. 

Supongamos el problema resuelto y sea a' la recta de máxima 
pendiente del plano buscado que pasa por el punto S' (13) de la recta 
r. La pendiente del plano la hemos fijado en 30°, su intervalo es 
ii. 

La horizontal del punto I' (12) es normal a S'A' siendo el 
valor de este segmento S'A' igual a i1. En consecuencia describien· 
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do con centro en S' una circunferencia con radio igual a i¡ y trazándol 

desde I' las tangentes , obtenemos las horizontales h'a(l2) y h'~(12) , 

cada una de las cuales juntamente con la recta r determinan los planos 

a y ~ que solucionan el problema propuesto. Desde lugo, las recta s 

de máxima pendiente a' y~· son normales a dichas horizontales h'a(l 2 ) 

y h'p(l2) respectivamente. 

I 

i1 
12 s~ 

1\),, 

-· 1----1 ·--

!" .. ¡ 

- ticuu 205 -

La solución de este problema puede ser presentada bajo u n 

aspecto que tiene la ventaja de ser más fácil de retener y d e 

generalizar. 

El punto S, en el espacio (figura 206), puede ser considerado 

como . el vértice de un cono de rotación cuyas generatrices tienen l a 

pendiente del plano buscado. Si la altura de este cono es 13·12=u , 

el radio de su base es i1; La recta r dada, cuyo punto de cota 13 

es el vértice del cono, corta al plano horizontal de la base de este 

en el punto I. La recta · IA es una horizontal h (12) del plano 

a = r.ha. Este plano es tangente al cono, tiene en consecuencia l a 

Ha<;1ni tud.. 1 77 

pendiente prefijada de a y contiene a la recta r. La otra solución a 

este pro'Qlema, e l plano ~. queda determinado por la recta r y la 

tangente IB a la ci r cunferencia de radio i 1 . 

/ 

- figura 206 -
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Figuras Planas y Cuerpos 

1) FlGUR!S PLANAS.-

93. - Representación de la circunferencia. · se desea hallar 

la proyección de una circunferencia de un plano a, dada por su recta 

a' de máxima pend iente (figura 207), conociendo la proyecc i ón O' de 

su centro O y el radio de la misma. 

Podría procederse abatiendo el plano« sobre el de compar! 
c ión 1r' , o haciéndolo girar alrededor de une de sus horizontales -
hasta disponerlo paralelo a este último plano pare despu6e deducir 
la proyección de la circun!erencia, de eu verdadera figura dibuja-
da en el abatimiento. Sin embargo, como sabemos que toda proyec 
ci6n paralela de una circunferencia es u.na elipse, resulta máe co~ 
veniente determinarla por sus ejes. Para esto, ob~ervemos que el -
eje mayor es iguai al diámetro de la circunferencia y coin.cide con 
la proyecci6n h' de la horizontal del plano que pertenece alcen -
tro de la circunferencia. Tomando O'A' • O'B' • r, donde r es el ra­
dio de la circunferencia, resulta A'B' ser el eje mayor de la eli~ 
se. El eje menor es p~rpendicular a A'~'.-
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Para lirni tar el eje menor considérese el plano que lo 
proyecta y hágaselo girar en torno de su horizontal que pasa por O 

f/...' 

i ' ~l. / 

hasta disponerlo ' 
paralelo al pla­
no de compara ­
ción. Entonces, 
el punto M, cuya 
proyección M' se 
torna de manera 
de que O'M' sea 

A
' M +-- 7(M) 

-r 1. / 

- ~, :0·f(4~0) 
~, 

h' fa4,So) 
igual a un in -
tervalo de la 

2S 

24 

~/ 1 

(D)~ -~b 
DI 

.23 

figura 207 

recta a' de rná -
xima pendiente 
del plano -a, se 
irá a proyectar 
en (M) , sobre la 
perpendicular 
trazada a la 

O'M', y a una distancia de M' igual a la unidad de la escala del 
dibujo . Resulta, pues, que el diámetro -cuya proyección es el eje ' 
menor buscado -, cuando el plano vertical que lo contiene sea paralelo ' 
al plano de comparación, se proyecta según la O' (C), por lo tanto · 
serán (C) (D) los abatimientos de sus extremos. Volviendo al plano 

de su posición, las proyecciones de (C) y (D) describen perpendi ­
culares a la O'M', por lo tanto serán C' y D' los extremos del eje 
menor buscado. 

II) CUERPOS 

94. - Representación del cono. - Sea (figura 203) representar 
un cono recto de acuerdo a . los siguientes datos: 

a) el plano de la base, cuya pendiente p;l,25 

b) el centro de la circunferencia base del cono, situada a 
una altura de 3,25 del plano de comparación 

c) el radio de la circunferencia base del cono, igual a 
1,80 cm 

d) la altura del cono, igual a 5,50 cm. 
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En primer lugar representaremos la base del cuerpo. Para 
ello determinemos previamente el plano ci( en que aquélla está Sltua­
da; su intervalo i valdrá : 

i l 
i ·- • 0,8 

p 1,25 

Graduemos el plano considerado de acuerdo al intervalo i 
calculado. La horizontal de cota cer.o, según ya sabemos, es también 
su traza horizontal, es decir h(0,00) = h' (0,00) = a1 

En se~ndo lugar situemos el centro O de le circunferencia 
base del cono. Elegiremos su proyecci6n O' en un punte cualquiera 
de le horizontal h'(~,25).-

En tercer lugar dibujemos la elipse proyecci6n de le base 
del cono. Para ello podemos hallar sus ejes tal como se explic6 en 
el parágrafo anterior, o bien abatir le circun!erencie sobre el pl! 
no de comparación y resolver la afinidad que resulta entre este ab! 
t1miendo y la pro,epci6n buscada.-

En lq. figura se ha seguido es te último procedimiento . Siendo 
h' (0,00) el eje de giro, el abatimiento de o c ae en (O), siendo 

P(O) ; P((O)) hipotenusa del triángulo rectángulo PO' ((O)) donde el 
cateto O' ((O) )=3,2S u. La circunferencia abatida se dibuja con 
centro en (O) quedando la afinidad definida por su eje h' (0,00), 

puntos correspondientes O' y (O) y centro la dirección normal a 
h' (0,00). La construcción de esta afinidad permite obtener además 
de los puntos A', B', C' y D' que limitan los ejes de la elipse, 

cuantos puntos se de seen de esta curva. 

En C'Uarto lugar determinemos al eje del cono y sobre este 
su vértice S. Por la condici6n de perpendicularidad entre recte Y 
plano (ver padgrato 8~) la proyección del eje será la e' para lels 

1 ~' y que trizamos por O' • Para determinar S' baeta abatir el 
eje en (e), siendo O'(S) • 5,50 u.-

El a.batimiento del eje e se lo he hecho sobre . un pleno par!_ 
lelo al de comparaci6n que pa~a por O; ademés 9U dirección debe re­
sultar normal a· P(O» que es, e su ve~. ~l abatimie~to de l~ recta 

de máxima pendient.e clel pla.ao °' . · 
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Volviendo el eje abatido a su posición real, es deci r 
. trazando por (S) una normal a e' obtenemos sobre esta proyección la 
S' del vértice del cono. 

I 
I 

e<' 

) ·--

o 1 c....-, 

""' / , --;--· ( oY 
2 ,..,_,>- '/ 4- -/ )/ -ro~ 

\ 
\ (B) 

-- t 
J. 

/ / O/ 

// / 'f/' ~/(o,oo) = c.< 1 
--r!"- - - -- u....:º=--~~~~-)1"-~~·~_;__~~~-\-~-+-:---,f--~~~~-

(S) 

/ 
(e) 

// .. ~?/' 
C) 

·¿\-, • (í.,'-5)-( ·5,:t'5)_,.?i,J.Du, 

- figura 2oé -

e' 

Para obtener la cota de este últ i mo punto puede graduarse 
la recta e con el intervalo ii reciproco de l intervalo del plano, 

partiendo de o cuya cota (3,25) es conoc i da ; interpolando resulta 
S' (6, 65). 
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Al mismo resultado se llega sumando a la cota (3,25) de o, 
la diferencia de alturas entre este punto y el S, que en abatimiento . 
es el segmento s• (S) y que medimos en la escala u del dibujo. 

Dibujando desde S' las tange~ ~es a la elipse proyección de 
la circ t1.nferencia obtenemos el contorno aparente del cono recto. 



------------Capitulo · 11 

Superficies Topográficas 

95.~ · lociones genertlea Y de!i.piciopee.- Se llaman superfi -
eles . topográficas aquellas superficies, tales como le superficie te­
rrestre, cuyos puntos al no satisfacer ninguna ley geométrica, no son 
susceptibles de una definici6n rigurosa.-

Una ·superficie topogri!ica es cortada en un solo punto por 
una recta vertical, mientras que una borizontal puede hacerlo ea va­
rios de aue puntos. En consecuencia la proyecci6n horizontal de esa 
euper!icie será simple y cl&ra, no así la vertical que resultará CO! 

plicada por la superposición ae puntos proyectados.-

De equi que el Sistema de Proyecciones Acotadas -resulta esps. 
cialmente ·apropiado y ventajoso para la repreeen•aci6n' estudio de 
las superficies topográficas.-

A este obje'.to se corta a la superficie del terreno con ple -
nos · horizontales equidistantes, tanto más .numeroaoe cuanto más irre­
g1il~r sea· la superficie y ma,vor exactitud en la . repreaentsci6n ee 
exija. -
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Las secciones te6r1cas que estos planos equidistantes prod~ 
cen en el terreno, se llaman lineae o curvas de nivel. Todos sus pu_º 
tos tienen la misma alt11.ra o cota. Como ejemplo ilustrativo la in -
tersecc16n del espejo de egua de un lago con el terrer10 es una li -
nea de nivel. La separación constante entre los planos que· le prod~ 

cen se llama equidistancia.-

f i1fltr a 209 

Para la resoluci6n de los 
proble11&s en una superficie re­
presentada por curvas de nivel, 
se considera sustituida la su -
perficie compreodida entre dos 
curvas de nivel consecutivas 
por la éngendrada por una recta 
que se apoye sobre estas doscú!:, 
vas y se mantenga normal a una 
de ellas, a la más elevada por 
ejemplo (fi~ura 209).-

El conjunto· de las proyecciones de todos loa puntos del te­
r reno con .indicaci6n de los cursos de agua, viss férreas, caminos, 
edificios, acompañado de las curvas de nivel constituye Wl plano t2 
pográfi e o • -

La representaci6n asi obtenida permite conocer el sentido de 
escurrimiento de las aguás, cubicar el movimiento _ de tierras, ·ya 
sean excavaciones o desmontes y loe rellenos o terraplenes, siendo, 
por consiguiente; un auxiliar imprescindible en la elaboraci6n de un 
proyecto, ya sea de una obra vial, hidráulica, férrea o arquitect6-
nica.·-

Corresponde a la Topogre!ia, mediante le planimetria en prl 
mer término, determinar en el terreno los elementos necesarios para 
fijar la 9ituaci6n relativa de los puntos que han de eer repreeent! 
dos en el plano,y en segundo lugar aediante la nivelaci6n,obtener el 
relieve del suelo, .es decir fijar la altura o cota de cada punto con 
respecto a un plano que ee e~ige coao referencia, _ que perllitirá el 
trazado ulterior de las curvas .de nivel.-

La meaición de longitudes y ángulos, tarea propia de la ple 
nirnetría ,permite ubicar puntos dentro del poligono ABCDEPG (figura 
210) que encierra el entorno de la superficie terrestre a represen-

iO 

- fi'5Ut8 210 -
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ter. Las distsnc ias aon medidas_ 
con.la cinta y los ángulos con 
el teodolito.-

En cuanto a le altura de -
los puntos, tarea especifica de 
la niveleci6n, se las obtiene a>_! 

diente el nivel, aparato cuyo ag 
teojo describe en su movimiento 
de rotaci6n un plano horizontal. 
Las diferencias de lecturas efe~ 
tuadae en dos reglas graduadas o 

miras, ubicadas en dos diferen -
tes puntoa A y B, permite determinar la diferencia de alturas entre 
los mismos (figura 211). Uo:idos los puntos <le igl.lal altura se dibu­

jan la~ lineas de nivel.-

- figura 211 -

En presencia de estos elementos de información (figura 210) 

resulta evidente que el punto P tiene mayor altura que el Q, mientras 

que los M y N poseen aproximadamente la misma cota. 

- fi~a 212 -

La superficie topográfi · 

ca representada por las lineas 

de nivel de la figura 212 nos 

indica una elevación en el te­

rreno, mientras que las dibujadas 

en la figura 213 representan una 

depresión en el mismo. 

En la figura 214 se han 

marcado en trazo de raya y pun· 
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to las lineas r' y t'. La primera de ellas, la r', obtenida uniendo 
los puntos salientes de las curvas de nivel en que éstas vuelven su 

8 

- figura 213 

concavidad hacia las de cota 
superior, se llama divisoria 
y en ella las aguas pluviales 
se dividen buscando mayores 
pendi.entes para ·su escurri · 
miento; estas lineas llegan a 
formar las crestas de las 
montañas. . En cuanto a la 
segunda, la .t', llamada vagua­

da, se obtiene uniendo los 
puntos entrantes de las curvas 
de nivel, en que éstas vuelven 
su concavidad hacia las de 

·cota inferior; sobre ellas corren las aguas que vierten las 
pendientes adyacentes y llegan a formar el cauce de los rios. 

- tigura 214 -

96.~ Secc16n plan• de 
una &\!l)ert1c1e topogritica, 
La sección de una superfi­
cie topográfica con un pl~ 
no dado por su recta de m! 
xima pendiente el.. ' (figura 
215) esÚ determinada por 
los puntos de encuentro de 
las curvas de nivel de la 
superficie con les horizoa 
tales del plano que tengan 

1a misma cota. · La unión coa 

aecutiva .. de estos puntos -
den la linea de intersec -
ci6n pedida.-

Puede.observarse que 
esta line, admite. un punto 
~uya proyección es Y' en -
el cual la tangente es ho­
rizontal; su det.erminsción 
aproximada ee hace hallan-

~,,~ 

~) - - - - -

l? 

)\ 

)O 
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do la intersección del 
plano u con la recta que 
sustituye a la superfi­
cie del terreno entre las 

dos curvas de nivel en 
que se encuentra ubicado 
el punto buscado (ver 
figura 221). 

97.- Perfiles. ­
cuando el plano secante 
es vertical, su inter ­
sección con el terreno 
lleva el nombre de perfil 
(figuras 216, 217 y 218). 

- figura 215 · Los puntos de 
encuentro de dicho plano 

con la superficie· topográfica tienen sus proyecciones horizontales 
coincidentes con la tra:z:a del plano y sus cotas son las de las curvas 

de nivel correspondientes. 

A.-
C.-

o 10 so 
- figura 21 6 

E,_ -

o_-

Pn.r1L C-D 

rno m 

Para poner en 
evidencia la sección se 
abate el plano secante 
sobre el de comparación 
y se lleva sobre las 
perpendiculares a la 
recta AB (corte o perfil 

AB) magnitudes tales co­
mo M' (M), N' (N); etc., 

iguales a las cotas de 
los puntos M, N, etc., 

respeétivamente. Unien­
do los puntos (M), (N) , 

etc. con una linea con­
tinua se obtiene la sec­
ción o perfil buscado. 

Conviene a veces, en mé ­

rito de una mayor clari -
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B-

~ 

8 

7 

' 

· dad del d i bujo, evi t ar l a 

superposición de las 
curvas de nivel y demás 

lineas del terreno con 
los perfiles . A este 

P.ERFJL ~- P> . 5 . 

efecto se los ejecutan 
separadamente y si bien 
aparece deformado el re ­

lieve del terreno, es 
común · utilizar escalas 
diferentes para las lon ­
gitudes y · alturas (figu­

ras 216, 217 y 218) pues 
con ello se logra visua­

lizar con mayor amplitud 

peque~as diferencias de 
nivel. 

o 10 50 . 

· figura 217 · 

so 

A.-

- figura 218 -
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98. - Trazar entre dos Puntos de una suoerfic ie topogrAflo 

Pendiente constante. sea (figura 219) una s uper 
opográfica, dada por las curvas de nivel que median entre (10) y 

donde .A y B son dos puntos que respectivamente corresponden 

éstas . 

Se desea hallar entre los puntos A y B considerados, una linea 

quebrada de pendiente p~ 0,5 = cte. 

Recordando que la pendiente de una recta es igual a la inversa 

de su intervalo, resulta: 

i 
1 
p 

1 = 2 
0,5 

Ahora bien, si fijada la unidad u de med ida y con c entro en A 

ae mide con el compás el intervalo i = 2u,cortamos a la l í nea de nivel 
(11) inmediata siguiente, en los 

puntos e y e' ; entonces, los 
IG. ______ _ 

1s ______ _ 

- figura 219 

segmentos AC y AC' cumplen la 
condición impuesta de tener la 

pendiente p dada. Naturalmente 

de éstos debe elegirse, p~ra 

continuar trazando la linea que ­
brada entre A y B, aquél que 
resulte más conveniente '(en la 

figura 219, el e por ser el más 

próximo a B) . 

Repetido el proceso, de ­

terminamos los puntos D, E, F, G 

y H, respectivamente sobre las 
líneas de nivel (12), (13), (14), 

(15} y (16). 

Si el segmento GH pasara 

por el punto B - en cuyo caso B y 

H serian coincfdentes - el proble ­

ma estaría resuelto; pero, como ello no sucede en la figura, entonces 

hay que realizar la siguiente construcción: con centro en B y radio 

igual a i se traza un arco de circunferencia, éste corta a (15) en I . 

Unidos los puntos B e I, el segmento obtenido cumple la condición 
propuesta, y corno corta e l segmento GH en J, para llegar de Gal punto 

B mediante una linea de pendiente p constante, basta seguir desde G 

las quebradas GJ y JB, respectivamente. 
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99. - Proyecto de una Plataforma horizontal en una superficie 

tODográfica. - Sea (figura 220) una superficie topográfica representada 

por sus líneas de nivel, en la cual proyectamos emplazar una plataforma 

horizontal, dada por los puntos de proyecciones A', B', C' y D' d 

cota (20) y su acceso, mediante una rampa de pendiente 1:4. 

Es fácil observar que para llegar al plano horizontal de co t 

(20) habrá que excavar o desmontar el terreno a partir de la línea d 
nivel (20) hacia. al borde A' B', mientras que habrá que rellenar o 

terraplenar hacia el borde C'D'. 

Para evitar desmoronamientos de la tierra, tanto el desmont 
como el terraplén no se terminan verticalmente adoptándose, en cambi o , 

planos inclinados de identificación cuyas pendientes dependen de 1 
calidad del terreno. En nuestro ejercicio, adoptaremos para el 
desmonte un talud de pendiente 1:1, mientras que para el terraplén 

~ijaremos una pendiente 2:3. 

Los planos a, P y y correspondientes al desmonte, cuyas líneas 
de máxima pendiente. se han trazado normales a los bordes de la plataforma 

-horizontales de cota (20) de cada uno de ellos - , se cortan dos a dos 
en las rectas a' y b', y con el terr0no, según las quebradas, tal como 
se viÓ en el parágrafo 96. 

El punto M', intersección de a con el terreno, se ha determinado 
cortando a la a• con K'L', recta común al plano a y al terreno. Pa ra 
el punto N' se procede igual. 

Los planos o, &, A y µ, correspondientes al terraplén, se han 
d i bujado con sus líneas de máxima pendiente normales a los bordes de 
la plataforma -horizontal de cota (20) - de cada uno de esos planos . 
Dos a dos se cortan en las rectas de proyecciones c' y d ' . 

Para los puntos P y Q se procede tal como se indicó para el M. 

La rampa de pendiente 1: 4 también se halla por arriba del 
terreno, por lo que habrá un terraplén cuya identificación con e l 

terreno se ha hecho con los planos w y~ de pendiente 2:3. 

La recta de ·máxima pendiente de estos planos - la ro', por 

ejemplo- se traza pensando que este plano tiene una pendiente 2:3 y 

se apoya en la recta p, de pendiente 1:4, que pertenece a la rampa . 

Este problema ha sido resuelto en. el parágrafo 92. En nuestro ejercicio 
(figura 220), con centro en S' se ha dibujado una circunferencia 
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de radio r = 2i 1, siendo 

la que desde T' se le ha 

(18) del plano w, por lo 

i1 el intervalo del plano de pendiente 2:3 

trazado la tangente h'1a. horizontal de cot 

que éste queda asi determinado . En cuanto 
la ~· resulta normal a la otra tangente a la circunferencia. 

Se halla luego la intersección de ~ y w con el terreno y con 
los planos E y A obteniéndose con estos últimos, respectivamente, l as 
rectas de proyecciones q• y r' . 

El punto R se halla por intersección de UV con p. Para el W 
se procede de idéntica manera. 

9>' 

28 

.._fl 
,111 1 ......, 
''.!.¡ 

"':.D -
1111 

°"rl 
.¡.<n 

1 - f / (6,) 

- .¡ (Z) 

- figura 221 -

28 

Para hallar el 
punto Z que completa la 
intersección del plano 
P con el terreno, . seccio · 
nemas a ambos con un 
plano V auxiliar, pro-
yectante vertical, ta l 
corno se explica en el 
dibujo aclaratorio (f i -
gura 221) . 

La intersección 
de v con 13 dará una recta 
b'1, mientras que con e l 

terreno, una linea t' que 
entre las cotas (28) y 
(29) supondremos también 
una recta. El punto co -
rnún a b 1 y t permitirá 

obtener el Z, a cuyo 
efecto bastará encontrar el (Z), intersección de (b1) con (t), tal 

corno se indica en la figura, abatiendo el plano v sobre el plano 
horizontal de cota (28) alrededor de la h' 2a. 

El proyecto de la plataforma se ha completado con los perfiles 
o cortes por A-A, B-B y e-e (figura 222). 
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- figura 222 -
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Capítulo 12 

La Proyección Central y la Perspectiva 

100.- Nocionea sobre Proyección Central. El procedimiento máa 
aencillo para represent&r u.na forma Z.. conaiate en ~royectarla des· 
da UD pWl t o O sobre u.n plano -rr (figura 223), hallando laa interae~ 
cionee con dicho plaJlO de lae rectas determinadas ~or cada punto A 
de ¿_ se obtien~ el A' como intersección de OA "' a y • De eet.a 
manera reeul te. é_ .-

---t 
--~- -----

E a ---- o --- --==-==--=-~,.-----

lig. 223 

La.. figura ¿ 
/ 
, obter.1 

da sobre -V- {figura 22 3 )­
ea la proyección o imagen 
de ~ ; el punto o dflo­
de el cual se la supon~ 
vinta ea el centro de pro· 
yección o punto de v1ate; 
el pla:no 1T donde aparece 
la proyecc16n ¿" es el 
cuadro, 1 la recta OA & a 
es el rayo proyectante o 
visual, segÚ.n que O éea 
considerado coao centro 
de proyección o punto de 
vista, ~especti'vamente .. 

Este sistema de proyecc16n se llame •oentral• porque el cell­
tro de proyección es Wl ¡unto pro¡lio, o también •cónico• porque ai 
cho centro y la forma L determinan una superficie c6nica. Los pr~ 
ced1mientos de trazado, ~n este sistema, part8ll del conocimiento de 
la !oni8 y dimensiones de una figura, para obtener la iaagen ae~ 
la situac16n de aquella respecto al cuadro y al centro de proyec­
ción. 

Es obvio y surge de la simple observaoi6n de la tiguf& que a 
cada µin.to del · espacio, corresponde UJl. punto, y ·,\lllo sólo, del cua­
dro; ee decir qué dado un punto del espacio queda determinada per­
fec:!;e.mente 8U imaget1.Ell C8lll.b1o a un punto del ~uadro <rorrespond.eil, 
en general, infinitos puntos de l espacio, por .lo tanto la imagen 
de Ull punto no ee ·suficiente para determinarlo. · 

Para de terminar, sobre el cuadro , la .P08ici6n del cent.ro O de. 



:proy-eoción con respeo ·to • ·ao.ud {fi· · 
gura 22~) e& dibuj~ 5~ proyeeoiéu ot 
togooa.1 1 m la que ee indica con la 
letra .P, 7 e·s le lla.oa. _punto p:rboi-
¡.e..l. -

La distancia ~ .. OP¡ entre el ce!!_ 
tro de ~ro1~eción y el cuadro ee lla­
ma distancia principal. La oircrun~eren 
cie de centre Pi y radio ~ dibuJe.da -
sobre el cuadro define 8obre eete pla­
no la posición de aquel centro de p~­
yscciÓn¡ es la cirOUil!erenci~ de 41e­
t:a.nc1a. 

-O 

J1c.224 

101.- Representación de l.a reota.- Sea (tieur. 225) O 11 oe~tro 
de pro;reoc!Ón, ]" el cuadro T a. une recta cttalctuiere. t'lel eapscio.?t­
ta oorta al cuadro en el pm~o ?6 , tra%~ de la re~ta. Si deeigz:¡l!llDOJ 
por leo AJ. pinto impropio de la a, ob'te:n!!lllOll SU i.1ugen 1' & .tra.:.az;.do 
la paralela a la a por el ceatro de pr~1eoción ¡ eers 9\'ide.?l~~ 
mente a• · e T8 F~ la~~ de la reet~ a. !l. pUl'ltO 1'a• imagen de~ 
punto impropio .de. le recta • sa llama punto de tusa de la recu .. 

De la observación de 16 figura 225 s• deduca que las imágenes 
de rectas paraleles concurren en su punto de fvga cot!!Ún 7 reo!proca-
11ente, por lo tanto .POdemoe decir quer la condición neceee.r1a ¡ sut~ 
oi~lrla para. que dos o 11ás reo~as ·sean pa.raJ.slas, es que 'iez:g!Ul e\lf 
pw:itos de fuga co1nc1deDt•s. 

Tl!l!!bi¡n u o:¡;ort\mo Obt!!SrTU' que -tooa.s lae perpendicularea al 
cuadro tienen su plllto de ~ qi¡.. oo.izleida oon el ~to pri~c1p&.1. 

La proyecoión central y la per1pe IY 01 

102. R•pr.:.uenta1c16n del punto. i. t1111t~en de un punto •• como y u 

ha dicho, la Ínter:;ección del rayo ¡iroyect.ante ctel p11n\.O con e1 cuaaro . 

~ero eo evidente que todos lo~ puntoo contenido~ en dicho rayo tienen 

la 111isma imagen; en consecuencia lo simple proyección del ~1..1nto es insufi­

ciente pAra ubicarlo. 

Como para dettnninar un punto bastan dos rectas, representaremos al 

punto por su imagen y por unii recta que lo cont.~n~a y qu(.> no !'iSe por el 

centro de proyección • .Ao! (figura 226) el punto A :e A', Tr?\ ser.t la in­

tersección del rayo 9A 1 que lo proyecta, con la recta TrF'r= r 

o ,,, 
.,A' 
I 

' 

' 
/ 

I 

' I 
I 

('' 

Ha. 226 

103.- ltpptgt&o16a del pWo1 Sta (fipn 2'rl) o( u plano 
oualq~•i- 110 ~altlo al de pro7eoo1óa. Su illteneooi611 oori t1'tt 
'Úl Uao ~a( ¡¡ o( n •• 11.. 'tn.M 4tl Jla.DO. Si )ll'OJ'tOhllO• • l.a 
recta 1aprop1a del plaa:ao o/. , •• Oecir ai por el centro 4~ pro7e~ 
o1Óll tra ... o• el J)l.uo ~ paralelo al o( 1 su i.Jl'tueeocién f'fl( 
oOD el .CN&4ro, es la 1J111Ben 4• la recta 1aproJl1a t., 4•1 pluo 
O( 1 •• 11-. reot• de fUea 491 plano o( • le Hióute que la. 'tJ'! 
sa 1 la reou 4t h8a 4• un plano eo:n .ai•Jll"• paralelas. 
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Si Wl plano p&8& por el oantro de proTecoi6n, su trar.a y 11U 

reot"e. de fÚga ooilloide:n en una sola recta . 

-------- ··-

-·-
J'ig. 227 

Si dos pJ..ano• son paral.elo• {ti¡ura 227) ea evidente que t1e­
ne11 ~a a1 eaa recia de fli6a, 7 .recíprocamente, por lo tanto 1 la co¡¡_ 
dicion de paraleliaao de doa planoe ea que terig.xi la aiaaa recta 
de !U&a. 

··" De la obsena.c16n de· la fipra 227-a ee deduce que1 para que 
una ·recta pertenezca a an plllllo~ · •• condición necesaria y auficiea 

La proyección central y la parapactiva 30l 

te que la trau y el p¡.wto ds t'ltga t\t1 la 1'\M.lts p;;r-taa\9BOatl a la tr.\!. 
~• y P. l& ~~eta dG fuga del pl~o, r@ap<)otivlY.llente (figura 227-b) 

f'¡, 

lig.228 

6' Como oon0ecu.encia pode­
uoa decir que par& que doe 
rectas ea corten ae debe cum 
plir qUe la recta determina: 
da por 1nu1 tro.za3 eea pa.ralo­
la a la detel'll'linada ior eua 
pW1tos de tuga (ti~a 228). 
Desde luego, ei i...a recta• •• 
cortan tol'ltall lm pl&nOJeu tri 
sa t(I( T recta ele tusa t'll( 
son paral•laa y a ellae ÜéOllll 
pertenecer resvect1Ta.aentt 
lu trazas Ta '1 Tb y los plll'l­
toe de fuga ~·a y 7'b de la1 
reotae a 1 b dadas. 

Fitialm9Xlte, reau.l ta evidente que l,a recta cie 1ntereecci6n de 
dos 1iaDoe (figu.n; 229) debe tener eu trasa T1 e11 el pUnto de fºll. 
currencia de las traz8e de los dos planos, y eu ~unto de fuga 11 eii 

el punto colltÚD a· sue rectas de fuga. 

!~ t~ I / : 
/ 

/ !~ 
I 

/ 
I 

I 

I 
i 

/ 

Pig. 229 
ción Central o Cónica donde los 
llaa diepueetoe en una poeici6n 

i I 

104. PeraptctiTe1 de!iJúc1o­
D.I!.·- Le PerapectiYa ee el 
conJunto de proced1a1entoe 
geom4tricoe que peI'll.iten re­
preeezitar loa · cuer~oa coD f1-
ga.raa plana• que producen 
\l.ta illlpreai6n anál.oga a la 
viaión natural de elloe.Cu&l). 
do ae! ae realiza, la Pere­
pectin ee llama "lineal•p..­
ro •1 ae agre¡a el trazado d~ 
la sombra 1 la a~l1caci6n del 
colorido se tiene la "Perspef 
t1 n. 6'na"~. 

La Perspectiva es un 
oaeo ¡:articular de la .Pro1•% 

eleaeJ:1toe de repreeentac16n ee ha­
determinada. Pria1t1~enta la Pert 
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J)tl cti va se o bt&XlÍ~ grab('J.;Udo aobr-r.; un r.Ui:do los puntos qu{> a ou 
través llUU'cebmr. los rayos rla t ei~nsdoB por ~1 ob j ato y al ojo 
del observador. 

El ple.no 7T' titS w el q1,:e ae reprasent2 1~0 1má.gsnea y se 110_ 
lila cuadro (figura 230); ha¡ un pu.n~o de visia P cuya pr oyección ao 
bre el :mismo ea $l punto principal P1; l e diatru:ic1a eDtre u.no y o: 
tro es la dietl'!.Dcia princip&.1 S .-

El cuadro ea Tertieal (en algunos caeos puede no serlo); loe 
objetos ee !Nponen apoyados o referidos a un ple.no horizontal~ , 
perpendicular al cuadro, que se llaaa el geOllletral y }Al&de suponer 
se que ee el suelQ, por lo que eu i.nteresocióz o traza con el ~ 
dro ae 11~ lÍ!lea d9 tterr~ o LT. 

(PJ 
..+. . 

, e- ... ;. JI 
I 1 ' 

1 1 \ 
I 1 ~ \ 
1 1 ' \ 

R 1 1 ', \ JI /J /J H 
: ~ 1 ---~-J4.- p 
1 ...... 1 
~ 1 ... ·- . 1 ............. . 

1 
1 

T 
1 
1 

• P' --+-

LI ¡T 
L 

li'1g. 230 
l~ rec\a de fuga de~ ~eomctral o 12agen a, ¡~ recta impropia 
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d1.ü túm.'io (!) B urui. horl r.o.nta.l qu~ p<'!.s~ po~( e.1 pun t o pM.n o:l . .!'tÜ P1 -; G<) 

lloma 1Ínea da horizont~, o aiJBplamonte horizonts IiR; aue i?ltere~e 
c1ones con el c!rou.lo da di stancia ao~ l oa puntos ce diet<Ulcia.l;¡ .­
Eatoa pwl t oe D. fi j en 821 coneecuencia la posición del obsorvador 
trente e.l cua.dro1 por lG geDer&l qusdu..n fuer~ deil cuadro ¡ a'lhl f\u~­
n de loa l.ÍJDJ.tee del dibuje¡ de allÍ cmtonoea que ·pare obviiu- uh 
inoonveni&nttt oe o:¡ilolr• 00%1 p1.Ultoa ds diBh.ncia roducidoe s, 1/2 , 
l/3, • • ••• l/n de la distucia · prlnoipe.J. S fllla?'OaJldo aobre ~l ho­
rhonh pw¡tos (lUe designuoa 0011 A/j,, Á/3 .. .. o/,, a&glÚl Ha la X!. 
duoci·Ón. /)\ 

la altura del ~to de Tiata P oon raapeoto al geo1utr!ll,da­
d~ ~or trU Froyueción P1 aobre &st~ plano, l~ q•• a MU ve& •a i~ 
al$ diatimcia entre la linea de tierra y el horiscmte, •• una-a.­
dida variable eogú.n la poa1ci6:o con que qUi&rall re¡:reeentu·H los 
objetos; ae la oonooe t1U1bien ceso altura dGl b.orisonte o del obae~ 
Y'ador. 

El ancbo del oW!ldro t10 es una medida arbi tl"&r1a, sino que de­
pende dal ángu.lo Yimus.l y, por lo tanto, de la diatanc~a prillcipal, 
tal callo Yere:Dioa en ol parágra:to siguiente. 

Si el geom.etr!\l ae abate sobre el cuadro (figura 2)0), gira AJ. 
rededor 4e la l!nea de tierra la que :peru.»ec& f1Ja¡ pero el plímo 
6" Jl&l'alelo al O( · trazado por P 7 qu• d& la línea de hor1t:on'ie 
gira aimult~eamente con aquél y arraatra al punto de Tiata hasta 
ubicarlo en {P) eobre el cuadro. ll círculo q~e describe F eetá 
.., un plano perpendicular a la lÍnea de horiM>nte; por lo tanto (P) 
cae eobre la perpendicult:t.r por P1 a eeta ÚlU.ma 1 a una distancia 
igual a P¡P. 

:!e evidente. que ha)" otra poa1c16n de (P)· ebl.éVioa de 'ªta' '.ba~ 
ciendo el abatimiento ci sentido opuesto. Tambiéll ee eom~ren4e qu~ 
loe ~os proyectantes de loa puntos de una figura, giraJJ &lrededor 
de loa de la imagen que aon !ijos; en el abatimiento paaaJl por és­
tos ¡ por(P). 

. 105.- Cf1.1oo visual.- Para que la representaoi6n :pl&lla de un ob­
jeto produzca una impresión lo 11\iÍa análoga posible a la de su obse¡ 
vación direota, ee necesario tener presente algu:iias noéiones sobr• 
el !en6meno .de la T1ei6n. 
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~ ~.bido q_u.~ llll ::ijo ll:u~o, .:.b:·~.'10 f:!~Wl.ciz.l t\a l'l"ll'1S!'t l'.'ul.tl per·· 
cepcionoa l'Wtl.l::IO!illi!l.l> , @s 'l.W r>i:at~ Ó:ptioj) 'brutute 001.!ipl<t~o qu.0 o 
puede enatituir a los ~footoa d~ 13 fo~iÓll de las 1.wÍ.genGa de 
lo* cuerpos por UZI sist~ d$ lGDtea ds C~ntro Ópti.oo C (fig.232 ) 
~1obtia i.D.Ágenes ~royeotadaa &1 fondo d~l ojo i»oiden ~obre la rct1 
""• m~~brana sensible a la l~z,produoisndo !i.Dal.lllente a travée del 
n&l"Vio Óptico la ae?l8aci6n de la figura 1 for.oa de lea cuerpos. 

i11oorderao15 adeaás quo a retina, .en .la :ng16n o~eitta al cn o­
t~ preaonta una mancha circm.ls.r (aáoule. llitea) de color u.a­
rillo an C\170 C4lntro hal,'1 u.na ~·~ueflia 4•prea1Ó~ (!6Tea o•ntra.lio) 
donde la retina acuea l& llÁxiaa Benaibilidad. ~ta eeneibilidaa se 
anula por oo.111pla~o en la sona do inHrción del neM'io óp;1co en la 
?'fti1l8., l.a qi¿e oonstitu;re el lleB6d~ pw:ito o :l:lácula. ciega del ojo 
vu•s las imágenea que . allí 1Dc1den no eon percibidas. 

Oua.ndo du•a.aoa obtener una 1.mAgoxi el.ara ~e un objeto lo air~-
11oa direots.aente de •odo que eu illagen caiga en la fovee. centre.lia, 
:ru•• eeta no11 pro:porc1ona la m&xizia TieiÓn de que aoaos ce.l-'&cee, 
oeto c:onati'tQye la rtai6n oentral direct;a •. 

En oDbio O'W\Ddo 1a 1.llagan cae en el reeto de la retina, qua 
es 'la mayor parh de · ella, ae tiene lll Tieión ¡.eri:!érica o indireo 
ta, que ai ~ie.n no ea clara tiene IEL1Cha il:lportancia pera nuestra -
tUÍa y se@lridad. 

n capo Vieual representa lo• 1.1&1. tH de la viaión periférica 
o izldireota, es dec1r .•s .el ee1*cio en el cual ~de aer Vi.oto UX1 
obJeto iJD.;1.entras 111 airada penwiece fija en \Ul pu.nto 4ete1'11Íl>ado. 

Le extenaión del ca:apo 'f'ieual noraal ¡.ara la Tisión aouoev.lar 
7 referida a lUl objeto blanoo J1Uede obserYarae en ·1a fi8Unl 231,que 
corra.¡,opde al o~o isquitrdo (l.) 1 •• extiende hada atura 90• o 
llÚJ bacia .IU'l'iba 55°, hacia adentl'O 60º 1 hacia abaJo 70°. 

La rectucción del oaapo por dentro 1 arriba obedece además de 
l.a !DterpoaiciÓD de la nari& 1 del arco aurerciliar a que el borde 
4e laá capu HneiblH de a retina ee axtiencSen hacia !Mlelante 

-
(l} ltr.n•t lucha - ottalaolog:Ía - Ed.X.bor S.A. 1956. 
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a&e del lado naaal c¡ue del tuporal. 

... 
l'ig. 231 

De acuerdo oén eetoe datos en la figura. 232 ae weetra la :¡::ro­
;reoció.n dct la retina eobre un :pl&Do rr perpendicular al r~o 'Vi­
s\l&l detar:iil.1.nado por el centro Óptic:ro C 1 la !ovea centr&lia. 
Para obtenerla •e ha ~róyectado ortos<>nalaante al ¡l&zlo '1r, quv ÁU~ 
go abat1m.oa1l.& proyeco16n da la. retina. 4esm &1 centro Óptico C e.obre 
uiia supertioie ••térica de centro coincidente con c. 
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1 

¡ 309 
1 
1 

't>o• 

V 
9o:J _____ _ 90• 

borrJB~tie 
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Da.do qwr o•Jn l¡i, rt111u iJmGnl 1iolaail~& 111:s poeible obtea~:r 
~enec n!ti~e para loa pmtoa ~el oo~~to a1tuadoc 4tl1trc de Ull 

cono de viai6n dG Ap..-ox1..,.,a11»1nts 10• 4t cb~. ~l aJo 4ab• gi­
rar 4entro 4a la @&V14ad orbi~a a afootoa do obt~~r la. a1~ 
n1t14w~ p!!Lr& los r~ati!Jlt~$ pa.ntca del cnuirpo. 

iclh. NhcicSn que .. ef•o'tÚ alndedor 4• u.a ptmto O oe.l'Ji 
ooinci~fmh COD U ;)antro 4el globó ocular, haoe qM al ~O TinaJ. 
aetenain~o por e 1 la t6na JJU• wr otros pcm~a 4•1 ob~e'!io 
produciendo m;.e-vu iBÁgenH parch.lH ".i 111.iao. La lml\1}llio14&4 
4o sstaa '5.1.tillaa produo& fina.la.ate la Yi~ión tottJ. del euc:rpo. 

Oonrteno olMl•M'al" qllit al &ll"&r el •~o alro6e4or ele O el ce­
tro C ODbia 4e pH1o16n, por lo que la iaapz. fi.D.a.l 4e U T11!11Ón 
aonocular oozi el ojo •31 aortaie»-to no ea una pro7oooión oeiT&l úa 
ca eillo la remü tanb d'o ua ••ri• de pro7eooio.nea centralH &isla· 
4a• ctll• paedan n.po11erq •• 4etin1Uva 81.D error MDdble coao otra 
1Úl1oa de centro o. 

· Si eo obael"Ta l.a porapeotiTa o pro7eooiú central 4• u ob~e­
to con la lllir,da en aoYiaien•o 1 H logra C{'ll• ol cSlllt:ro O 4• giro 
del ojo oo1Do:i4a con el 4• pJ"o7.001=, ae aupe.rponclrú loe ra;-oa 
TiBU&l•• oon loa de ~ro¡eooión 1 •• obteJJdrá 4• la r•pr•ai&litaoió~ 
plana una 1.llprH16n 6ptioa enSloga a la producida por la obeena-
oiún directa del O'llerpo. . 

Con el fin de obtener Hh resultado el -tra.&&do ge<a1Ítr1CK1. 
deber* eoaeterae a oierta• liaitaoion••· 

Jstu reeultaD OAtn otru 1 .. coialaante e oonaide.rar d.Q 
acuerdo COJl lo UPQHto C(ll• el capo 'fi•ll&l u llÚ l&r¡o que 9lt'.O 
por lo que .. poeibl• enoerrarlo dentro 4• un recdnplo 11 ... a. 
:rectángu.lo l.!aite (tig. 233). 

La v.1.noulaoión antra sue ladoe a 1 b 1 la d1s~uo1a 
principal 8 C!I. t'QncicSn de loa ángulos Tinal•• W 7 A ; perai te 

ubicar 11 obeervador P frente a lae d1aenaio .. • del cudro b .. 
nen tal <\Wl el trau.do rewl.tanta no preMntt 4eionaaoionte c•.Pl 
rat1Taaento a la 1-pn nal. 
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?\o o bs t en t e ae'taa co r,clusi ones 1 mar¡zine . .nóo otrce s ntt..ulioa (l) 
u. ien <! iendo a una rosyo:- airApli c i dad 1 mus Utui rnw.os la pirámide ÓI--

Fig. 2.33 

tic~ fonia.d.a. _por el . rectángulo y el ¡unto de visto ,PC>r un cono de 
yot.•c.ion (fig. 2.?.4) cuya abertura está dfl.da. por el áng-.llo visual (f 
'l'l• •sc.ila entre loa ,30 y 45º aproximadamente. La altura del cono 
Ópttt.o coinc1de con la distancia principal y su .be.se encierra el 
oorae más externo del cuadro o imagen. 

Ea fácil ver que pare loa reteridos valoree del ángulo visua) 
ae 30° y 45~ resu.ita la relación Ó /1T (distancia principal eobr 
ancho del cuadro) i~u.al a l,86 y 1,21 res~ect1TBIJente. 

Esto significa oue ubicando el observador a una distancia en 

(1).Entre otros: Dr. l'olfomg Haalr -Geometría Descriptiva Ed. UTlllA 
1962. 
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promedio igual a Wla Y9S y media el ~oho del cuadro, l&n 1.Jt&gane. 
r,1 0 s.pa.r,;,carán da!ormad!la v la pe:repcctivs producirá al e.fecto ¡.~: ­
:;;egu.ido. 

11.g. 234 

106.-Bepresentación de los elaaeDtos.- En todo trazado pers 
pectivo, de acuerdo con los par.¡gra.foe precedentes, aerii f\Ulde.Jllen­
t&l ~artir de los s1~-uiente s datos (fig. ~30). 

a) la .línea de horizonte H H' 
b) el punto pri.nci¡.ial f1, proyección del punto de v1eta . 
e) l a distancia princi¡,al Ó : pmtos .ó. 6 /::./n 
d) l a línea de tierra l .T o traza del geOllletr&l, de la que ei. 

ale;unos ce.sos se puede prescindir si lae medidas de la6 ti 
g-llrae no son abaol\Otaa, sino que I-U•den tomaree eti propor· 
ción cualquiera e on ellas. 

P~ra un meJor enteDdimiento de lo que aigu• . conTiene tener FY!' 
sent e lo explicado en los parágrafos 100 a 103 inclusive, }Me• ~ 
que ae dice vale para posiciones pe.rticular~e de loe elementos d• 
referencia utilizados en la Proyecci6n Central. 
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107 ·- !i"e;¿r~~l!'.C~.61t.,At. J~0l"3$f'l:JA11• S.i;; (figura 2,Y;) l ~~ :t'~il°ta 
a coritenids 8ll al f lWlo del geoal.\tn.l ri. y uo pus.lah iílJ. ..-,·il•1'drt> rt~ 
Su 1lltor11eC?ci6?l COI! eate !Ú.tililo :platlo os el pwrto 1'au 'true. de 1 :11 
recta, quo Be sitúa. sobro la !!ti mv.mtraa que sobre l.& EH ita obti .r· 
ne ol puDto de ~ 1'ºa• ~Sl'l del pu.nto im:¡;ropio re/) de e y 
que resuHa de traze.r por ol pttntc !'10 Y:l.sta P une pr.t-al~l& a la 
reots a. Unidos f 0 1 l'a reaulta 18 Una69Jl a' da a • 

JI H Fd, ¡.¡ 

T 

'- T 

Pig.235 

Le.e f.'OB1ciones aáe iaportantea que pueden tener las rectaa aon , entre otras, lae aigui.entear 
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a) Recta perpendicular al <ftladro. Sea D (figura 236) ,..ma recta ~ 
·b1 traria p.rpendicular al cua4J'o .íi ccmienida en el plano del t•2 
matral O( • Sobre la L'f H obtiene la tnu Tn 1 aobre la HB ,el 
punto de f~ p• 11 , oo1no14ente con el pullto principal P¡. Um.tt1 
tri 1 l'n se obtiene la 1.aa8•n 11' bueoada. la con•enhnte obae~ar 
que el pinto ~:riJloipal PJ. ea al punto de f'usa 4e toda& l.aa D0l'll:l 

lee al cuadro. 

11 11 F;:¡¡ H 

T 

L T 

l"ig. 2.36 

b) recta oblíeua a 45º con el cuadro. S.a a (ti¡u.ra 2.37) una recta 
inclinada a 45º con el cuadro Tí contenido e el ¡iluo del •ec>­
••tral ~ • Sobre la L't H obtiene la trasa Ta 1 aobre la BH el 
~to de fu«• P'a qu• rHulta oo1nc1denh cor. el p.lllto ele 411-
tancia entero A .Unidos Ta 1 P'a •• obtiene la iaagci •' buaca-
4a. 

ff 

T 

Pig. 237 
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Si pou~a;iaoa Ql ln roe\:~ 3i~st"'ic1a i:i. la "('"con r.-ixpi¡ot o G.l 
culllilro, uu pUDto d@ t~ ¡¡,¡Gr&. o1 pl:i!ilto d g diota.noia ~1.1tars t:. 
4a la da:-echa. 

Bxl conseeu•noi& lo~ pruitoi! d~ d10~1a snhra 6. soD loo 
runto• da fusa de todaa l.vls reotR3 qua to~ 45º con el cuadro . 

o) Roe ta ~ue no .vertenece al pl&no d sl iOWfl~ral. Si l~ recte r :no 
p_.rhnect al ¡lano del B•Cll!tetral CX:(f1gure. 238), w llut.gen u 
det•ra1ll• hallando la proyeoción ri 41 .la mil!ll:D.a sobr~ ese pl.a.no 
1 cons1guienteaen~o la trama Tr¡ Y pu"Jtc de fuga F'rll luego ª2 
br• la Tor-',ioa.1 por Tr¡ ae obtien• !r y e:i la 1nterseoc16n de • 

dJ 

la nrticu _por 7r.i. 1 la p-, °'°' :PQl'CLlola ar, ae obti&n1t l'r· 
Oni doa T:r 1 1 'r re_sul ta r • , illlagan 4tr r bueoada. 

H H ... 

71-
T 

L 7'* 

·r1,. 238 
paralela al cuadro. Sea (tig·.239) una recta a paralela al plano 
del ouad;o ,,- .Su tras& 1 ·p.mto de 1~ aon apropio•; luego1; w 
1.a&pxi a •e obtitm• h&llando, a n ves, la A' d• uno de IJl).e J!Wl 
'to• .A ••dia:ote la in~•re•ooicSxi con TT del r*Jo pro¡ect~te P.A., -
•iendo .A 1Jlteraecc1Ón con otra recta b no para.lela al cuadro 
4e lJlaBen. b •• 

H ¡.¡ 

T 

n,. 239 
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lit!l lo dicho ae ~Dcitici.in !;{)? ev:i ~~~ s . 1.;y; _eigu..i <mhs ~i:m~i,1-~;.o1 .. 
ci~it>l 

" 

L T¡, ,r 

l'ig. 240 

l. rectes paralelas entre sí, a y b, tiene:o el mismo ~to a~ 
fusa P'a • r•b• y distintas tra:r.as Ts. y To l t1gu:ra. 24C) 

N IJ JI 

L T 
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2. Si la racta a es proyoobante, Ttt.lo d~o1r oi pasa Pfr el 
punto de ·nn ·ta F, ero traza 'I'a, pu.nto de :t'l.lga :?'e IIW.gez, 
1' coincid en e.,-¡ ur, mismo pUDtv ( tig 241 ) ª 

106.- R~p:-saeetao:!.Q;¡ rutl, l'Wo&• La i m.agari >.'de u.n ;.'.ü\tO A dGl 
de l geometral es ls interaacción con el cuadro110el rayo 
proyectante PA •ra~~do por A ( fig 242), 

Pero co:a:o el! ev:idente, todos los p¡llltoa que pertenecen a dicho 
:-ayo .PA tiene:: la misma imagen; por eso oada punto ae ubica considi 
r8.lldo e.demás u...~a rec"e a que pese por el dado. La illíagen A' de un 
p-14 nto J.. , e:o definitiva., queda determinada :por le inte r sección de su 
rayo P"º~ectante FA con la s' de una recta a que pase :por dicho p~ 
to .:,,. , 

11 H 

T 

Fig • . 242 

Si ~l punto A no pertenece al plano del geometral o( (figura 
243), e-µ imageL A' se determina hallando la proyección A1 sobre eae 
plar.o, y sobre n la imagen A'l de este 'Último ¡:unto. Lsvantandc 
¡~r A1

1 un& vertical eu intersección con el rayo proyectante PJ.1 

aetermina A' imagen de A buscada. 

Es endente que si el. punto A perta.neo• a l.a LT, su i.tlagen J.' 
ooincide con el punto dado por esta lÚlea contenida en el plano 
del cuadro if 

Com.o se verá lÚ.s adelante ·1oe puntos que determinan una figo-

1.e proyeooion oenlnl y la ¡iar1&1• tlva H 'I 

ra ee ubicarán en perepecti~a mediante la iaag911 de dos reotaa que 
pasen por e ada mio de elloa. 

H H F~ 

L T 

'1g. 243 

109. &epreaeptac16p del planº• Sea (t1gu.ra 244) un ,plano }> 
paralelo al geomatral o( • El ,plano J> 4a4o corta al cuadro T ee4~n 
la recta t JI que ee la traza, Jlientrae que la recta de tup r °y. 
4el a1aao es la línea 4e horizonte por ser 1.aasen de la recta 1. 
pia de ese plano ~ .-
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Si v-.nti raota ~ }"rt ~eclií al plMo /J , tn2 tra s.a :ta y )Alllt; e 
. I 

de :ruga F
1 
a P8rt&n~Ctell r~SP!!iCl"CiV~1'1h B lo?< trs.s;,¡ t,1 'j l":OCl''ii~ d e 

i~ r '¡!, dol J'1a.üo 
/ . 

En l~ ti~ 245 $6 hA re~reasntado \Ul pleno '( ~ertiea1 1 e~ 
decir ¡.,erpendicular nl g&ometral o< • Su traza "t ~ 98 .1Dtarseco1ózi 
del plano ~ da.do COI! el cuadro lÍ Y r@IJUl ta perpendicular IS la .Ilr 1 
su recta de ~ f' i · :se obti@:le por 1.nteraoooión del cuadro orm &J. 
pl.ano '6"1 par&J.elo al dado t't.rcuuuio por el punto de TI.ah P. lo 
recta 1 cOl!'iÚn al geom$tral cX.. ¡ al plano tiene .Por ~e.xi la 1 •. 

~' i 
1 
1 

11 1 f/ 
1l 

I i 

!t 
/ ,. , ,, 

1 b 1 

1 I . I 
1 I 
· ¡ 
~ 

L 1 
T 

Fig. 246 

lo figura 2•6 reprHenh un I-la.no d vertical y no?'Ml al e·~ 
dro íT • Su reota de fuga !'f :i-aa por el punto principal P¡. 

Si un ¡J.eo é u oblía:uo oon rupeoto al po:ia.tral <X j al 
cuadro Ir (ti&. 247) n trua t~ 7 reota 4• fU«a t' L .oa '-­
b1én obl.Ícuas con referencia a la L! 7 BH, respeotiYaaante. 

~ . 
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:Pig. 247 

l. planos paral.eloa entre aí y 
t• 4 • ·r· 

2. Si un plBZlo es paral•lo al cuadro, 8U traza y recta de fuga aon 
ia.P:!'O J.;1H1 

3. Si un plano contiene al puito de vista P, su traza y recta de 
tusa aon coi.Jlcidentee. 

Capítulo 13 

Figuras Planas en el Geometral 

UO . - SaG (!1g. 248) ~ fo.ma pl.AM, el cmadra4o .A.BCD, ai 'tt1a.do Orl 

el geG!Yt~ o( 1 cu.J&I. .Plll'IJlltOtift o imagen A'li'C'D ' GO°br~ 
•l ouib>o 1Y oa 4aaaa.. pbta»sr. . 

L \ I 

¡ "~\ 
. I \ 
' ; . \ 

<A"Í(E)'fcJ 
\ I 

\ I 

íl 

r 



51 abati.-eoa ~dcóor _,.., :W la for.u l. sob:Ni ~l cuu.dro 11111 
( I: ) las figuras ( 2 ) ;¡ (J.} ( B ){ C) {D} y .Ü\ parel'pllloti \70. 003Cr&dl'.I. 

~' ~ 4'B'C'D' rG~l~ilW ~atar Yincu.19.d&a pcn· un.A hr.m:.ologÍa donde S1.1 
eje oe la Ilt, el horizonte ea su recta límite y el abatimiento óe 
f . en (P} e.lrededcr de H H su oen'tro. 

}rocediendo d~ a~erdo oon lo exJ)11cado en ~l caPÍtulo V ae 
obtle.ne la lX'rspectiva de una figura dadu.cids de au &batimi~nto. 

Sixi embargo e ate prooediJaiento retnü t&\ pooo práctioo p¡sa g~ 
nerallaante el centro (P) de la hCllllologla cae fuera ó~ lo~ l.ÚÚtes 
del di bi.tJo. 

Para obTia.r eete inconveDiente se hallan lu imágenes da los 
JWltO• del ge0!2l.etral }'Or la intersección de _las imkenes de dos 
rectes que paaen :¡;or cada uno de loe pwitoe da la :.figura plm.na. Se­
,ún aeax? la& rectaa elegidas ae preeen~an diversos ~rocedimientos 
de opel"llciÓD., que. H estudian en el }Jreeen1ie capítulo. 

lll~- i"e;t"ape~ d• figuras po:r abatiniento del geom~tr§l,. Mé­
'ºclo de loa pm~olt. de !11stanoia .- Su:ponsaaos el mino anadredo de 
la :rigura anterior 1 ubioadoa el obeerrador 1 el cuadro (ff..g. 249). 

-¡.;' 
-~ ... ... -.... -.... 

'-.! '= ... ' ......... 

/ 

' ' ' 

Pl9ura1 plana• en al 9eome r•l lll 

/ 
/ 

L .t b §1 ' / 

: fAJV--- l 
l ;""\ 1 
' ,,,. \ 1 
t ,, \ 1 

(D~ (E) \ ~ 
'\ ,,~(8) 

\ 1 ," 
\ 1 ,,. 

(t;" 
11g. 2'(). 

Para 4ete1'1i1nar (tig. 249) la perapeottn 49'l TérUce >. del 
aua4ra4o, traceao8 por este puntos 4oa ~tui una nomal al mia· 
4ro, , la il, que Doe ·1J:ld1oa la proh.adida4 o ale1-1ato 4el pwito 
>. con na;peoto a H~• pl.uo 1 otra a 45• COD el 111.mo plano, la .Aa. 
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los imágenes son respectivamente lPJ.. y a..6 1 cuyo µu:¡to común nos dá 
la per s pectiva buscada A' de A. 

Como el abatimiento del geometral alrededor de la LT sobre el 
cuadro permite dibujar sobre esta la fjgu.ra (A)(B)(C}(D) en ve~ 
oaaera magr.1tud as! oomo también las rectas auxiliares con oua á!l, 
~JOS reales, ee ha dibujado en la (!ig. 250) el ev.adrado abatido 
y las {A) 1 y (A)a cuyu imágenea son res;.ectivaaen .e t P1 Y aA1, 

obteniéndo2e as! el A'. 

Repitiendo el procedimiento para loe demás ~toe de la !or-
1&8 se determina su ima~en A'E'C'D'. 

La conetruoci6n se si.JR~lifica obaerTando que l.,, rectas a . 45º 
con ijl cuadro abatidas µleden auprilairae. ~ atec'\e el pua~ a, 
~or ejemplo, traza de la que pasa por (A), puede obteaeree 111.dien­
do a ~artir de l, . traza de la normal por (A~ el eegaento la a AJ., 
es decir igual a la . profundidad del µinto considerado. 

Es indistinto llevar la pro!Ulldióad del pmito considerad.o ba­
c: a la derecha o iz~uiArda de aquel en que la nol'WllLl corta a Lf, 
p .. ro debe observarse que si se lo hace hacia la isq.uienla, el pu.¡ 
to de distancia entero con que debe unírselo para determinar la 
image.n de la oblicua a 45°, es el situado a la derecha .de F:l• e ~ 
versamente si se la considera hacia la derecha. 

Siendo paralelos los lados opuestos de la fi~a, sus imágenes 
res}ectivas tienen un miBlllo punto de fuga. Ae! los A'D' y B'C' con­
curren sobre el horizonte en F'l• mientras que los A'B' 7 C'D' en 
F'2· Estos pur.tos se llaman puntos de fu~a accidentales. 

Si los ~untos de distancia enteros 6. caen tuera de loe lím¡, 
tea del dibujo, se emplean distancias reducidas, }Or ej1111plo a la 
mitad. los que serán puntos de distW1cia redusiaa ó./2.Pero entonces, 
para que el v~rtice A' no varia, en vez de la , debe tomarse esa 
medida reducida tambien s la mitad. 

A.nálo~"8Jllente si se empleara Ó/3, ee toma.ría l a i~ a un 
tel'(:io de (A) 1, etc. 

Como las do s !iguras¿' Yll__ )son. homolÓgj ca.a siendo LT 
su eje, conocido A' µ¡ede hallarse el D' ¡,rolonga,,do (A) (D) hasta 
5, }JWlto que ligado con A' define la recta que corta a P14 en el D' . 
O centro de la hamolopa, que su¡:o.nemos inaccesible !.ara nuestro 
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41~o, u ballu:!a a la 41a'h.nc1& P 6t sobre la perpendicular 
1. a .B :por l?1• 

DH4e luep ~u-;, •1 el a'bo;t:1aiento 4e L. (fig. 249) lo h&ce­
aoa c. alO\ntido o@irar1o al d9 la (f1&• 250), reduc1aoa el i1UU.r. o 
de l.i hoja, la ( ~ ) a_pareoe •obre la L!, el {P) o8%1tro 4e la 
haaolo¡Ía H aooHible, pero la superpoa1ot6n de lineas hace pooo 
práctico al trasado 4e la perapeoUn en esiu oon41c1onea. 

El prooedi&i.enio que aoabao• 4e axplioar en al q_ua oad& ¡:u,;¡ 
to del geometral c¡ue4a. 4a!1n14o por 1U1& nonaal 7 una recia a 456"' , 
oon el cua4ro ae oonooe oon el . nClllbre 4e aéiodo 4e loa µ¡.ntoe de 
di1tano1a. 

112.· Ftf!P'OtiT& 4e una oircnmtereoia.- le pera~ot1Ya 4• 
ua c1J'C1U:lfereno1a • una ocSDioa 01&70 gée:ro {tli~H, parábola 
o hi~rbolaf depende de la poa1o16n 4el obeerTador. 

Si en la figa.ra anterior oOl:laideraaoe una ci~erencia · -· ·-
1.neo:tipta e el oua4ra4o, n penpectiTa eerá una •li.PH 1nacr1;e 
ta en ·el aua.4rilá~ero iJD&gen¡ loe l.a4oa eerázi iangentee a e .. 
out'Ya 1 poaxin detel'Siiiare• su.a punio• 4• oontaoto, la i.llageri del 
oen1'ro 1 otro11 JW1tOe geDéricoa ooao oorrespondientH a 101 del 
abatilaiento. 

lt1 la (fig. 251), ub1oa4o el obHrYador por la Lf, la BB 1 
aobrt étia el Pi .,. loa pmtoe 4• distuoia reducida A/2, trace~ 
ao1 la cir01Ul1erenc1a abatida da oab"o (O) a la oul o11'0Ullaor1-
biaoa el cuadrado (11)(1')(P )( Q). 

De acuerdo oon el pa_rá&rafo anterior el o• •• encuentra 9J1 el 
punto cmún a 1 P1 7 oll/2 •ien4o el ••puto l-o i&Q&l a la 
aitacl de la prohn414&d l (O). Ocmo el 41áetro (.l) (B) ee ua 
frutal 1111 iaagen paaará por O• 1 será paralela a L!, lo q,ue zios 
pemih a au •ez hallar A' 1 .B' en A• 1nteneoo1onea con ~l 1 
3P¡ rHpeoti•aaente. liWtH Nctae aon tmgeatH á la curra en .l' 
1 :a•. 

11. punto e• resulta ele cortar la l.P1 oon -e~/2 e1eD4o eete 
Hpento la a11ia4 de- l (O). Su tanpute ea p~alela a L! .oon lo cual 
q_uedan fi~a40I loa pmtoe •' 1 lf'. c¡u• un14oa oon Oí peraihn d.1b1l­
~ar l.ae 41ac0Dal•• . ••P• 7 l'Q', lea que ~ n TH cleterai.Du el PI& · 
to D' 1 su tangente tal ccao pue-cle •• táoil Ter e la tigva.. 
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Deade l'llego que loa pmtoa ele la elipee iuc• :perteeo1utH 
a laa 41agonal.H del oua4r1l,ter0 habiu qu&au táoilaenie cleier­
aiJtadoa. La tangente e CN&lquiera 4• ellos nftla ocmo oorrHpo¡ 
diente ele la timgen•• a n abatiaienw. 

!ftodo dt lOI 6 l!!llltot,.La ,oona1i~o16n preoedente pa.e4t e1a­
plif1oarae notableaentt Pu.e• trataDCloae de 1111& oircuntertlloia •• 
p¡ede p~eeo1nd1r4el abat1a1.ento 1 4el o\l&dril.átero o1rCWlacr1pto. 
lb efecto •ieapre babn tui¡en1iH paralela• al wa4ro, otras :¡;er­
pend.ioularee a é11ie 7 41 .. etroa a 45•, a uo 1 otro HDU4o. Deh¡: 
llinan4o loe ocho puto. • Htu oaa4ro 41reoc1onH 1 lu tacseiH 
en el.loa, H tienen el•entoa llll!ioientH para el trasado de la P91'1 
peot1Ta. 

Sean dados (t1g. 252a) la 1aa&tlla O• 4tl 'oentro 1 el radio de 
la cil'OUJ'lftrencia. Para ballar A' 1obre la frental que paaa por 0 1 

•• pro7ecta a éete 4ta4e P1 •obre ~ ea l a partir del oU&l ae41Jloa 
el radio r obtenim4o el pµnto 2J • pro1eooi6za 4eacle Pl noe da la 
nol'll&l 2 Pl que fi~a .A' 1 eu hngeJ:ah. 11 panto B1 ea •ia'trioo dtl 
.A', por Htar eobrt una paralela al O'lla4l'O, •1u4o P1 !• ~ tanga• 
te. 

Las rectu AA' 1 Al!' - •on ~ .. 4• reo'u a 45• por .b 
que quedan detel'llinado1 0' 1 D' aa'b:N la llOl'll&l O' F1 • Lu tucea­
tea en eaoe pwitoe •OD 401 pa?'al.tlaa a L!. 

Otros cuatro pmtoe I' 1' G', I • •• obtienen aobre las 41-.P­
nalee •• P' 1 I' Q', en eu 1Jlteraeoo1ont• ooza lu no!'a&l.H po!' 
J' 1 ~· aiendo J•o• • ~·e• • ••e•/ ff-

Bete Últillo Talor por eer x•o• una frutal PQedt obtenerse ~­
f1camente tra11ando por •' 1 por o• notu a 45' 7 abatiendo e J' V'A 

1.nhraeoc16:n .11 (Ter ·habien fig. 252 l»}. 18ta eanetNoo16:n auxilie~ 
puede realisaree aobre oualquitr trental, tal ooao J.'0', D'P', etc . 
o eobre ur. 

Lu tangentH en :I' 1 G' ae tienen 1''°1bleJlte. obaenando q1ae 
1LT "" JR, luego aobre la !retal de la ellpee será M'J' • .J'R'. So­
bre la P 1 Q1 se tendrán aesmentoe eeaejante1, pór pro7eoc16zi dee4e 
P¡e 
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11¡. 252 

Dee4e lugt¡ que d tuera el l:!/3 
toado -2.!!!. 1 O'B' 

l 3 

H 

B' 
' 

b) 
el utilisado .ee hubiera 

ll).-~U.S.lllto del pcaetral &l.J'ede4or de una trentalcual­
Uhra. -

l\ao4e cvnvenir a Tecea, cu.ando l~ figv.:t'a está .igo ~eja&~ 
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dsl c1~dro, anphHU' como eje de :¡¿bl\tliümlto u.na i'zental qu.e no SG ~ 
la traza del ~ometral, lo q,,.e ).»iplioa abatir eete plano sobre u;o 

plano pa.ralalo al cuedro. ,,. 

Sea (fig. 253) tü se~Mito A':B' la iJ:ta.gtm .del d1á.maVo :fre!i 
tal de una circu.nferenoi&, C\lYº abatllúento al.rededor de U.Da cir­
cunferencia, cuyo abatimiento e..lred~dor de A'~' ~e la (l) (B) (C) 
(D). La ir.u.gen del diwtro (C) (D) noria.al a.l cuadro u ro•reota 
que seccionada con A'6 1 E'.! rectas a 45º• proporcionai: loa ex­
tremoa C' y D' de la ellpee imagen. 

~' 11 \ ', 
I ! \ ' 

I J \ 

I 1 
I 

(C) 

Fig. 253 

~, 

' 

Para hallar otros puntos de esta curr&, el )(' por ejemplo, 
se traza por (M) la normal (M) Mo cuya imagen es :Ello. La recta a . 
45 ° ¡.or (K) ea (14) »1 • 16 Á K1 corta a Blo en if• · ~ 

114.-.Trazado de la perspectiva en el geometral, sin utilizar 
su abatimiento, empleando la !ieura original que se tiene en hoi1 
awte.-
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Ezi l a .lll!l.Y Or pa:rte de los OGeO 'J, los t:rait~®" <10 pora pli'lo ti·~, 
Se r efieren e. co:ajuntoe dti cuat'};ól! o~ por Qj\\lll:plo un edifioiot 
o l.Ul aiete~a de instalaci ones, etc .~ de 100 que se poae$n ple.:noa 
en proyección si!nple de l a pl~:a.ta 1 l oa !rentes. 

El empieo de estos pl0U20~ eliln.inA s l t re.zado 4e lAI! f i g11.rae 
en abs t:i.I:li~nto, que es doblemente laborios~, por tener que ditm.~ a?"" 
s e la fi~a invertida, y exige &d8Jllás una auperfioie deepuée ~o­
bra.n t e en la hoja del dibujo. 

Sobre la hoja del plano se maroa la ubicación del cuadro oon 
la i~ c linación elegida, y sobre él se proyectan, no1."lnal.mente o en 
l e dirección que se adopte, los puntos da la figura. 

Se obtienen aaí una Serie de puntos que son le.s tra~as de l oa 
ra~os proyecta.n~ea, que tr.anspo~ados sobre lA L! de la psrepoot1 
'tia peraHen trazar lae 1..má.genea da todas esa.e rectas, una Te:g ti¡! 
do · el punto da fuga respectiTo. 

115.- EJamplo de apJ.icación utilizaDdo las noraalea al cuadro 
l rectas a !5º.-

Sea ABCDEF la figura de cuya proyeooión se dispone (!ig.254 a) . 
El cuadro ae ubica de. iaanera que la LT forme oon el lado A1l por e­
jeQplo, un oier~o ángu.l.o que dependerá de la poeic16n que se desee 
dar al observador frente a la tig\U'e.. Con el ángulo LP!, de ·apro:d. ­
madamente 30 ~ de:Un:1.moa la distancia del obeenador &1 cuadro -
d18te.ncia principal PP1. ~ - 1 el ancho del ouadro Lf. linalAen-
te con la altura del observador, dada en la (tig. 254 b) por la di! 
t!Ulcia entre Lf y HH, queda perfectamente definida la poaici6n del 
observador o punto de v:'..ata P ante la figu.ra ~a pera peo ti va ee 
busc..¡, 

En la(!ig. 254 b) sobre la línea de horizonte se han maroado 
el punto principal P¡ y los de distancia~ , siendo P¡.6 = PP¡• 
El sncho del cuadro L? ea la distancia Lf de la !igiira 254 a· 

Para hallar la ima.gen de un punto ou.alctuiera . del D por e;ltlf. 
plo, utilizando normales al cuadro y rectas a 45°., .a dibujall és­
tas (fig. 254 a) en · D-4 y Dd reepeot1Taaente, cu7ae traJKaa pw¡tos 
4 1 d se transpori&n oon ·referencia a.l punto L por ejemplo, a l& 
figura 254 b 11&rcando así loa 4' 7 4 1 • La iJla&en de la normal aerá 
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i4' 1 Ad' la de la recta a 45°. 1'uoa loe reatan-. .. pantoa 
89 procede an'logaaente. 
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a) 

A efectos de ord911ar las oonstruocionea oon"1.ene pr07eciar t~ 
dos loe puntos de la figurs sobre t.! ci l,2,3,~ •• ,6 (!1¡. 2,. •}, 
que con . una tira de papol se transportan sobre la L! de la f~ 
254 b, Sirviendo de referencia el punto L. 
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Kl. dibujo de las reotsa a +5º de lA figura 254 a puede supri­
~ice e totalmente. Ro e!eoto, baat& obseTVa por ejempl o p&ra el .PU!!, 
to D, que la traza d de l.& Dd $S tal que .la distancia 4d es 1-
¡r.Jal & la ~ro!undida.d 4D del piu+to D. Por consiguiente llevando 
en la !igura 254 b, ol aeeaento 4'd 1 • 4l> obte.nemos el d' ~ue unJi, 
do con A , el de la izquierda, nos de la irAag&!l de 1& recta a 
45º que paea por D. 

Como se deduce del dibujo loa púntos de distancia 6. pieden 
oaer fue:r:·a de la aojll íie trabajo, por lo quti es conTeniente usar 
loa reducidos ti.fo • En satos oaeos e1 el adop~do ea A/ 2 , para 
ol punto D, el d' ae hal.l.a.rá toaando 4'4' • ~, •e decir la llitad 
de la proi"undidad del punto D. 

Las rectas !'1', E'C' 7 D'E' ia.'.Ígenea de reatas rectas para~ 
lelas, concu:rrez¡ .a obre el horisonh en un punto i;•, que es el de 
fuga de eaa direoo16D. Lo mil!llllo oourre con las !'B', C'D'7 ! 11' 1 

que deb6Il concurrir en otro p.urto 1 12 sobra ls BH, pmto de ft\88 as. 
cideni&.l no 11&l'Oado ian el dibujo. 

116.- Xétodo de lg1 4om'nant11 Y de loa p¡ntoe de fuga aocidea 
~-

La.e operaciones se sillplifioan eligiendo en ves da noraales,l! 
neas que contenga¡i, cada una, Tarioa puntos del polígono¡ aon laa 
dominantes; IJWI ¡;untos de f'l1Ba son puntoe de tuga aocidantales. 

Para que el punto de fusa sea común, ae ellgell dominantes pa­
raJ.alae entre a!; este a1at8Jlla de líneas ea frecuente en los dibu­
jos de la pr&ctica (edifioioe,etc.) 

Las profundidades de loa puntos se toaan. ahora sobre la miam.a 
doainante; lae lÚleas que loa detenainan, ee dttcir lae que marcan 
sobre el cuadro medidas iguales a esas profundidades son las líneas 
rectas de •1guaJ. res~oo16n• de dicba direooión dominante. 

Sea (tig. 25~ a) el :Polígono .&BCDEP 7 el observador ubica­
do en las lJl.iamas condicionas que en la (fig. 254 a). Como en el eje! 
plo del parágrafo anterior en ia perspectiva· de la figura 255 b se 
han dibuJado la LT 7 sobre el horbon'te el punto principal P1 y el 
punto de distancia reducida &:t. /2, eleaentos todos ellos funda.men­
tales eri toda perspe·cti va. 

Las direocioDes de laa reatas JJ, BC, DE son dominantes, cu­
yas trazas son respectivamente 1 ~ 6, 2 : 3 y 4 : 5 sob~e LT 
de la figura 255 •· 'l'ra.gando por P lllla paralela a eeta dirección 
dominante obtenemoa en P¡ la pro¡~oción de su punto de tu.,"&. El iro.2 

indio© 1 icl~llti!'iC~ 1~ e:).1•0t)OiÓn alegi/ta fll'C1llt© ::\ Otr<l'.8 qll~ pt.1.:1Hhlil 

Oxi8t11" l'n al ~.1~117!0 tra~o, 

F E 

o 
-11#-----C 

p 

.Fig. 255 

'\ 

' 

b) 

.-1í 
///1 / 

/'l/ / 
"-'l 11 
/ 

/ 

~ransportade.s las trazas de las domi.nantes sobre la L! d• la 
!1~a 255 b ms.roámoe, con rafereDoi a al pu.nto L por ejemplo, loa 
l' "'6 1 1 2 !i 3 1 Y 4-';; 5• y sobre el horizonte,',, co:n referencia 
al P¡, el 1'¡· Queda.o así determinadas las ia.ágenes de esaa rect .. 
dominantes uniendo P''¡ aon cada una de las trezaa. · 

. Fara hallar la imagen .de un punto cualquiera del polígono por 
ejemplo el D', traouoe en la fi¡Sllrn 2~5 a. h. T'ech. 1)d. 
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s;e 1A dominante. BJ. pl.lllto d $8 trnsa d$ ~ recta Dd, miantrae 
'VJ~ l& ;ro.recci6zi d~ cu ,Pl.UltO d0 tu9 <H i'if¡ que obt&nSlWS OOrtM­

do a L~ con la para.lela a Dd dibujad~ por P. ~ recta ~d es una 
1"0eta de igual reseec ión para la dC!lUina.nta sleg1da. 

Transportados a la figurf 255 b, el d on d' sobre IJr 1 M1 
6.L. 1!'1 sobre HH Biendo Pi Jl'l"' .P). lf¡, fod•O• dibuJar la illlagan 
.1e la reoh de igual ruaoción D4, la M l d 1 , euya intereeoci6n 
o~r ~·1 1 1 da el ¡:unt o D' buscado. Parra. loa r~stantea puntos del P.2. 
_1,pno se procede dd idéntica tol"ll!A. 

:11 't'rasado de las rectas do igual rea~oc16n, qU.IJ dete:rmin&ll 
,ob"e e~ o .. drc segmentos de igual 111&gnitud que l& profundidad del 
plO..tltC según la direooión dominante J'U-4• waitiree en la !igura 255 
a, j)U.e& para hallar 8Ul! illlagenH en la 255 b, basta por ejemplo Pi 
ra el punto D ••dir sobre LT a partir de 4' hacía la 1~qu1erda 
lé inagni tu.d 4-D con lo que queda !i,1aao el d' 1 oansiguiente.m.ente 
su iI&ag.a •111·. 

~ JlWlto •'1 punto de .fuga de las rectas de igual resección 
~ue permite iaaroar medidas real•• sobre la recta AP y tod.&8 sus pa " . -r.U.elaa, sa 11.aaa abreTiadarunte al punto nedidor de la dirección . . 

'1 . 
Xa eTidente que las rectas de ieual reaeoción podrán tomarse 

en sentido contrario al aeflalado y por esto hay otro medidor, del 
otro lado de F1. En •ate caso las profundidades deberán tomarse 
aoora la L'f a la derecha ae cada traaa l', 2', etc.· 

Por razones de dibujo, el observador de la figura · 255 a se 
balla máa alejado del polígono ABCDEP' que el da la figura 254- a; 
por el1o la Jlla~itud de la pers~otiva en aquel caso resulta oom­
paratiT&lllente aas pequeña que l.a de la figura 254 b. 

De la obaervaci6n de la figura 255 a se deduce que la posi­
ción del punto medidor 111 es tal que re8Ulta·FiM1=fllsiendoV1' Aª bip<> 
tenusa del triángulo rectángulo en P¡ donde los oate.tos son l -
P Pi (d1st8lloia principal). . · 

Collo sobre la línea de horizonte de toda perapectin H tie­
. nen aaroados el punto pr1noipal P¡, el punto de Caga aoo1dental 1t 1 

1 el de distancia /:::,. , ea :posible hallar directaaenh sobre 11lla 
'!.a posici6n del pazito •'1• para la di_recci6n !ugante en !').1, trü 
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OOlllO •• indio& en la(fi¡ura 256). In priaer lUIJ&r •• abate con oen 
tro en P1 1 radio P1A , el pmto de Tbh en (P), al q_ue a~guidam;¡ 
te con radio 1•1 (P71 oen~ro P'¡ ••abate en ••1 • Be dec1r1 el PQ!!. 

¡.¡ 

(P) 
Je.~- ....... 

11 ..... " .... 
I 1 ' ', I 1 \ , 

I 1 \ / : \' ' I 
/ 1 \ \ 

~ 
1 1 \ 

F, 1 I o( ln ~ \ ,,,_ 4'l u lj 

Pig. 256 

to medidor de una direooi6n 1 1
1 •e el abat1Jl1ento sobre HH del 

centro de ~royeociÓn p OOD res~eeto al punto 1 1
1 • 

El ángiüo rl... lll&l'oado en la figura es el que forma oon el CU!:l­
dro la domt;ia.nte ds dirección 1'1 1 Jll81Di tud qu• 8%1 la fisura 255 . a 
e"sté dada por el -f PF1M1 o el ~ 11 1 l. 

117.-En algunos casos el :punto m1didor p1.1ede t~bien determi­
na~sa recurriendo al abatilliento de la direcci6n sobre la cual se 
desea medir, abati!llldo el geometral sobre el cuadro. 

Sea (fig. 257) el ouadro dado por Lf, HH y el observador por 
P¡ Y A . Supongamos que la direoci:fo dada forma ~º e on el cuadro ; 
en su . abatimiento, que llamaramos (a), aparecerá .t'onuu1do c.on LT 
el raferido áneu1o o( • Su 1mat;en a"• pasará por A0 , tra~ de &, y 
por R', perspect_ive <lel (R) que es un punto cualq_uitira de la). 

!1 R' 6t d~tcr-1"" medio.At• W1a normal al cuadro y una rec­
ta a 450 • 
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Bl punto 4e f'Q4ta de 1a •' eo el P'a• 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

l./ A 

T 

llarcando sobre (a) una ~1 tu4 cualc¡U1era la .lo (ro por eJes 
plo,que ' abatiJloe en Ao So sobre LT, habremos de t erm1llado la {R) 
So que es el abat1Jlliento de una recta de igual reeecci6n, CU)'& 1JllA 
•u Jl9B~á por S0 y R1 

• . Su . .PWlto de :tuga •'a sobre HH es el punto 
aedidor de la direcc1Ón ·a. 

118.- ~paracioneo reducidas.-51 el punto P cayera tuera del 
41buJo (ver tig. 255 a) :podr!an determina.re• laa poe1o1onee de loe 
puntos P1 1 M.i mediante conetruociones reducidas. Así por ejem~lo 
a 1a(figura 258), llevando sobre la perpendicular por P]. al cu.a-

dro, la aitad de '1a 41atanc1a pr1no1pal obteneaoa al p:mto P/2. 

La ¡;~alela por este Úl.Umo a la dcai.nante, f13a el f, 
aente el 11 es Pi 11 • 2 P1f· 

Pig. 258 

El abiatilliento '5e P/2 da a 1 el ae41dor . verdadero •1 eata­
rá a una distancia de Pi c¡ue es P¡ »1 • 2 1i • o bien r1•1 • 2 fa , 

Con loe pw:ltoa 11 1 »1 as! hallados, volviendo a la f18'Ura 
255 b, ee pueden ubicar r•1 y ••1 y proceder al trazade de la pert 
pect1va. 

Cuando se opera directaaente sobre el hor~zonte 1 el (P) 4• i.. 
figura 256 cae fuera del dibujo, loe punto• r l y 1'1 ,. ballaD 
como a continuac16n se indica. Ell l a (fig. 259)ae dan sobre BH

6
el 

h y- 6 /" y además el ángulo e( con el oaadro de una direeci a 
c~o me~idor se bu.soa. Po:!: (P/2 ) • de t el'IDi nado ·toundo PJ. ('P/2) "' 
Pi CJJ2 1 se dtou~e . ~ :: 'º -C( )oon lo que queda fijado eL t1. 



Con centro en eete pinto y radio t (P/2) abat1aoa el (P/2) en 
El punto de tusa de la dirección dada ea l'¡ aiando P1Fi = 

. :· 2 P¡f 1 el aedidor • 11 es P1•'1 • 2 Pi•· 

p 
~ ... 

/1 .... 

/ 1 " r--------------------, 
1 (P/¡) · 1 
1 ¡!';::-...., \ '1 
1 hA ' ..... \ 
1 11'1 ~ \ 1 1 
1 F' / I 1 . \ \ 1 1 
r H '/ /f J ~ ¡ dMi H l 
1 F Pig. 259"' A/z 1 

Elllpleo de medidores reducidos.-Si el p.mto x•
1 

cayera fUera de 
la hoJa de la perspectiva, puede operarse oon Ul'.I medidor reducido 
K lh, por eJemplo. ASÍ para el punto D (Fig.- 260 a) que ee obtice 
por i.uterseociÓD · de la dominante l D 1 la recta de igual resección 
Dd, eiendo l d la ~rotundidad del pWlto D, podrá obtenerse 1sual­
aa.nte sobre dicha doainante, pero en su intersección con la recta 
Dd¡, donde ld¡ es la mitad de la profundidad del p.uito. La proyec­
ción sobre el geometral del punto de fuga de la recta Dd1 es M i 
siendo P¡llt la 1ll1 tad del eepento F1M1 • Operando en la pers1.ectiva 
(f1g. 260 b) el pu.nto· D' será el común de la im&Ben de la domir..an-

ldL 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

{ 

p 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

F E 
1 F/ H R H I H ~ "'I 

/ 

1 "' , 1 / 1 \\' I A 
1 \ \ / I 
J \ \ I 1 
1 1 I / 1 
1 ' I / 1 
1 1 / 1 
1 I / 1 
1 I / 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

ltf1 1 B' 1 
,,"'/ 1 1 

.,,,./' / 1 : 
,,.."" / 1 1 

,,.,. // : 1 

,,.."'"" ,// : ti L «; 1' T j 
,,."" ./ .... ---~-----------~-__ .,,,,..,,.,. a) 

---

" D e ' 
.... , 1 

.1"11 ,.. I 
/ I 1 

' 1 

b) 

rTou r • p l an•• en •l 9•omet r a1 ll9 

te l •r•
1 

y la r cc Lu ct• 1 M' 

ln )a (fl E; . 2Gli 80 inl11co la con!ltrucc1ón del punto me>d l ttor redu c1 

do lil' ! . diroct:i r:i~ntP. sobr e el horizonte • 

{P) (P) 
r.~-. ---, 

- Fta i ' ', ', F:R- P , , ' ~ 
t-2. I ¡ \. ' 

;f .... , 
11 ' 

r-----~-+---"-- - 1 
1 1 / 1 \ \ 

R I ¡ \ \ 
,..., 1 \ \ 

' 1 1 (PJ4W,-,, ! 
/ ' 1 \ 

/ 1, \ \ 
1 • ...,, ', '" \l 
1 ¡ 1 \ \ J 

~ 1 1 ' \ H F'I ~ ~I ·"'ii .1/'t, I~ 
~- 1~ ¡ - • • 

1 ¡ 1 \ \ · } 
1 ¡ ¡ 1 \ '.\ ¡I 
1 ,..1 1.i ol HL ' AL\ 1llf1 ' '"ti JX ... J • ~ J ..§i i ¡ f 
l f IW\ 1 

H 

262 ) 

y }J' 

:Pig. 261 1 fig. 262 1 

Si el (P) ea inacce s ible ae utilizan operaciones rcducidus (! i g. 

donde F ',. e1.endo do tos P
1

, Í l/2 y o<., re s ultil de tomar i•
1

F•
1 

:2 P
1

t . . 

t de medir P•1 ~ · i e fm. 

· con los med i dores reducidos dcberJn -.Es cluro que ·cuando se trabaja 

tolllftr ee sobre la LT lo!; ¡irodundidades r tdu c i dan o la mita.o, un t c r c 1o,etc . 

. oegún ~ea el medidor ob t en ~do . ' ón de ' medidor r~du c íd o cu~~ 
:¡,;n l a (fi¡;;. ?63) s e indica l a .cor,strucc1 ~ "' 

.. . . l eometral oobre el cuadro . ~1 el e a ba te )a d i:.--ecci6n dad ll , a bati endo e g A/ . 0 0 

. ..,._7 utiljLando el I> 2 de t e rm i na do c omo en la f 1¡;ura r.,, pero pun t o !!' s e ha ... 
( ) · t d qu e medimos sobre u¿ en El scgl!lerito Aoll' e o l a imi;ge n d e l Ao P. ' ma.gn1 u . 

fue ra ae los límite s d e l d i -.A.o3o , co:i l o qu e r e m.1 l t a e 1 hl _' ~ que auponcmo o 

tf F~ ~ ~ bu j o . 

L. 

\ 
\ 

I I 
I I 
I ' ! 

/ 

A • ¡T 

NolGi-N"K ."'-HV 
l 

F1g. 263 
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s1 6ll ca.m'bio lle'f'a:ramoe sobre :ur el aepaento AoQo i(Ual a 
li mitad de Ao (R} 11lJlimoe Qo con R' habremos obtenido UD& recta, 
iir.agen de Qo (R), OUJO punto de fusa ••.;2 ea el punto medidor 
rectuc1co a la mitad para la d1reooión •· Ea 4ec1r que midiendo B,2 
~re l? ~agn1tudee m1tadee de las real.es, obtenanoe, utiJ.izando el 
me~1dor reducido a la mitad, la iaagen del eec:inento entero. 

ll9.- Ampliación 4el cuadro. Be frecuente q\le la perspecti­
va de . una figura doba hacerse a una ••cala mayor que la de la pr~ 
yección dada como or1g1.nal. ie lo que ee llama operar con wi cua­
dro ampliad o • 

Geoaétricuumte el probleaa ee rewelTe a941ante la conatruo­
ci6n de una eemejansa entre ti,uraa, ~ea basta vro7ectar (fig.264) 
desde un punto O oualquiera, la pera¡,eot1 va obtenida en el ,1>lano 
del cuadro eobre otro plano TTa paralelo al anterior. Seran por lo 
tanto paralelas, la• rectae correepondientee 7 alineados con el 
centro de aapliaci6n 1oe p'Wltoe oorreepondientea. 

La magnitud de la a&pliación eobre ttTa, ccao ea táoil deducir 
dependerá de la poe1·016n relatiTa 4• eete J>lano trente a O 1 1T • 

e' ---
o --... ~----............ -----... ...... _ 

C' 

Pi~. 264 
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:t..í A b:t. m~@n ~ c¡u-~ 0íl d~t.hic11> illz-eo ~; ;;.iaent~ dcú original, e~ 
la álf.l{!ÍSili!. "'ct1Afu."<J p'1qi.i0ilo 1'J ~üla i!IC ec uaoe¡¡:g,_~o d1bu.ja.rla, IH:ao 
aolett1~~te ~o~ loa «at~a il:!.1~iu.1~~, os dGcir que d1rectG.'.&Gntt Pll 
da halliane h. ~pli;ao1ozi de una fol"'.m presc1nd1!llldo de su iJUson. 

I~ imipli~c1Ón we hnoQ con resp$oto m Ull pw:ito que se eli¡e s~­
bra el borizont~1 el punto ~rineipo.l Pi (f1g. 265) o mejor atk. el 
punto de raga &oo1óantal de rectlll.ll doainCUltee. ~orque @~~onces es­
tas 1Ín0a3 ae eixt1o.ndon, pero no varían a. poe1ci6n (!1g. 266). 

En el prllM\:r ·. eJmiplo (tig. 265) ae ha am.pli&do la -parapect1n 
del polígono AIICDY que obte.namoe de aC'118rdo oon lo ex:pueeto para 
la figura 254. :o-& l~ Ul.agr.n de ese pol!gono en el cuadro peque~o 
!.-!'E!, ecle.!l19.!!~~ !!L~OP.!Ofi ~ pwrto :0' e. afectos aclaratorios de .... 
ta u:¡,11oaoi6n. 

:81:1 ia seae~cnsa de contro P1 que Villoula a la ;perepect1Ta 1 
ou u;pliació.n, la línea de horizonte HH no varía, l!lientrae que la 
nueva l!noa 4e tierra La Ta será paralela a L! y ubicada a \llla 41 ... ' 
1:anc1a de 1!H que oe La &. "' nIJi ahX1do n el rn.ÚHro de veces ~ue · 
iee desea implle.r a figura. En general ee ubica L!& Ta do acuerdo 
oon la~ di11lansione~ da la. hoja del di~jo. 

'14r H H 6 H., 

F E ---

I 
I 
I 

º~ LCL '-a: {' 5 1 4' 
4. ""' 

p 
Fig.265 b) 
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La amp11~o1ÓD D1
3 dsl punt o ~ 1 ®Q l::all~+ an l a interoaooión 

d• le.e e.m;-liecici:e e d e l a nc~~l uJ. <mad.1"0 .1?1 4 y d e li. oblic~ a. 
4 5c la .6. d' . La primera de el1$e es ~l 4- ' EA -don de al 4 'a ea le. am­
;: lioaoió::i sobr0 1& 'Is. de la tru.u 4 1á d~ l a normal. La ampliaed. 6D 
de la oblicua b d 1 a erá una r~otg que l~ os p!U'alal~ y que pasará 
por el J:·Uil t C de diet&..'1C1e Do !Ulplia4G .00br e filiy°por d ' a 1 :proye~ 
:1Ón sobre La Ta dssde P¡ del d'. COl!lo ga toe doa ptmtoa ./:;, ~ 1 
1 1 a caen fuar&. de los lÚút.ie del dibu j o; $e loe reduce en l a lllie­
u proporción e:D que h.a sido atect"\lads l e. Gpliao1Ón, .1:.cr l o que 
el ll a pasa nueva.nante a A , pmito qllli» llllllll4'0oe ahorr. b t\1' y 
d d 1 a a d 1 aobre_La fa SiOlldO 4 1 d' igual 11 a :¡:rofundidsd 
jel Jlun to D que eri 4 D, e.u la. figura ~65~ 7 4 ' d' en 14 b) . El pun­
to com\Úl a. lM :r!!let ,._~ P1 ~ ';;; y ~ ¡¡;.¡o~ · ' ~~. ~l '.!}' 06 ~..ee~~. 

Para : oe re&ta.ntes pintos de la ~igura se procede de idéntica 
a&:L1era, siendo el orden de las conetruocionee arátice.& el s.iguiente1 
se marca.n sobre La ~a las trasao l', 2 1 , 3 1 , ••• transport ando las 
l, 2, 3, ••• obtenidas en la !igura 265 ~· C9n centro e1l P¡ se 
proy.ctaJi l', 2 1

1 3' ••• en l'a, 2& 1 , 3á ••• sobre :Ml Ta. A. la ia­
~uierda o derecha de cada llllO de estos puntos, oegÚn sea el A ar 
elegido, ee lleTa.n las protund1dadee da cada Vltrtice del polígono 
obtenidas de la !igu.ra 265a. Loa :puntoa en que laa rectas formadas 
por a' , b' o' 1 • • • y · A ar son cortadas por larr: que unen P¡ con 
l'a• 2'a• 3'a• ••• , deterainan respeetivam.ente loe vértices A'a• 
ª'•• e·., ... del :polígono ampliado. 

En la (!ig. 266) ae ha efectuado la ampl1ao1Ón de la ~erspeo­
~1 Ta, no dibuJada, que en el cuadro pequeBo LT HH obtendríamos me­
iiante el em;leo de rectas doainsntee y su reepeotiTo punto medidor , 
aegÚn ee ex~licó para la figura 255. 

El centro de ampliaci611 ea el puz¡ to de fUBa l 'l de las domi­
nantes, por lo que lae trazas ampliadas l'a E 6 1 g, 2'a e ~ 1 a y 
~ '~ li 5'-a . sobre La Ta s on lae proyecciones 'sobre esta líneg de laa 
trazas l 1 = 6 , 2' = 3' 1 4-' ;¡ 5' rea pe e ti va.mente, que se han tran§_ 
por1ado de la L ~ de la figura 266 a. 

EZl cuanto a las pro!Ulldidadee, no hay qu& hac~r 8lll.~11ac1Ón a.1-
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gi;w~ p¡,161' 19<1 íid~~JO. la;s \'ttUl tia ltil fi~C'l ort~l Q,.tl0 CQr~~,?#di.tntiül 
cl. cuadro ¡ .-a quof10, 7&1 q_us oe ~Usri~ 11Jobre Im fll il ' q_u.a ool"l":le­
ponde taahi'n al cuadro p~quetkl. En dsoir que ¡;$ra ~ D• 6 , m~ 

H F.' P. 4 

,.D __ ...... c 

p 

~J 
F' 4~•s;,, e' b' 74 ~-.5~ 

b) 
J'ig. 266 

lle Ta a la izqui.erda de 4 'a el •epento 4 'a d' ipal. a la pro­
f\mdida~ 4D, obtenién4o•e ae! el punto d' que w:iidQ .eon •'1 · 4a JA 
recta cuya 1.?lterseoción oo~ F'¡ 4'a peraite !1Jar el D'a buaoa­
do. Eata conetruoci6n se repite para loe reatantee punto• 4tl po­
lígono. 



Capítulo 14 

Representación de Cuerpos apoyados en el Geometral 

120.-~ @ altura..- La poe1c1Óll de pUl'ltoa que eedn fu&­
ra del ,;•oaatral ae 11.ar9e.n aobre perpandicula.res a eote plsmc, 
lw.;; ui.ta..liia ~!.o:e:: ;~!" ¡j!~ l~!!! !•1'9~e'lei. O!l•H de loe punto a. 

S•& (fig. 267) el ~to J. 7 r.i pro1•coión J.1 so~l"\11 el geome­
tral . :B1 eiguiente il¡t . que H Tertio&l "r -.!de la al'tura del l"l!l 
to ! , tiene por ia&ge1l la reoia J.' .i. 'l perpendicular a la I1f por 
aer .i:cteneoc1Ón con el ouadro del pluo datinido por P 1 il1qu• 
a au ves H noai.nal al geomeVal. 

H 

,,,-" 
A ,,,,,,, 

.. ---.,:.."' 'Y" 
hl ----

1 T 
/ 

1 / 
1 / 

A.I / 

--~ r.; -~-
L 

11g. 267 

Loa panwa A' 1 A'1 ee encuentran sobre las iaá&enes r' y r' 
de laa reotaa ~aralelaa r 7 r¡ de dirección arbitraria, que ~ro-1 
1ectut el segacmto J.A¡ •obre el cuadro. 
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Es decir que para marcar Je "ltu1·:a h (fJg,?.GS) del pu.nto cuy¡; J•rOyf'c 

c16n e9 A'l• debe proyectorGc ést~ uobrc el cuadro en Al o por ~edio de -

una rcc:t11. cualqu.1era r] <\el geometr-.i.l <!UO p!l~e por él. LP.vant:indo Por .l] 
. o 

una vertical y midiendo sobre ellta. la ultura h l'le tiene el. l>t•nto Ac. I&. p& 

re lela Ao r• 1 , nos da sobre lu vert.lcal por A 1 1 " el punto A• tusr.ado. la 1.~c 

H 

;J8' 9----''~I(' A' "" / ., ' 

,a i;J"" ------- "~' ..... ~ / . ''4 '1 
/ \ 

1 / \ 1 

h 1 1 // \ 1 
1 \ 1 
1 T.' ,· \ 1 
1 y \ 1 
1 / ,, 

L T 

tn Ao F' 1 marca alturas it;Uales.a h, . para cufilquier otro punto cuya i:roye~ 

' c1ón esté sobre la recta r 1 , pues como es fácil advertir i;e tr~u Je sc,t 

mcr1tos parale'los co1:1prcndidos entre Pllralela11, 

Pare puntoD con igual profundiuad con respecto al cuadro, es dc~ir 

ubicados en planos frentales, las alturae iguJles tienen iltoittnes 1guales; 

así lo del punto K es igual a la del E~ 

Desde luego que si la dirección de proyección de la verUcul AA¡ (f'i6 

267) ea normal al C\.L3dro, lee imágenes de lao rectos parnlelas que ps.:.:.ln 

por A y >..1 son concurrentes. en P1 • 

121. Esc11la11 .!!!. altura!!. Cuando 8 e deben tomar eltura!l sobre v:iriOl! 

puntos, e efecto:i de evitar la repet1ci.ón de la conotrucci611 indicada e·· 

el p11ráer11fo anterior para cada uno de Jos puntoo, oe proyl·c.1.if1, 'frtoo (fig .. 

:>69) puralelamcnte a la líneo. de tiern1 sobre ~n plarlo· v~rtical cual1uie?":) 

cuya traza t r por estar sobre el cuadro potlemoe t;reduar ml:tr1cu111ente. Etta 

Neta en la que 111edimoe las al turas en verdadera magn1 tud connti tuyc 13 t:!•­

cala de alt11raa, 
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La 12:1tereecció11 de ese plano ~ con el geoaetral ea la recta 
de altura cero cuyo pw:ito de fu«a ll&ILUloa 1'1J éste unido con loa 
puntos de cota 1, 2, 3, ••• , de la escala de alturas permite dibu-
jfJ laa imáse11es de las horizont.;_¡ee sucee1Yae del pl&11o. 

A' 
H H 

Fara marcar un pu:cto A• del cual se conoce su altura y proyec 
o16n A'¡ sobre el geometral se proyecta éste ~aralelamente al cua: 
dro sobre la recta de altura cero en a¡, cuya vertical corta en a 
•la línea -~'1 X, dada por el ¡;uíito X de la escala de alturas. -..a 
aagnitud 01 es la altura dato de A, cuya imagen A' queda 1~etermi­
n0aal4a lleT8.lldo por a una paralela al cuadro hasta cortar la ve.:Mi-

pbr A•¡. 

Si ee trata de figuras ampl:i.adas y se q_uiere marcar sobre el 
pmto ampliado R'¡ (Fig. 270) una altura prefi;!ada, ee lleva este. 
•obre la escala de alturas e11 el cuadro peQ.Ueño en OX cuyos e:xtre­
aoa O 7 I ee proyectan deeae .1•1 • Por R11 se dibuja la ~aralela 
a La !a hasta r, , cuya vertical encuentre. en r a la r•1 X. 
Por r ee traza nue"Yuaente una paralela al cus.dro hasta encontrar 
Ul I' a la "Yert1cal por R'¡• 

,, ,, 
"L a. 
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R' ·----------!''( 
/'1 

1 

" u 1 

~ 
L 

., 

. Fig. 270 

' 
Ía,' 

122.- Como ejercicio de aplicación en la (fig. 271) ee ha di· 
bujado la perspectiva a11pli~da de un oon:anto de paralelep:Ípedoa, 
que p.ieden constituir los lineamientos genera.lea do un edificio~ 

La uage» de su pl_&XJta, polÍgono A'B'C\ae ha obtenido sillf.1e& 
do los ia111111oe pasoo ~ue los indicados :psra la figU.ra 265. . 

Para detel'lllinar loe puntos en elención, ae marc8ll sn 16 eso.i 
la de alturas, cuya horizontal de cota cero o linea baee ee la 
1'2º• los ~tos h¡, h2 Y h3 , que ~orresponden a laa alturas a ae­
dir segÚn se indica en la pro¡ecci.on vertical de l& figura 271 a. 
wego, para encontrar un punto cua.lq_uien, el K'i por e;jemplo, ee 
pro1ecta iaralelamente a La Ta el K 1 del geometral haeta encontrar 
a F1 20 en k, cuya vertieal corta a la horizontal 1''2h3 en kil la 
ps.ralel a al cuadro por este punto corta a la verticai por K' eD 1 11· 

ConViene observar que el empleo del funto F'ia• si este cae 
de11tro del dibu;jo, eilllplifica las conetr11ociones tanto para la 4e­
terminaci6n de . puntoa del geozetral como para loa que se hallan :tu,1 
ra de Ól. La su.oJanr.a de centro P¡ permi'h ubicar el pu.nto 4• tv.(IA 
aapliado de lae dominante• F'lat pro7echndo desde eae centro P1 
el f de LT sobre La Ta en fl 1 por áate 1a paralela a 1 11! ha ... 
ta encontrar a HH~ 

123.-Perspectiva del cubo.- En la(t1g.272} , ae representa la 
¡,ers pectiva de un oubo del que se ooncoe la. im&BElll >.':6' de uno oe 
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J\ <J 
I 

1 ¡I 
1 \ I I: 
1 ' \ 

I 
.... I 
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__ , 

I\ 

' 1 ~ 
/ I \ 

' \ ~ t\ , I \ 

' 
\ 

eue lados . Completan ios datos el cuadl'o IlfHH y la ubicacl.Ón del 
obso:rgador con los puntos P1 1 ~ • :ln. ~to de fu.ga 1'¡ del lado 
JJl r~ su.lt e. de prol onge.r ,su llw.giim hasta ·el horizonte. 

11 

L 

(~-----IT ,, ........... 
, 1 , ...... , ...... 

I¡ t ,...._ '-

¡'1 1 \ ' ', ' 
/ I 1 \ ', '\ 

I / 1 \ ' '\ 
i' I 1 ' ', / r : , , 

/ 1 \ 

I l \ 
I 1 \ 

I l \ 
I 1 \ 

, I 'R , .,,, 
l "4 

~ , ....... 
' .... ' ...... ' .... ' ..... 

I \ R 

L 

lig. 272 

L 

' ' 

\ 

H 

G: -- ~ -,--
1 
t 
1 
1 

' 1 L 
1 
1 
1 
1 
1 

........... le. 

Si abat1.lllos el pmto de Vista en (F), sienclo P1 (P} • ?1 A ' 
y trazamos por este punto (P) une. perpendicular a r• 1 (P) obten.­
mos el F'2 punto de fuga de laa r~ctae normales a la airecci6n A!, 
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por lo qu0 podamoa d:ibuj,ii..\~ lu;s 1r.:;ágen~s da le (ii:Naoi6n úe la6 ~ 
!01o1 il: y .l3C uni e::.:.do F ' 2'· Q.001 A' ;r .fl 1 :t>e&pecti Val:lan te. 

e P.be:. t i.nú.en-co de (P), 7a S$a con oentro en 1'1 o F' 2• nos 
pr opor,2on5 loe medidores ~'¡ 1 M'2 d& es~ doa direcciones orto­
~o n al~ s de lo e l ad os del cuadrado base del cubo. 

~~ ~roycooi6n de A' B' dea óe H'1 sobre. LT nos da su longitud l . 
ge te eegmen-c o llevado a partir de R, pro7ección da B' sobre LT des 
Je el ~edidor Hz, marca en su oxtremo el punto s, el que proyecta: 
10 nu ~Va.lllente desde K12 permite fijar aobre r·~ · el punte e•. 
Jnido e ate ¡,1Ulto e' oon l"¡' y cortando con 1''2.t •. obtenemos D' 1 
;..·or e:nJ e le 1.Iiiage::i de l cm.adrado base. 

Le cara A1B,c,DJ del cubo ee cor.sigue midienO. o la longitud 1 
sobre las arl s tea normales al. ge01Detral que p&aan :¡;or ceda uno de 
eaoe pwitoa; es decir aplicamos lae construociones relativas a la 
det6r'm.inación \'!~ ·w~ ~ os en elevación. 

Para ello vro~e '-'ta.m.os, por ejemplo, el C' desde un ¡iunt6 cual­
quien del bon :t.onte (t\le puede ser el F 'l t sobre LT en C0 ; sobre su 
perpendicular mediinos la Jllagni tud 1 y unimos su extremo e,... con r• 1 
!-\asta cortar a la perpendicular al geometral por C' en el runto C' 1 · 

Conocido este punto~ mediante paralelas fugantes en F1 1 Y F' 2 
determinamos la imagen A'1B 1

1 c• 1 D'¡ OOlllO "'ª:fácil deducir de la. 
~igu.ra. 

12+.- Cilindro ~ rotación.- En la(fig. 273) como aplicaci6n 
d &l trazado de la imagen de un cilindro de rotación a~oyado por su 
base en un planc Tertical no paralelo al cuadro de recta de fuga 
+·~ , se ha constnúdo la perspectiva de una abertura en u.n 11IUro. 

Se dan ca:io datos sobre el horizonte, el punto principal P:i, 
e l de distancia D.. , la :proyección A1¡ E 1¡ del diámetro ho:r.izo:n­
tal de la base del semi-cilindro (ancho de la abertura) ~A' altura 
J el punte de arrallque del arco. 

1-'rolongando A'¡ E 1 1 obtenemos sobre el horizonte el F'¡· El 
'P unte de tU&a de las norme.lee a esta d1recci6n es el F 1 2 que obte ­
t DIO& abatiendo F en (P) ¡ trazando por este una perpendicular a 
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P' (P) hasta corta1· _el horizo.\'.ita. He;d.iante ü conocido abati•itie!J. 
t o} de (P) halllJ.X~OS loe p>.i.nto~ medidoree ~ 1 1 Y U'z· 

Ls proy~cci Ó~ de A' d oad~ F 11 define el punto ] ' sob r e l a ver 
tice.1 por :E;l · Por el punto común de ls.a die.eo:oe.le s del cuaC.river 
ti ce A1 P.'1 B'~ B' dib·,¡ jamos una ve rtical y obtenemos en au encuo!::_ 
t~o con el di e.me tro A' B' la imagen 0 1 del centro de la circur.fere~ 
cia , cuye pro;vecci6n eobre el geometra.1 ea 0 11· 

Trac0111oa por A1

1 la recta frental f 1 y proyectemos deade M' l 

I 
I 

I 

F.'! r· 
1 

~ 

\"~ , ...... 
\ ' 
\ ' 
\ 
\ 
\ 
\ 

11g. 273 

1 

1 

I· 
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ei !-1\l.nto o•, marcando as! el 0 0 • El seg¡nento A• 1 0 0 es el valor 
ée) radio de la circunf erencia medido en un ylano frental, es decir 
para l elo al cuadre, magn1 tud que tral:leport8llloa a A' R' a obre l a ver 
:i cal :¡_.or .A '1 que está en ese mismo plano fren t al. le recta .F 1 1 R' 
cet~ .r....i ca sobre la vert ical }-Or 0 1 el :punto C' de la elilJSe imagen 
y eu tang ente. 

La s tan~en~e s en A' ,B ' 1 C; aeterminan el cuadril át ero A'n'3 :~ 
coz, el :¡_ue se completa l a per s;pect1 va de la semi circ\Ul!er encia por 
el método de les ocho puntos tal como se puede observar en la f igu­
ra . 

Siendo el eJe y generatrices del cilindro ier~endiculares al 
plan o de l a base, sua im_áBene.e concurrirán al ,;:unto de fuga 1'2 • EJ 
ancho del n:uro, que medido sobre la frental F• •s A'¡ J.o, permite 
f ijar l a proyección o) del cex:tro 0 1 2 de la base J.oeterior, por lo 
que este Úl timo ~unto resulta seguidamente unie~do 0 1 con F1 2 y 
cortandc co:c la vertical }.lar 0 1 3. Las .oonstrucciones indicadas cln·· 
ramen~e en la figura iluatraD sobre el trazado del nuevo arco de 
e l i :pee. 

Capítulo 15 

_Construcciones Auxiliares 

'· 

125.- Divis16n de un upentc de [!Cta.- :Para dirtdir WI aesrne~ 
to de imagen conocida en ~ partea iguales, •e lo proyecta sobre una 
trental cualquiera desde UJl }A.Ulto arbitr~o del horizonte y 1Ue8(> 
ee unen con este ¡lunto lo• que d1V1.den aetricaaente en partea igua­
les a esa trental. Batas fro7ecta11tu al cortar a la recta imagen d1 
da determinan los p¡ntoa de división buscados. 

En efecto, pare el caso de la figura 274 e.n que se ha obtenido 
el punto medio del segmento A'B', lae rectas que pro7ectaD desde Q' 
los puntos A', 11 ' 0 y ll 1

0 de la frental !' e1e11do A'll'o • lll'o B'o• 

H q' ¡:_' ,. H 

/~1 ,,,.,,,""' 
/ I 1 r',..,,,..,,.. 

// / \s' _,..,,,.. 
/

/ / , / / I 
I I 

// H' I ¡ f1if i i 13 

/ -1:-1:.---
/ I \ A 'l'loBo 

I / / \ A / I . ____ ..,. ____ __¡ ___ _ 
M' 8' f' e' no o roe 

r 

1ig. 274 

son imágenes de rectas paralelas. Por consiguiente al ser cortadas 
11or las trans'Yereales f' y r' ae obtienen las im~genee de segmentoe 
proporcionales y el M1 aerá la imagen del punto medio de A'B' ya que 
v•o io ea del segmento A1B1

0 • 

Observación.- Las puntualea r ' y f' son proyectivas pues son eeocio­
nea de un miam.o haz de rectas. Son corres~ondientes en esta proye~ 
UV1.dad el A' que ea unido, )(• ¡ M1

0 , 'By 13 10, P''r- y l"'oaa, El ooe, 
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jugado armdnioo de 1' 0 001 IW1to !apropio 4• f', reepecto 4e .l' 1 
E• 0 es el ll'c ¡;unto medio del eepento .l'B'oi eu oorreepondiente 
I! 1 sobre f"' es el conjugado amónico de :r•r , pwito de :fqa de 1"' , 
reepecto dé A,· 1 13'. 

·.te eácala naturfil. que reaul ta de repetir euoea:I.. V8Jllente eo;t>re 
t• e epentos iguales a A'K' origina al eer ¡ro7ectada eobre r una 
escala llaaada ant6nioa. , 

126;;• !ti la (!is. 275) ee ha 41T.1U4o el il en eegaentoe pro­
porcional•• a,a1 n y l. Sobre la frutal por A' se marcan tres ••B-

H 

A'/ 
/ 

I 

"' 

Q' 
/lf \ 

/ 11 \ 
/ I f \ 8' 

/ I 1 \ 
/ 1.J¡ 

/ /fV. 
// tJ' I 

/ ' ,.., 

lf L 

F' ,. 

--f' 

H 

aentos pro¡,orcionales a las me.gn1 tudas dadas obteniéndose loa pin­

tos llo, lo 1 Bo. Uniendo 130 con B' determinamos sobre HH el punto 
Q' desde el cual ~royectamoe llo 1 lo. Las rectas Q1 Mo y Q'No dan 
res pee U vamente sobre f' ' loa. punto a 1 • y ft'. 

lZ1 .- Trazar 1•cir puJltoe dados ¡.aralelas a .una recte. cuyo pun­
to de fU&a ea inaccesible.-

Si se trata (!10 • 276) de dibuJar ¡,or .l' una recta }laralela 
a la •' dada, es decir concurrente a su ¡.unto de tu,ga P'm inacce­
sible, ee construyen dos triángu.loa semejantes cuyo centro de se­
mejanza es dicho l"UDto 1''11 • 
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la l a :figuro. se tran11 ~~te dOtil r•etu ;peralela.s cua"'.' 
lo11c¡úicn E' C' y .Bo Co f!leO&nt H "' mi 1 11 1 deide.s. Uil.iedo B' '1 C' 

H C' ,., c. H 
\ ........ 

~ ' ..... 
e /A' 
\ I 

' / 
I 

:P1g. 276 

con .11 1 dibujando le.a ¡.ar&lelae por .Bo 7 Co .. obten•oti el pmto •o; 
tin&lmente ' • te ~ro7ectado d•c4e .le proporoiona. la .rlcta bu.acada. 

. ~ 

ll tra&&do de. la . paralela por U?1 pgnto .1 a una rec~ • piede 
taabieri raaol~arae aaí: ee const~e (ti¡. ZT7 e) el triansuJ.o Al 
B¡O¡ WlO de C\1708 la4o• •• •• ll ABO ooncraate 00!1 el antertor, 
por tn•l .. ci6n ea l.& 41.recció.n arbitraria üt pond. te 41buJar tl 
~.Oo .lC ttue H paralelo a a . . . 

• la (!1¡. m b) el pwito •• .l' 7 l.& s..apn 4e la reob .., 

H F' H 

, ~) · 
ri..211 

a• cu,o JWl'º ch tuca r•a •• ineooedbl• .- Fan unir .. ,. pilllltO. óoD 
.l' la reota .l'A'¡ 1 por ••to• dot puntoa laa pill'al.alae arbitrar! .. 
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1 l al . a A'&'1 F'•' y F'A'¡ cuyas intersecciones oon una ~ara e a cu quiera ~ 
dan los pUl'ltos B•11 E'. La recta B11 C11 fiJa sobre m' el 

e 'l 1 su paralela :B •e• detel'lll.ina con la C'¡ r: el punto e• .O~i•!l. 
do A' oon C' obtenaaos la paralela en perspeo~iva a la recta m. 

Cuando las ~aralelas deb&Jl dibujarse por varios pwitoa A', A' 1 , 
A' 2, ••• , alineados sobre una recta p, se repite la constr11cción 
habiéndose procedido en la (!ig. 278) de la siguiente manera:desde 

A' 
.Fig. 278 

F • cualquiera ae proyectan loa puntos dados y se corta el haz reaj 
tante con la q paralela a la recta p. La proyeoc16n de ll' :¡iare.le­
lamen te al horizonte marca sobre a 1 el pun'llO C' por el cual• dibuja­
mos lar tambien paralela a p. Las proyecciones de J3', B'¡, 1''2, ... 
de q sobre la r fijan los punto a C' , C' l r C 1 2• ••• , que unidos con 
A', A11 , A'2••·•• ree?eotiYamente permiten trazar las paralelas en 
perspectiva. 

128.- Método de las IDÚ1e,- Para trazar rectas que paseD por 
un punto de fuga inaccesible ?1•4• t811lb1en emplearse el .método de 
las guías que se baea en la. ~roporcional14ad entre· segmentos de re~ 
ias paralelas cortadas por .un ~ar de trazurYersal••· 

Se conocen (fig. 279) el .hor1zon'te 7 la m' que se oortan on 
F'm• Sean a y b dos rectas paralelas, por lo general vertioalee 
y diapuestae a ambos lados del dibúJo. Dividaaoe un1!o1'9.e•e»te en 
el mi SIDO número de partes los segmentos que el horizonte Y m t de-
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te rm:J.nao s obre cada uzm 'l~ s éllsG, Raaultan· ad aobr~ a y b do a 
escalas do nde las rectas qu2 ~nen pui1to s oorreepondient ~s (de igu&l 
división) pasan . por F 1~. • 

Q, b 
T 

H • H 

s &' 

• ---
! 

Pig. 279 

Eataa reglas graduadas l la.cadas escalas de :fu&a de l'm 0 sim­
J>lemente "gu.Ías" pal"lll.i tan trazar :por loo puntos A', B', ••• , reot.ae 
con~~rr~ntee en F'm• con solo aplicar 'J.lla regla por cada uno de ellos 
de manera que marc¡_ue eI1 laa guias puntos de 1BUal divisi6n. 

129.- Reila Y.' o tr1rregl1 • .:. fil trazado de rectae oonourren'ha 
~ un pun to inaccesibl e pu~de ~olucionarse :madiante el empleo de \Ul 

simple aparato f ormado por trea roglae cuyoa bordas ~asan por un Piiii 
to ~red~dor del cual puedan girar toaas

1
aunque os posible fijarlas 

en el en una .. posición cualquier a apretando un tornillo (!ig. 280} • 

El principio en que s e basa el uso de ~sta regla, tam.b1éI2 lla­
mada de conver5enc1a, es el ai8\).1entet ei X, Y 1 7 1m son tres pinto• 
tijoa y O se desplaza sobre la eirounterenoia que :i-•a por loa pri.­
meros, loa ángulos ti( y )' no nríim Piles siguen siendo ánsuloa 1ne­
cr1ptoa en la .m:isma cirounferonoia que subtienden la aiaa ouer4a. 
Por lo tanto, ei dos de l os braso~ a ¡ b de la trirre¡la pe.11axi 

siempre por X ·e Y, la prolonsaoión del teroer brazo o oonourr:l­
ñ siempre en 1" 11 para cualquier po8ici6n de la tri.rregla • . 

' ' \ , 
\ 
. \ ' 

-,~F ... . - I . 
J 
/ " 

/ 
/ 
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El problema consiste en determinar los ángulos a y p que d 
1 11 formar los brazos, dados el horizonte y la recta m' concurrente 

F~ inaccesible y los puntos fijos X e Y. 11 

Sin embargo prácticamente es más cómodo usar la trirr q l 
determinando el punto fijo Y para una posición del x que se ellcJ 
arbitrariamente y para ángulos a y p, también cualesquiera y que pued 

11 ser iguales o diferentes. 

En consecuencia, el modo de operar con la trirregla siendu 
datos el horizonte HH y la recta m', es el siguiente: se aplica 1 
brazo o de la regla sobre HH, se clava un alfiler en x junto al b r Z<• 
a Y se traza la recta OY . Luego se aplica el mismo brazo o sobre m' 
haciendo que el brazo a apoye sobre el alfiler X y se traz~ la r ec 1 

01Y. La intersección de OY y 01Y es el punto fijo Y donde se clava 
segundo alfiler. 

Moviendo ahora la trirregla de modo que los brazos apoyen siempt 
en X e Y, el brazo c trazará rectas que pasan por el punto F'm· 

130. - Escalas divergentes. (Escalas proyectivas) . - Es f r 
cuente en Perspectiva tener que marcar sobre la imagen de una rec 

1 subdivisiones que se tienen en otra escala. · 
· ·. El procedimiento de las escalas divergentes que se emplea par 

ello se basa en que una recta y su imagen perspectiva son forma . 
proy~ctivas, es de~ir.se puede pasar de .una a otra por proyecciones y 
secc1~nens. Esta propiedad, que se cumple también para otras posicione 
del mismo segmento.. queda establecida cuando se hacen corresponder 
tres pares de puntos de cada una de las rectas. · 

Sea (figura 281) la recta AB cuya imagen suponemos sea la 

· o 

1 --A; ..J---
,.-V' 1~ 

1 _ .... --

"-~ 

figura 281 -
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A1 B1
• Sa d&alla: divl.d:i.r ~ah Últiiw s eéj;,,;ia;:lto seg'Ún u.nn dirta1Ón quo 

se oonoc0 en 6scala natural ~n .AB eon 100 puntoa 1,2,) y 4, siendo 
adülllás ~ su punto JSs dio . 

.Oatemins.ndo sn A.'13' la im.agen lt' de esa punto medio oa ü, 
queda definida por la corrt1aponde.tioia ontr~ las ternaa (AXB) 1 
(A'K'B') una pro¡ectividad cuya constrnooion per.mite J)a3ar do lo; 
~tos de una de las reotae a loa puntos de la otra. 

~sre Gklo ee proyectan ~oe puntoe ae Aíj aGsae otro axtel"l.or u 
cual qui era obtaniéndoae un haz de rsctae°{ escala 4ivergento) ." So-'­
bn una tira de papel se maroan loe pu¡¡t,oa A' ,1i' y .B', le. (\Ue oe 
lleva sobre ol haz Gn la ¡;oeioi&n ~ , haciendo oo1ncidir eeoe tru 
puntos con loe rayoa a, m y b respectivamente. Maro~do subd1via1~ 
nea en la. tir a e.n corresponde~cia con lo~ restantes ray~e del has 
y llavé.ndvla ;:.¡¡a-.am;)nte o.n .i 'B 1 ee ten&rB.!1 e obre esta lo!C' !'1..."lto~. 
l' 2', 3' y 4' buscados . 

..&.náloga.mente ee propede para subdividir el segmento A11 E'1 
ubicado ~uera del geometral¡ la recta t marca la ~osición de la 
tira de papal para este caso. 

131.- Como ejemplo de aplicación en figura 2e2 se ha repressn­
tado la yerspec~iva de un encuentro de oorni~as rectas. 

Sea un edificio cuyas liaeas dominantes fUé:an en. los pu:nt¡oe 
1' 1

1 y :P ' 2 • Entre 'las líneas 111 7 n dabe a}Jlicarse una corni se. . cu'yo 
perfil (tig. 282 b) se tien• en una eeoala cualquiera. 

Co~o ea fácil advertir de la fiaura, el trazado de la imag$n 
del perfil de la cornisa en las ¡,oe1c1onea arbi trariae I Y lI ¡,er­
m1 te dibujár mediante las !ugantee en 1'1 7 1 1 2 la perspectiva dt 
la cornisa en cada una de las paredes y tambien llU encuentro en 
la esouina. ' 

?ara el trazado del perfil I, que está en un plano perpendiou­
la~ a la dominante 1• 2 , se intercalan en el segmento ab loe ~unt~e 
p 'q y r y ·en el be los e,t . y u mediamte el Clllpleo de eeoalae d -
v;rgentea que dibujamos en el perfil de la figura 282 b. . 

~ b en su interaeoción Las rectas que unen 1 1 1 oon a, p, ~' • Y 
con las verticales que ~a.san respectivamente por c, u, t, e Y • nu~ 
vamente, determinan los JJlllltos de la perspectiva del perfil. I · . 

El cuadrilátero a b e d que uniera este perfil se dibuja !1-
jando arbitrariamente la vertical ab. El · anoh~ be que corresponde 
a esta posici6n de la cornie~ y cuya 1·royeooion ?Obre el geometral 
Etf! bi c1 se determina midiendo sobre la !rent&l por bl el segm&!! 
to b c de longitud igual al ancho AY de la cornisa (!ig. 282 b) 
que ;ro;,rcionalmente resulta l;ara la altura AX= ab; giáfioamente 
e.a XY paralela ·a BD. Simultáneamente oon el ancho be se ha :!ijaclo 
su punto medio t levantando ln vertical por t1. 

De idén tica manera se detenaina la ~erspeotiTa del perr1¡ II. 
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La inhraeoo~ón de las hor1%ontalea, 98 decir de las fu.gantes 
ell P'i y 7'2• que pea&:l por los puntou de•oa~ uno de los perfiles 
antes hallados, 4et•l'l1Ú.ne.n la esquina de la oornia& tal coao pue­
de veno en la figura. 

132.- :r.tét940 4t lp. 9U1dr!,W:.sv Otlando en una perspectiva ae 
debe representar la illagen da una lÍJl•a curYa irreguJ.ar, se deter­
minan las 1-má&e.nea di.! varios de eus ,t.'Untos an número suficiente 
pus pode?' trazar una línea oontínua que represente con la mayor e­
~..eoti tud ~osiblg la perspectiva· deseada. 

Bate proced1111.iento que acabamos da indica1 es de une. eJec\¡,ci6ll 
muy laborioisa cuando se tie.ne que determinar las :1.Ú¡eneG de Wl 
número muy grande de pun~oa, tal oomo acontece en la perspectiva de 
jsrdi.cea, parques, 118..Pll8 geográficos, eto. 

En $ato~ casos se utiliza eon ventaja el método de la ouad:r:C­
oula, que consiste on diVidir el diln!.Jo original mediante un ouadq 
culado (fig. 283 a) oeye. pei-apecth'a bAlcJ.uoe en la figura 283 i> ·ut! 
üzf.Uldo por ejemplo mtalquiera de V C 
loa proced1.lll1entoe indicadoe pre- & · 
aedentem.ente para la división de 

Laa líneas de la cuadricula 
que aeí ae obtiene serán líneas 
de gu.ía o de ref erenoia para el 
trazado, a ojo, de la Jierspectiva 
de la figur~ dada. 
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Apéndice 

Sistema de Proyección Diédrica (Monge) 
Problemas de Posición 

133. - En l o que s ir,ue se trata de complementar algunos tenas 

<:stud i ado s t•n el Capít 11lo ll. Así, en las fij!ura s 4b, 77 y 80 del mi ~ 

mo, se puede observar que Ja rcsnluci6n de los pToblemas es indepen -
diente de 13 pos i c i ón de la linea de tierra . 

A continuac i ón ·\•erema.s ·que es pos i ble teniendo un dibujo sin 

línea de tierra, i ntroducir esta -lfnea y con ello fijar la distancia 

de un punto a los planos coordenados ele¡¡idos convenci onalrnente. 

En la fig. 284 se han reptesentado. con referencia al diedro Jr
1 i\ 2 , las proyecciones A' y A" de un punto A de un cuerpo . Si se tr~s 

lada el diedro, manteniendo el paralelismo de las caras, a la posición 

ji- 1 fL. 2 resultarán . para el punto A las nue\'as proyecciones A' y F'. 

L 

l-

1 

1 

1 

¡A 
1 

Puede observarse que tanto 

la icno¡¡raf!a (planta ) éo1110 
.la ortografía (vista) .de un 

cuerpo luego de la_ trasla -

ci6n de los planos de refe­

rencia resultarán congruen­

tes con las an~eriores va -

riando solamente la distan-

cia relativa entre ambas 

proyecciones. 

1 L,.._._._/,.._.....__, 
Llamando d 1 y dz a l _os des -

plaza~ientcs de lo-s planos 

coordenados, la variación 

t--- ---- -y1'f.-,.. 
A'b- - -

. . \' ~ 

de la di~tancia · entre la iE_ 

nografía y ortograffa del 

punto A resulta ser: 

da 
fic1ura 284 

• 1 

A'A" - A'A" (A'A0 + AoA") - (A'~ + Aoi[') = 

{d2 + A'Ao + AoA") - (A't, + d1 + AoA") 

d2 - d1 
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Si los dt.>splazamicnto!' resultan i:er d 1 = d2 la traslaci6n con­

junt:i de los planos coordenados en fo .rma paralela. no sólo no modifj_ 

ca sus proyecciones, como ya se dijo ante~, sino que además mantiene 

in~ariable las distancias entre las mismas. 
Por lo tanto pueden representarse los objetos sin dibujar la 

l!nea ~e ti~rra dado que las proyecciones son independientes de la 

misma y cuando haya ne~esidad de utilizarla se la tr~zaiá en el lu -

gar qu~ resulte más conveniente, COlllO una perpendicular a las rectas 

de ,-inculación o enlace entre las proyecci.ones de un mismo punto Y la 

designaremos con la notaci6~ x 12 (intersecci6n de los plan·ok 1 Y 2 de 

refe>rencia ·1. 

2 

Kf-- ---~A 
l. 1 
1 . 1 
1 1 

Fig.285 

Dadas las proyecciones de un 

cuerpo, el corrimiento de la 

linea de tierra ·x 12 hacia a­

rriba o hacia abajo, corres 

ponde al traslado paralelo 

en el espacio (Fig. 285) del 

diedro 'X' .1 1t. z a wia nueva 

posición .;t- 1 ~2 de modo tal 

que la recta i 1r se .mantiene 

siempre sobre el plano bise~ 

tor del ángulo diedro a~a -

cen te al St 1 1t 2 que es común 

a ambas posiciónes. 

Al no aparecer en general. la 

la Hnea d~. tierra en las pro­

yecciones de un cuerpo y por consiguiente ·no quedar fi~a,dos en posi • 

ci6n los planos de referencia 1:" 1 y ~ 2 • tampoco se . poprln dibujar las 

tra:.as de un plano. ~~to suc~de habitualmente en l'as api-icaciones t~c­

nicas de la ¡¡eo111etria descriptiva, donde muy l:ara vez se de un plario 

por sus trazas. Ko obstante, como las construcc~o~es que se basan en 

su empleo resultan más. fáciles de entender ·que las · resultantes de los 

procedimientos generales que luey.o apl.icare-.os, las utiliz·aremos en 

cuanto sea necesario para aclarar desde el punto de vista ·· te6rico los 

proble111as que se resuélvan de aquí en lllis. 

Apéndice 265 

134. - PU~TOS Y RECTAS DF. UN PLANO 

:Recordemos que un plano queda determinado por dos rectas que 

st cortan. En la fiíl. 286a se ha reprrscntado el plano por sus trazas 

e( 
1 

y d. 2 , que son .dos rectas particulares del mis~o, concurrentes 

en vn µunto de la Hnca funda!'lental. En la fi;. 286h, el plano está 

dado por dos rectas a y b secantes en M y en la fig. 286c, por dos 

.Fig.286 

laJ (b) f cJ 

rectas a y b paralelas, es decir, concurrentes en ·on punto Mm 

Conocidas las ·condiciones de pertenencia de punto y recta y de 

recta con plano •. se ha representado en cada una de las figuras anteri~. 

res una ·recta c(c' ;~")del plano y sobre esta recta un punto P(P' ,P"), 

que por consiguiente le pertenece. 

En la fig. 287 se muestra un plano dado ~or tres Puntos en el 

que se inrlican una. refta horizontal h y una recta rre~tal r, con sus res­

pectivas .proye.cciones ._Las fig. 288a y 289a representan esas rectas 

cuando :el .Plano se da por .sus trazas y fig. 288b y 289b cuando ..é.l plano 

está dado por tre-s .. pµnt9s. 
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·. !'1 

Fig.287 

A• 

~B' 
1 

1 

1#\ 
c~B' 

{a) {b) (aJ (b) 

Fig.28& · . Ti¡.289 

La fig. 290a repre_senta µna recta de perfi 1 p (p' ,p") pertenecien 

te al plano rJ... (e( 1 • ~ z) • La recta " 3 es .la tr~~a de rÁ con el plano de -

tercera proyecci6n, el c.V(w 1,w 2), que es de perfil, es decir perpendi 

cular a J( 1 Y j(" 2 • La tercera proyeccí On de p es p 1 ' •. Tanto r.. como -
p'" ap 1 . . 3 arecen en a pos1c16n indic11.da luego de haber girado el plano \¡J 

illrededor de W 2. hasta superponerlo can ei.1\ 2 • Conocida la proyec ci ón 
H" de un punto ele la ""e t d H" · e a p, usan o ' se puede halla: la tt' sobre p ' 

(a) 

Pig.290 

A" 

B' 

{b) 
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,,' / I 1 I 1 
.; r 1 I 1 

/ I ¡ I _,, ... ~, . ./ 
___ ,,.,, ,. _... / 

/ 
/ ....... 

La fig. 290b representa ta~bién una recta de perfil cuando el 

plano está dado por "-CABC) . Eligiendo x 23 CO'JllO intersecci6n del plan~ 
de tercera proyei;:ci6n con 1( 2 , cuando se fijax, 2 co1110 . Hnea de tierra 

resultan J.. "'(A' " B'"C'") y p'" las nuevas proyecciones del plano 

y de la recta de perfil. Dada la proyecci6n M", siguiendo la figura,es 

Ucil ubicar H' sobre p'. 
Recordando que la recta de máxW!la pendiente de un plano con re­

laci6n al 1( 
1

, es perpendicular a su traza horizontal (fi~. 291) y que 

su proyecci6n icnof:ráfica es m'.l. i-. 1 , se han dibujado en la fig.292a 

5• 

(a) 

Pi¡.2C)l 
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las proyecciones 111' y m" de una recta de máxil'la pendiente del plano 

J.. _(fl..1, ot2>· 
Dado que tal'lhit!n es m:•l.. h', si el plano está dado por tres 

puntos (fir.. 292b), se djbuja en primer lu¡;ar una horizontal .h(h',h") 

cualqulera y iuego la rn•...L h'. Como la 11\ está en el .plano,/.. • su pr2_ 

yecci6n m' cortará a la h' en el punto 2', por lo que su ortografia 

rn" pasará por R" y por : 2". 

l35 - VISIBILIDAD PE LAS CARAS DE UN PLANO 

Un plano en posición cualquiera frente a un observador ub"i cado 

en el primer cuadrante, puede estar en raJT1pa o en pendiente según que 

su inclinación aparezca ascendente o descendente, respectivanente. En 

el primer caso, tanto se lo mire desde arriba como de frente se verá 

siempre la misl'la cara del plano y en la representaci6n ·de una figura 

plana situada en él, el sentido del recorrido de las letras es el mis 

mo para ambas proyecciones (fig. 293 a y b) 

: 1 
'B' 

A:~, Cl'' I ' . 1 

1 1 
. C' 

Fit;.293 

(b) 

Cuando el plRno·es~á en pendiente, en cada proyecci6n se observa 

una cara dtstinta del .. Pllino y el senti~o ele recorrido de las letras pa ­

ra ur.a fi~11ra · plana que le pertenece es diferente para una y otra pro -
recci6n (fip. 294 a y b) 
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Ác· A·~ 
1 

(b) 

136 - RECTAS Y PLANOS PARAJ.EJ.OS 

a) Trazar por un punto P(P' ,P") un plano paralelo a dos rectas 

a(a',a") y b(b',b") dadas (fir, . . 295). 

X 
El plano pedido que~a definido por 

las .rectas a 1 (a• 1 ,a" 1) y b 3 (b' 1 ,b" 1) 

que pasando por P(P' ,P") son para -

lelas a a(a' ,a") y b(b' ,b") respec­

tiva?iente. 

b) Trazar un plano que, pasando por 

una recta dada a(a' ,a") sea parale­

lo a otra recta b(b',b") dada(fi¡¡. 

296) 

El plano buscado est§ definido por 

dos rectas que se cortan: una de ! 

llas es la recta .. a(a',a") ~<ia y la 

otra es la b 1 (b 1

1 ,b 11

1) que se tra~a 

paralela a la b(b' ,b") dada, pasan­

do por un punto P(P'P") cualqui.era 

de a. 

l'ig. 296 
. .::;·· .. , 
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137. , INTERSECCTON DE PLAl\OS 

St>an dos planos J... ( i. 1 , J. 2) y 1 ( °6 1, ~ z), uno de los cuales 

es proyectante', C'n este caso el '6. Su recta de intersección i(j',i") 

tendrá ;ma ele sus dos proyecciones coincidente con la tra:.a del plano 

sobr C' el cual es proyectante. Asi, en la 

....... 1 • "' ' . 
·~~' 

"b~·· "4 '-~ 

{a) (b} 

fig, . 297a la i' cojncide con 

1
1 

pues el ~ es proyec ­

tante sobr.c t 1 ; mientras 

que en la fir,. 29 7b es la 

i" coincidente con t 2 ya 

que 'tes proyectante so -

bre 1t 2 • 

Cuando los planos no es -

"t!n dados por sus t ra z.as , 

fig. 298a, al cortar al 

plano d.. (A,B,C) con el '( 

proyectante vertical i' 

coincide con ~·. Dado que 

por estar i en el plano rJ. (ABC) corta a todas sus rectas, las proyec­

ciones l .",. 2" c\e 1' y· Z' respectiral'!ente, permiten dibujar i". 

(a) (b) (e) {d} 

Fig~298 

""En las fig. 298 b, e y d los planos proyectantes considerados 

son: proyectante sobre- 1( 2 , horizontal y frental respectivamente. 

C!•and0 los p 1 anos c-ansi c\erados son cualesquier¡,¡, recordemos que 

su intersección (fiJ!. 299) se determina utili zanclo un plano auxi1 ia-r '/ 
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cuyas rectas a y b comunes con los a y p dados, respectivamente, fijan 

- figura 299 -

la posición del punto R de la 

recta i. Repitiendo el procedi ­

miento con otro plano auxiliar, 

se halla otro punto, el s por lo 

que es i = RS. 

Dado que estos planos 

auxiliares son cualesquiera, por 

comodidad los elegimos proyec ­

tantes, por lo que sus intersec ­

ciones con cada uno de los dados 

es inmediata según se explicó en 

este mismo número. 

En la figura 300 se ha encontrado la intersección de los p lanos 

a (ABC) y p (MNPQ) _ Cortándolos con el proyectante horizontal y" qu 

hacemos pasar por B, se obtienen las intersecciones a y b, siendo 1 s 
proyecciones a" y b" coincidentes con y". La recta a es a"=B" .1" cuya 

icnografía es a'=B' . l' y la bes b" =2" . 3" , s i endo b'=2' - 3'; s u punto 

común es R' =a' b' estando R "· sobre y". Para obtener el punto S ( S ' . S ") 

que unido con R determina la recta i(i' .i") pedida, se ha tomado l 

proyectante o' vertical coincidente con la proyección A'B' d e Ab, 

siendo esta recta, por consiguiente, su intersección con a. Es decl r , 

se tiene AB(A'B' ,A"B") = ºc(c ' c") . La recta común a o y pes 4' .5' t ' 
coincidente en icnografia con c', cuyas ortografias dan 4" . 5" =d" . in 
punto común a c" y d" dan · s 11 de donde surge la S'. Los planos d1cl11 

se cortan por consiguiente según i=R.S, siendo i'=R' .S' e i" =R" .D" 

En la fiqura 301 se ha resuelto un problema similar, 

los planos dados a(ABC) y el P<MNP). 

11 11 r1i1 

Mediante el plano y" pasante por M se obtienen a y b • 1 

a"=l".2" y a'=l' .2'; b"=M".3" y b'=M' .3'. El punt,o. R(R 1 ",R 11
) 

común a y b. 

Para el punto S se tomó, como en el caso anterior, 1 1 11 I 111 

proyectante o coincidente con la proyección A'B' del l ado /\ ll, 1 

punto S(S',S") unido con R(R'R"), determina la recta i( i' , i '' ) 

Observación: Al elegir o' =A' B', este plano auxil 1 r 

uroyectante de la recta AB y el punto S hallado que 

i (ex Pl , es también el punto de intersección de la recta AB con 

p como se verá en el número que sigue. 
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' 
M'' 

Pi~.301 

1 
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p .. 

En cuanto a la visibilidad de los planos, es decir a la 'deter•! 

naci6n en cada proyección de las partes que quecian ocultas en un plano 

por la superposición con el otro ~- que comple:!lentan los dos ejemplos 

an~eriores. será 11\0tb·o de una ·explicación que se dará más adelante. 

138 - WTEP.SECCION DE RECTA Y PLAHO 

Como ya se ha visto, el ~unto I ~ intersección buscado (fig.302) 

Fig.302 

surge· de traiar por la recta dada a, él plano 

auxiliar O cualquiera, cuya recta ·i co1:1ún con 

el plano o<. dadc , peniite obtener sobre a el 
referi:c punto r. 
En la fig. 303, el plano auxi liar que conti! 

ne a la recta es su proyectante vertical, por 

10 que r' = 2. 
1 r CCJ:IC Í pertenece a 'tes 

i' • 't' · Como i también es d: ti... corta .a .;B Y 

AC. en puntos cuyas icncinfias son 1' )' Z' 
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respectivamente, los que dibujados en l" 

y 2" permiten hallar i". Esta recta corta 

a an en I" del . ~e resulta consiguiente ­

mente el I' , quedando as i resuelto el 
' 1, 

problema 

Si la recta dada es de perfil, 

figura 304, al tomar el plano y que la 

proyecta sobre 7t2 y"=A"B", la recta i de 

intersección con a(MNPQ) resulta también 

de perfil y es, i"=l".2", e i'=l' .2'. 

Mediante un plano de tercera proyección de 

traza x23 con referencia a 7t2 que fijamos 

dibujando la linea fundamental en x12, 

obtenemos a' ' ' e i' '' cuyo punto común I' ' ' 

es la tercera proyección de I, por lo que 

también se pueden dibujar I" e I' . 

• '!.,t 
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1l9 - YTSlBlLJDAD Pt RECTAS 

Cuando ,se representan dos rectas no coplanares, surge el pro­

blema de la visibilldad en cada una de las proyecciones. Sean dtis 

rectas t varillas) que se cru:an en el espacio. En la fig. 305 se dan 

su!' proyecciones a' ,a" y b' ,b"; además se han dibu .iado a"' }' b" '. 

En la icnografia, es decir en la planta, 111iraaos las dos vari -

llas desde arriba y las proyecciones de los puntos 1 y 2 de a Y b res· 

pectivamente, coinciden. Observando la ortografta, es decir la vista 

de frente, se ve que de los dos puntos el 1 es el más al to, por consi -

¡z.uiente al mirar desde arriba, en la icno¡:rafía veremos en primer tér ­

mino a la varilla a, por lo que a' es visible. La recta 11 (1 1

1,1" 1) 

marca la direcci6n de proyecci6n para la icno~rafia. 

Para la proyección orto~r~fica la visibilidad se resuelve en 

forma similar. Dado que sobre :rr 2 representa~os las varillas cuando las 

miramos de frente, de los puntos 3 )' 4, cuyas ortograf!ascoinciden en 

3" s 4", veremos en' primer término el más cercano al observador, es de­

cir, el más alejac\o d~ ~ 2. Come los alejamientós de Jt 2 s·~ miden en la 
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recta b; por lo tanto es visible la proyección b" de la varill 
La recta 12 (1 • l" ) . . a b. 2, 2 marca la dirección de proyecci'ó n para los 
puntos de la ortograf'ia; 

Con los puntos S' y 6 h d se a eterminado la visibilidad en la 
tercera proyección. 

1Jü - VlSIBlLIDAD DE RECTAS Y PLANOS 

La visibilidad de una recta con · respecto a un plano se resuel 
ve analizando su vi sibi li

0

dad con 1 · 6 · -re ac1 n · a rectas pertenec~~ntes al 
plano al que atraviesa. 

En la fig. 306 dado q l ue e punto 1 de AB está más alto que el 

3 de a(ver 
por debajo 

ortógraffas l" y 3") la proyección a' d • e a se encuentra 
de la A'~' de AB, por lo que a' es invisible hasta I', a 

partir del cual aparece nue\•ament e con trazo lleno, resultando · además 
según puede verse en la ortogra­
fía que el punto 4 está más alto 

que el 2. 
De. la proyección icnográfica se 

deduce que el punto S está más 
cerca del observador que el pun­
to 6, por lo ' ~ue en la ortogra­

~---:fi5~~~~-~~C" fia la proyección a" es visible 
hasta el punto !"; donde la rec­
ta a cruza el plano. 

Fig.306 

. 141 - VISIBILlDAD ENTRE PLANOS 

Surge de analizar la visibilidad de rectas de 
laci6n ª. rectas del otro plano. _µn . P~~no ,con re-

Así, en la íig. 

J.. f ABC) y ~ (M>JPQ) de 
dese omitido en figura 

! "';". 

307, resuelta la intersecci6n RS. de los planos 

acuerdo con lo estudiado precedente~ente, habi~n 

las construcciones pertinent.~s i - ~~ d~1;e~inaci6~ 

!1'H 
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cada proyecci6n de les seetores ~e un plano que qtwdan ocultos por 

Fig.307 

A' 
N' 

la superpos~ci6n con el otro plano se hace de acueTdo con el análisis 

que se indica a continu~ci6n. 
En la.icnografía, de los puntos l' y 2' en que se cruzan A'R' 

con M'N', resulta que el 2 de AR está mis alto que el· 1-de HN; luego 
A'R' es visible. ne idéntica foTma, con las segundas proyecciones 3" 
y 4", se ve que el punto 4 de CS, está por arTiba del 3 de MQ; luego 

C'S' es visible y el sector del plano~ limitado por A,R,S y C está 

en icnograHa por encima del plano ~· 
En la proyecci6n vertical, como el punto S de NP está por de· 

lante del 6 de SB, resulta invisible la ortograHa S"6". Con los p~ 
tos 7 )' 8 se deduce que R"8" es también invisible. Luego el se.ctor 
del plano el.. limitado por los pu.~tos R,S,6 y 8 tiene su segunda pro-

y~cci6n oculta por el plano . ~. 
142 - RECTAS Y PLANOS PERPENOICULARES 

Recordemos que las proyecciones de dos rectas perpendiculares 

no son perpendiculares, salvo el caso en que uno de los lados del i!?. 

gulo recto sea paralelo al plano de proyección, en cuyo caso el lado 
y ángulo recto aparecen en verdadera magnitud sobre dicho plano. Asi 
en las fig. 308 (b) y (d) por seT horizontal la recta ·AB, el ángulo 

real en A es 90°. Tambifn es recto el Angulo en A de la fig. 308 

pues la AB es frental. 
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C" a· C" 

A<l~ 
·e· 
~ A" y ~B" 

1r &' ~s· A 1 1 

a· t 1 1 1 

1 

A' I 'A' 
A'~ A'~a· "tz:v~ª· ~B' ~ , , 1 

e· C' . B' C' e· 
{b) {e} C' (a) (d) {e) 

Fi¡. ~08 

En cambio en las fig. 308 (a) y(e) las rectas en el espacio no 

son orto'1onales. 

Cuando se trata de rectas y planos perpendiculares, debe verifl 

car se en cada p lano. coordenado, el 1f 1 y el 1C 2 , que las proyecciones 

de las rectas sean normales a las trazas del plano y si estas faltan,a 

sus hori::ontales y frentales, · respectivamente, como se desprende de la 

fig. 309. En ésta se cumple que . n'.J.. K1 ; . n'..l h' y n"..l -<ii n"..l h". 

I'ig.309 
pertinentes. 

En el caso de la fig. 310 en que el plano 

es -<. (ABC), se ha trazado una horizontal 

cualquiera dibujando htt y luego la h'. 

La n' perpendicular a h' es la proyec -

ci6n de una normal al plano ,,/. • Trazando 

luego f' , surge la f'' y pt>r consiguie!!. 

a f
¡, 

te la n• perpendicular es la otra 

proyección de la recta buscada normal al 

plano. El punto I común a esta normal y 

al plano queda determinado s.egúti lo est !:!_ 

diado en el nº 138, no habiéndos·e dejado 

indicado en la figura las ·cans·tc'rucci:.ones 

En la fig. 311 se resuelve el problel'la de . traiar por el punto 

P(P' ,P" ) una recta perpendicular. a un plano dado por J.. (/.BCD). Dado 

que este plano es paralelo a la linea de tierra~ la recta buscada re ­

sulta ser de perfil, siendo sus proyecciones n• ..L A'B' y n" .L A"B " 

pasantl's por P' Y P" respectivaMente. Co1110 ade111ls de sus pi:oyecc:iones 

necesitamos para una recta de perfil dar las proyecciones de dos de 

AN 
1 
1 

Fig. 310 

1-2 

,, . .... __ ..... / ,, 
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/ 
,; 

i 
1 

I 
/ 

; 
I . 
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su~ puntos, en la figura se ha hallado el R <jue junto con el P dado 

definen a dicha recta. Para ello se recurre a un plano de tercera pro 

yección cuya tra:a sobre· Jf 2 es x23 para una U:nea de tierra que ele­

gimos en x 12 • En el nue\·o plano, una vez abatido sobre 7r2 alrededor 

de x 23 , se tendrá en P' '' la proyecci6n de P y en ,l.., 3 = A'' 'B'' '. 

C' '' D' '' la traza de J. . La proyecci6n n' '' de '1 pasa por P''' y es 

perpendicular a¡/., 3 . Eligiendo sobre n '''el R''' cualquiera podre­

mos hallar R' y R". 

Con las construcciones indicadas en la figura surge la inter -

sección I ( I', l") del plano J.- con la recta normal pasante por P. 

En el caso de tener que dibujar un plano que pasando por un 

punte P(J" ,P") sea perpendicular a uná recta a dada (Fig. 312), basta 

rá de acuerdo con las condiciones de perpendicularidad entre recta y 
plano, trazar por el punto P una 

recta horizontal h(h' ,h") y wia 

frental f'(f',f"') del plano bu~ 

cado tal que h' .J.. a' y ,.. .L a". 
Estas dos rectas definen el plano 

y en la figura se lo ha limitado 

por las rectas AB//CD//h y 
AD//BC// r. 

Fit;. 312 
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