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A los Sedores, Ingeniero Don Rémulo Otamendi y Doctor

Don Ernesto Quesada.

Al dedicarles esta pequefia obra, cumplo ante todo con un
sentimiento de agradecimiento hacia Vds., que por sus buenos
consejos y ayuda moral, me han dado siempre dnimo para
sostener esta “lucha por la vida’ que parece ser el tributo
pagado por ‘el derecho de vivir”.

Por otra parte; dedicar su trabajo d dos sinceros amigos,
es ponerlo bajo su proteccion, es nombrarle padrinos. Ellos
sabrdn disculpar los defectos que contenga y hacer com-
prender que su autor no ha tenido la pretension de producir
una obra perfecta mi presentarse como escritor y que su
dnimo ha sido simplemente hacer un trabajo que cree de
alguna utilidad para sus colegas.

En él encontrardn Vds. condensados: todos los estudios
que se exigen para la profesion del Agrimensor, todo lo
que la prdctica de casi cuarenta anos ha podido ensefiarme
y finalmente lo que parece indispensable conocer de nuestra
legislacién para tener conciencia del cargo que se desempeﬁ-a-
como perito y como funcionario publico en un asunto Judicial.

Deseo que mis esfuerzos mo hayan sido inutiles y que el

resultado corresponda al mérito de mis distinguidos amigos.

Carlos de Ckapeaurouge.

General Sarmiento, Noviembre 1898.




INTRODUCCION

Cuando un Agrimensor se halla en el caso de practi-
‘car el deslinde de una fraccion de tierra determinada por
los términos del titulo, 6 de hacer su division, se encuentra
con frecuencia preocupado por la falta de un libro com-
pendiado que contenga: tanto los procedimientos mas
aceptables para resolver las dificultades y problemas
que se presentan en la practica de la mensura, como
las disposiciones legales que le conviene tener presente
para el desempefio de su cometido judicial.

Reunir todos estos elementos bajo una faz practica y
verdaderamente util, es cosa seria; sélo una larga ex-
periencia podrd indicar las mejoras & introducirse en
los primeros ensayos que de ello se haga. Sin embargo,
c¢como todo requiere un punto de origen, me he propuesto
crearlo haciendo ya tiempo que he venido preparando
esta obra, la que creo podrad ser de alguna utilidad
para mis colegas.

Tres son las divisiones de la obra: la técnica, la practica
v la legal. En la primera y segunda se ha estudiado
y detallado la teoria y la practica, extractando todo lo

esencial de las diferentes ramas de estudios que exigen
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nuestros programas y analizando los diferentes medios
de ejecuciéon aplicables & nuestro pais. En la tercera
he procurado dar una explicacién légica de los diferentes
términos de mayor consecuencia en el desempefio de un
cometido pericial, asi como de las varias disposiciones
dictadas al efecto, apoyandome para ello en todo lo que
hasta hoy se ha escrito sobre la materia, y definido por
sentencias especiales.

He creido también de la mayor importancia ocuparme
de reproducir aquellos articulos del Cédigo Civil que se
refieren & los derechos reales que asisten & un propietario,
ya en si mismo, ya ante tercero; como también lo con-
cerniente & los derechos sucesorios y 4 la particion de
herencia. Para terminar esta parte, llamada de Agri-
mensura legal, he reproducido las instrucciones generales
redactadas por todos los Departamentos Topograficos de
las Provincias y de la Capital, asi como las disposiciones
especiales tomadas sobre la materia; concluyendo con
una exposicion del proceder y formas que hay que llenar
en cada provincia para hacerse cargo del expediente,
ejecutar la mensura y efectuar su presentacion.

En la parte teérica he procurado cefiirme & las expre-
siones de algunos textos especialmente escritos para
nuestras facultades, conservando las mismas notaciones
y simbolos con el fin de mantener la armonia entre las
formulas estudiadas y su aplicacion.

He reunido también una serie de datos y demostra-

siones diseminadas en diferentes obras, las cuales podran




ser utiles en muchos casos y podran servir para aclarar
ciertas dudas.

Agregué en un capitulo detallado los procederes
del método taquimétrico reconcentrando 6 simplificando
en cuanto ha sido posible el procedimiento y sus fér-
mulas.

Acompaiio también una serie de tablas de uso frecuen-
te, de manera que en un solo volumen pueda encon-
trarse lo que se necesite en campafia excepcién hecha
de la tabla de logaritmos y del almanaque nautico.

Finalmente, 4 fin de que la presente obra sea también
de utilidad en la Republica Oriental del Uruguay, he
reproducido las instrucciones generales que rigen alli y
algunas disposiciones indispensables al-ejercicio de la
profesion.

La primera edi:ién que en forma de ensayo hice de
este mismo trabajo, me ha permitido notar sus deficien-
cias y asi atender las indicaciones de algunos colegas
que, reconociendo la utilidad de esa obra, han tenido la
deferencia de hacérmelas.

Excuso entrar en mayores detalles, lo que casi impli-
caria un sentimiento vanidoso, y me limito & declarar
que el movil que me ha guiado ha sido utilizar en favor
del gremio, al que me honro de pertenecer, los datos y
experiencia adquirida en mi larga practica profesional.

Si el juicio de mis colegas me es favorable, habré

asi obtenido la mayer recompensa de mis esfuerzos.

EL Avuror

e
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ALGEBRA

Definicione~. El dlgebra es la aritmética generalizada
mediante la cual pueden obtenerse soluciones generales
de todas las proposiciones.

Los numeros son representados por letras y por medio
de transformaciones y signos abreviativos, se llega & esta-
blecer una férmula general en la que, sustituyendo los
valores de las letras, se obtiene una solucidn.

Los signos empleados en dlgebra son:

+ (mdas) para adicionar

— (menos) » restar

X,(.) (.) » multiplicar , multiplicado por. ...

o

P, , — » dividir , a dividido por b. 3

=4

= » igualdad .. figual 4.....
V—( radical » extraccién de raiz, n\/a_ , raiz n de a.
a” ( potencia 6 exponente) a potencia , a potencia n
Coeficiente, es el numero que se coloca antes de la letra
y significa el numero de veces que ésta tiene que ser
sumada & si misma.
3a=a-+a-ta, ¢ también 3a=3Xa
Eaxponente es el nimero que se coloca arriba de la letra,

¢ indica la potencia 6 sea el nimero de veces que la letra
debe multiplicarse por ella misma

3
A E==C R A XE
Hay coeficientes enteros, fraccionarios, negativos, posi-

tivos, ete., ete.
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2l -i— a s -3a , 3a
y exponentes de la misma clasificacion ‘
8.
4

a? ) a a’® 2 a®

Término algebraico es toda cantidad algebraica no sepa-
n
: o AT
rada por signo alguno, ab?, 3ab», ) ab

El monomio es la cantidad de un solo término 3ab?
El binomio » » » de dos términos, a®-3aly’
El trinomio » » » de tres  » a% - 3ab? — xc
El polinomio es la cantidad de varios términos, a’+-4bc? —c®—4- Vﬁ—n
El grado de un polinomio es el de su mayor exponente.
Ordenar un polinomio es colocar sus términos por orden,
de manera que los exponentes de la misma letra por la
cual se ordena el polinomio, vayan decreciendo.
5a’h 4 2a%h® 4 a, ordenado por la letra a
Términos semejantes son los que estan compuestos de
las mismas letras con iguales exponentes.
- ba’h?, — a%h?, 4 2a%h®. ... son términos semejantes
-+ 5a%h?, — a%h, + 2ab®.... no lo son.
Reducir los términos semejantes, es efectuar con ellos
las eperaciones indicadas por sus signos;
Reduciendo ; 3ah? — 4a*c X 3a%c — ab? — 5a%c X 7he
se tendra : 2ah? — 7a’c X 7he

ADICIONAR -

. Adicionar es reunir dos 6 mas cantidades en una sola

expresion que se llama suma; ese resultado varia segun

la semejanza de los términos y sus signos.
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1.° Siendo semejantes:
-+ 7ah?mas — 3ab® serd ; Tab? — 3ab? = 4ab?
9.° No siendo semejantes los términos, solo se indica la
operacién; sumar, ax, 2cX, — 4dx se pondra
ax 4 2ex — 4dx.

ax + 3ex — 2ax 4 a’ —ax — Ta’= — 2ax 4 3ex — 6a’
. . 1 . 1

es la suma y reduccion.

SUBSTRACCION

Para substraer una cantidad de otra, basta cambiar los
signos de la primera y efectuar la suma
de 3ax 2y, restar ax — 2y
3ax 4 2y — (ax — Ry ) =3ax + 2y — ax + 2y =2ax 44y
de 5m — b} ¢, restar 2m+4-b —¢?
(5m—b’+-c)—(2m~4b—c?)=3m—Db*+-c - 2m—b+-c’=3m—hb?>~ b{-c{-c*
(2ax ) — (mx)==2a.x—mx=(2z1—x)m

(ax + by ) — (bxy) =ax4 by —bx+y = (a—b) x4 (b+1) ¥

MULTIPLICAR

Para multiplicar deben tenerse presentes cuatro reglas.

1.° 1a de los signos que afectan las cantidades

(+) X (+) =+ } signos iguales dan mas

(=) X (—)=+
Ei—i ;z E_—*:)) Z : } signos contrarios dan menos.

9.9 Los coeficientes se multiplican como nimeros inde-

pendientes.




'
3.° Los exponentes de las letras iguales se suman; las

letras sin exponente llevan siempre la unidad como tal.
4.° Las letras se escriben & continuacion las del multi-
plicador con las del multiplicando.

(+2b) X+a =4 2%

(432111 — 3cd2) X (3302) = —' 123311102 — 9ac’d’
x - yn a—+b a-+b
X" - " a+hb a—b
x2m+xmyn a2+ab a2—|—ab
— By + ab 4 1’ —ab — b°
I ‘ 4 yzn o2 458k 62 o2 —

Los términos iguales y de signo contrario se eliminan.

La multiplicacién se efectia de izquierda & derecha.

DIVISION

Se efectiia teniendo presente:
1.° que observandose la regla de los signos para el pro-
ducto del cociente por el divisor, hay también que tener

presente que para efectuar la resta debe cambiarse el

signo: asi 6at |=22 se tendra como cociente—3a3 pues

—2a X —3a® = + 6at como producto y para restarlo
del dividendo resultars :

(+6a%) — (+6a%) = + 6at— Gas—,

2.° Los coeficientes se dividen como ntimeros indepen-
dientes.
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3.° Los exponentes de las letras iguales se restan esto

es: los del divisor de los del dividendo.

4 2 m n
Ga ]‘)~ FLytrs 332‘); 12 b & 6am-—-nbp—x
2, n
2a b 2a b
Xl lx el :
—x4—{—ax3 —{—x?’—{—;’;1x2—}—a2x—+—ad
-+ ax — a'
—ax -+ a’x’
+ agx2 = a4
g -+ a’x
-+ a’x — a
— a’x -t at
0 0
30a° — 24a° - 5a’b + 2ab + b’ jab.8 3 b -
e U X 532v4a+b
T 4 2ab + b’
1+ 2 + 4ab
4 6ab + b’
_— 6ab — I’

De las reglas que preceden se desprende: que la reci-
proca de una cantidad es el cociente de la unidad por esa
cantidad; asi + es la reciproca de x.

o . a
También se tiene = a ey e = = a

Sim<n se tiene m +-d=n 6 sea m=n —d

m
a o m—(m-4d)y = —d i .
luego — =5 = a =a ( exponente negativo ):
a

pero esta expresion puede también escribirse asi:




)
m
a 1 | |
—3 = —q» de donde , et
a.a a a
bad
! e R s
de la misma manera se tiene 2 R G TR
m
5 Va
Si se hace m = m, sera:
am . m
— = 1; pero también seria: —— = o™ " =4’
a a
luego o° — i
de esa relacién puede deducirse:
(o}
a _o=m . —m
S =g
a
o
1 — il
pero = luego 2 U =—
a a a

II Fracciones

Las notaciones y operaciones se hacen como en arit-

mética.

1 ADICION
i_[_ﬁ_g—lf—b_ a2+a+i___ a3+32x +3a2+3X3
C ClegRisieye 53 A S 3a 4 3x

2 SUBSTRACCION

i_»l&_a—b §_3_27x—14x_13x

c AT e e % 7] 9 63 63
SO D an- bm_a+b_a—b_(32+2ab+b2)—(a2~—2ab+b2)
m n mn ’a—b atb 2 P

Cambiando los signos del 2.° miembro se tendra :
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a*+Rab-}b*—a’42ab—b*  4ab
a?— b2 —az_bz

3. MULTIPLICACION

3 2
a C ac 2 X Xoon —=X
—><_= = —; X_YX = M
C d cd X+y X+y
a —il a 1 a i
T A ) A i Tl ol
4 DIVISION
3 2
& ¢ __pad, B —3y .y _ 45y —155 9y —3
j » d  be 5 5 5y y
1 mn m2
n m
an ERNARC
a ¢

5 REDUCCION DE FRACCIONES

—1
—— multiplicando por a’ —x°, se tiene

10 &%

2 2 2 2
a +~ax —a 4+x  ax4x a-x

2 2
—x —a -+ ax ax — Xx a — X

2

: i h h
2. ——— multiplicando por b ¢, &—2
Y acb 4 b

a’ —x y be son el minimo comtn multiplo de los res-
pectivos denominadores.

III Potencias y Raices de las cantidades

Para elevar un monomio & una potencia, se elevan 4 esa
los coeficientes y se multiplican por ella los exponentes.

TomMo 1 2

3



o
(3a’be | P R e O S L L
- UL o e i harr S
b b b b

e > §ia 8
(33.21) Vc) = Smamnbm ch

Para elevar un polinomio se efectia parcialmente la
operacion 6 se emplea la férmula del binomio de Newton.
(atbf=(atb)latb)=a+2ab+V
(a4 b = (a4b) fa+b) (a+b) = 2 + 8a'b + 3ab® 4 1
T e

En la elevacién & potencia se tiene: toda potencia de
cantidad positiva es positiva = de cantidad negativa sera.
positiva en los pares y negativa en los impares —

LS ) bt = e, (e e
(o = (o x (=) = = o, (—af = (= a7 (=] S

r X11)5 . _x5n’ (_ 3X2’3 S 27X6

EXPONENTES NEGATIVOS

Recordando que:

' Al e 1
m n m-+n e ( m) = e BT G
a Xa = a : ==& 2 |a a =

a
y —m\n 1 —mn 1 s e -+ mn
) —_.——— =23 . = =—1al
Se tiene: (a ) = mn ) ( m)n (a )
a

ESTRACCION DE RAICES
Procediendo inversamente & la elevacion se divide

m
el exponente de la letra por el radical; Va_“ Se dice:

W- e o



y : n
= raiz m de a potencia n y se pone ,m

Si los coeficientes no son raiz perfecta se dejard indi-

cada la operacion

2»77" m n m r
m 2 m T n.n
Va =ql ,Va b =a b
2 la 6 2 n
6 2=+ 2 2=+ 3 3a n
—4a b 1 2a b T 2ab 5T oo
Vo =V 3
n J
Vo
3
3
2R L 3a
R o N R
8b 2
Ak Y 1 Lo
T B il e W
a = a B i
3 S, A 4
a 2 . T
Va ; a 4 Vas
LT oL i
m m n
PRl RV PV
m__,
Vo
a

todo exponente fraccionario puede ser sustituido por una
expresion radical, y el exponente fraccionario negativo
por el radical bajo la unidad.

~ Sellama Raézracionallaque puede extraerse exactamente

3
como ser m—z 3 )V?: 3
Se llama Raiz irracional la que no puede extraerse
exactamente y se compondra de una parte entera y una
fraccionaria con mds 6 menos aproximacién, como )/ 2
Se llama Raiz imaginaria la que se conoce ser imposi-
ble por el signo que lleva la cantidad, como }/ —a, pues

ninguna cantidad elevada & una potencia par, puede dar

un resultado negativo.
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Toda raiz impar de una cantidadracional es real y tiene

8

el mismo signo que la cantidad. 13/-27‘ =43, —27=—3

Toda raiz par de una cantidad positiva es real y puede

2
ser positiva ¢ negativa, T g dotial ey Mg T O 6 tam-
bién; (—a)X(—a)=+a

Toda raiz par de una cantidad negativa es imaginaria,

pues (+a)(4a) 6 (—a)(—a) puede dar 4a’
RA{Z CUADRADA DE LOS POLINOMIOS

Después de ordenados los términos segun las potencias
de una de las letras, estraigase la raiz del primer término;
réstese de la cantidad dada el cuadrado de la raiz hallada
y bdjense dos 6 mas términos para un nuevo dividendo.
Dividase el 1.r término de ese dividendo por el duplo de
la raiz hallada y escribase el cociente en la raizy en el
divisor.

Multipliquese el divisor asi encontrado por la ultima
rais hallada, sustraigase del dividendo el productoy si
quedase alguna resta procédase como con el anterior.

Extraer la raiz cuadrada de:
4xt —12 ax3+23 2’ —2%a x+1b ot |2x"_3a x4 a” Raiz
—4 x4 o Rl
0 —12ax +25a
+12ax3-—9a2x2
0 L16a’x"—2a'x}16a"
—16a X2’ x—16a"

2 i
2 3 4x —3ax 1.e divisor

2.
94 i
x —2%4a x X —3ax 2.°cociente

2 .
4x —6ax 2.°divisor
2
+4a
2
X+4a

0
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RAIZ CUBICA DE I1.OS POLINOMIOS

8
‘/ 8xj—36x?+66x5_63x?+33x?_9x-+1
-8x

+2x° —3x+1(Raiz)

- 12x* —18x° 49’
—36x 1 66x" —63x
5 4 3 Y —3x
+36x —bB4x +27x
12 - 36 <"+ 38%" — 9% +-1 |iox"—s6x to5x —oxt1
—12x 86x" — 33X +9x—1 X +1
0

Regla general & seguirse —
B 3
1.**término de la raiz seria Y gyd = oy €sta seresta del
8x =2x,
polinomio el 1. divisor se forma con 3 veces el cuadrado
del 1.** término, sea
0

36x°

3 2x2)2=12x4; de manera que —;=—3x
12x

Segundo término de la Raiz
Para sustituir el verdadero divisor se tiene
el cuadrado del primero (2:{2 )2= e [ P 18x3+9x2
— oX

mas, 3 veces 252X __3x — — 18x°
mas, cuadrado del segundo ( —3x ) =4 9x° 19,8 X 18x* — o7y’

El tercer término de la raiz se tiene empleando siempre

3 veces el cuadrado del 1°%. término 3 (4x*)=12x*; y divi-

4
12x

12x

diendo el 1¢*. miembro del polinomio =1. sera el ter-

cer término de la raiz.
Para constituir el 2.° divisor se tendrd =

3 veces el cuadrado de la suma de los dos primeros tér-

minos de la raiz, mas 3 veces el producto de los dos
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primeros por el tercer término, mas el cuadrado del

tercer término, sea:

3 (2 —3x) = 12x* —36x° 4o’
=L [(2x2—3x) (1)] = 6P —9x de donde

195* — 36x° + 275" 6% — 0x 4 (1) = 12x" — 365" 433" —0x 1
Esta cantidad multiplicada por el tercer término se
restara del polinomio ¢ dividendo.
La marcha & seguirse para formar los divisores una

vez deducidos los términos de la raiz y llamando éstos

sucesivamente: el 1.” a, el 2.° b, el 3.7 c....

jer. divisor...... a Xa
R o 3(a)ff +38fa+b XV
<1 RN 3(a+b)2+3[(a+b)(c)]+02

CANTIDADES RADICALES

1

1/ a — a? radical de 2.° grado

3 al
Va+b=[a+b° radical de 3. grado

3 I 3 i
3V a1, V a_1? son radicales semejantes.

Reduccion sepai‘en en dos 6 mds grupos la cantidad
subradical de manera que uno de ellos contenga todas las
raices perfectas y el otro las que no lo son; luego extrai-

gase la raiz del grupo y escribase el otro bajo el radical.

V4SaGX3 — V1636x2 P v1636x2 WV 3x = 4a’x V3x
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3 V27a2x3 L V9a2x2 % 3x = 3 X 3ax V' 3x = 9ax V/3x

Para reducir una cantidad. racional & un radical, elé-
vese aquella & una potencia igual al radical y multipli-
quese la cantidad subradical por el nuevo término.

Pasar a?b? bajo un radical de 2.° grado, sera

(a%b*)*=Vatp®
Pasar a — ¢ X bajo un radical de 3. grado sera
3 ——
Vad—c%x?®
Pasar un coeficiente bajo un radical,

4 a V2xy=1/1632><2xy=1/32a2xy
3 3

3
L o V27x7_27xey

No se altera el valor de un radical ¢ de una expre-
sion de exponente fraccionario,si se multiplican 6 divi-
den ambos términos del exponente por una misma can-

tidad.

m n
1/ a® —a ™, multiplicando el exponente por r,
nr mr
m r nr
a = a

3 2 2X 2 4

6 dividiendo por 3.

3 6 2
6 3 3 2
Va 3 = a Y = a 1= a

Para reducir varios radicales & igual indice




W,

4

3
VR G, Vx3y2 se multiplicars el 1.° por 4 y

kb b sed

12

12
el 2.° por 3, resultando 1/ a%c% , Vx%y®

3 m n
reducir & igual indice Va x, Vxy, Vex,

i 3mn 3mn 3mn

‘} . mn mn 3n 3n 3m 3m

i se tiene a X g Xy , c X

| }
ADICION

Si los radicales son iguales se suman los coeficientes.

3Van® +5Vab® =543Vab3 =8Vab?

Si no lo son sélo se indica la suma.

} SUSTRACCION

5Vab® —3Vab?® —2Vab®;3V16a%6—-3Va? b
—2(4a°) VDb —3aVb =(12a"=3a) Vb
Va3 V== a —8 V.

| MULTIPLICACION

aV xxbVx =abVx, VaxVb=Vab
* 3V5a2bX—5Vab =—151/5a°62 |

Si no tienen indice semejante se reducen 4 uno comun.

Va xVb =Vam™x V_n=1/amhn




Aot

6

x? Xth*Yz =

3 6

alVx XbVx?y S
6 6

ah)/ x"y? = abexy2

DIVISION

7% VT 12ac /6% 3a |/Bxc 3avs—c
s b g ey 2x

6a2]/ be "' iy
—_— = ——-:2
= 2a . al/ b

Si los indices no son iguales, redizcanse.

8 6
V—XEY _VX4Y2=‘7X43,2 ¥
= = i o
ny Vx‘g’y?’ & T V

=%
=

POTENCIAS

‘Multipliquese el indice ¢ su exponente fraccionario

equivalente por la potencia.

2 1 2
1 o q A<l
(Va):azx =04 = a
m
g — Xr m r
= g et n I
= a =Vamr

\

‘ n
(Vam
|




5 5
n m e o 0l
AP =Va_T:a sm Y ab)h % abV e
a m ’ ’
3 3
i 2 A
Va? = 5 =va?
6 3 3 3
1 1 P 2 2 ry
16a x V v4a X SO
v b V—i(itfx4 = L aVa2x3 3
12 4.
= V.58 = V4% (dividiendo por 3)

EXPONENTES FRACCIONARIOS

Del principio de que la raiz de un radical se obtiene
dividiendo el exponente de la cantidad por el indice,

se tiene
2 4 1 2

1/-¢:3‘T=a?=a2 luego a ? =1/ e




r

L-op-

y resulta que el exponente fraccionario equivale & un

radical y que las operaciones hechas con ellos son
idénticas.

P [ A N . s S s i
Suma a® 4a® =23%°> a® +a? =Va® 4+Va
A2 RSN e o
Bt 5 3 8

Resta a—a=o0; 2a—a=a

2 3 2 3 5
W YT W 7 g
Multiplicacion aXa=a =6 =
1 1 2 1 3 1 1 64 3
2 o LT e 3 6 18
axXa =a = =a ; 22 X3 =¢6a
i s T
18 2
= 6a =6a = |/ 6a
Division
1 2
m T eaily s S by 1 B
a m n a 3 3
il PEE e =) =8 == e
an a 3
1 1 1
ol TR =31l 2 1
4a 6 6 6
= 2a =23 =2 = )2,
2a
1 1 n_ A B 2NN
P " = m Sk m 3\ 4 3 X3
Potencia | , B o s il a BN
Tl TER BT
2 2 1 1 3
= Y — >< el |
2 3 3 2 6 3
( a ) =a =6 =13 =Va
4
2 2l B8 1
Extraccion v o s X1 12 6




ECUACIONES

Dos igualdades unidas por el signo = constituyen una

ecuacion
84 4=10—3
3 -+ 4 se llama 1er miembro y 10 — 3, 2°, miembro.

Las ecuaciones son suceptibles de muchas transforma-
ciones, pero siempre debe subsistir la igualdad.

Cuando uno de los términos de la ecuacién es desco-
nocido, su resolucién permite hallar el valor de esa in-
cognita.

Raéz de uma ecuacion, es el valor que asignado a la
incognita satisface la ecuacion;

asf en :’ x 4 2 x = 15, si se pone en vez de X su valor 5
se tendrd; 5 + (2 X 5) = 15.
5 es la rafz buscada.
Ecuacion numérica, es la que se expresa por nimeros.
Ecuacion literal, es aquella en la cual las cantidades

conocidas se representan por letras

8x° oz L o 2R B Mt s

(numérica ) (literal)
Resolver una ecuaciéon es buscar el valor de la incog-
nita y todas las soluciones que es posible darle.
La resolucién de las ecuaciones estd basadd en las
combinaciones del calculo algebraico y en los siguientes
principios:

1. No se altera el valor de una ecuacion si se aumen-

ta 6 disminuye de una misma cantidad los dos miembros,




e logT

lo mismo sucede si se multiplica, divide 6 se hacen ope-
raciones idénticas en ambos miembros.

2.9 N6 se altera el valor de una ecuacién si se traslada
un término de un miembro & otro cambiandole de signo.
x+a=Db, x=>b—a —x=—Db+a, x+a—b=o0

Para efectuar la resolucién de una ecuacién pueden
tenerse presente las siguientes reglas:

1.° Hacer desaparecer todos los deminadores.

9.° Trasladar los términos, esto es, pasar & uno de los
miembros, todos los términos que contienen la incégnita;
en el otro se mantendran los términos conocidos.

3.° Efectuar las operaciones indicadas: reduccién de
términos semejantes, procurando asi dar & la incognita
un coeficiente unico.

Ejemplo: 1.° desaparecen los denominadoros.

ax X 9 8 i{_
b c ! d

axcd + xbd — 2bed =8becd — xbe
2.° acdx 4+ bdx 4+ bex =8becd 4 2becd = 10bcd
3.° (acd 4 bd 4 be) x = 10bcd

ks 10becd
esolucion : K =
g : acd + bd—+ be
S X 2 5% X
o R = — — — =10
2.° Ejemplo - 3 3
12 x -+ 16 x — 18 x = 240
2%
10 x = 240 ; X=L0=24
10

Pueden haber en una ecuacién dos 6 mas incégnitos,

pero en ese caso habrdn tantas ecuaciones como incégni-

tas y la resolucion se efectua por diferentes meétodos.
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METODO DE SUSTITUCION Y ELIMINACION

(1) 3 x 42y =16 De la segunda se tiene
14 + 3y
(2) 5x— 8y =14 x=-———;——L

Sustituyendo ese valor de x en la primera

14 3
3 L_;—l 4+ 2y =16 , efectuando la operacién
42 4+ 9
——i——y— -+ 2y = 16 , multiplicando todo por 5
42 4 9y -+ 10y = 80 , pasando les términos conocidos
9y 4+ 10y = 80 — 42 sea 19y = 38
L
R
Sustituyendo el valor de y = 2 en la ecuacién 1
16 — 4 12
3 4 =16 X = e —— el
x + B 3 3
verificacisn 3 (4) +2(2) =16 , 124+ 4=16

5(4) —3(2)=14 , 20 — 6= l4

2. METODO DE COMPARACION
(1) 8x 42y =16 , delaprimera =

(2) Bx — 3y =14 de la segunda , Xx =
igualando esos 2 valores de y

16 — 2 14 3y
- . A i 5 efectuando las operaciones

3 5
80 — 10y =42 49y , —10y —9y=42—80 , —19y=—38
cambiando los signos , 19y == 33
: 38
de donde y=-—=2




e

y sustituyendo ahora el valor hallado y = 2

se obtendra x = 4

3. METODO DE ADICION O SUSTRACCION

Consiste en igualar el valor de los coeficientes de una

incégnita; asi

10 3x-+2y=16 Multiplicando la 1.2 por 5 y la 2.2 por
(2) 5x—3y=14 3 que son los coeficientes de x
(8) 15x+410y=280 v restando la 4 de la 3
(4) 1Bx— 9 y=42 para lo cual se cambiarén los signos
resta 0 19y = 38 de la 4.2

se tiene asi 19y=38 , y= j—g =

ECUACIONES CON MAS DE DOS INCOGNITOS

Con 3 incégnitos deben haber 3 ecuaciones.

Se aplican los mismos métodos tomando sucesivamente

dos ecuaciones del sistema.
Ejemplo: (1) 2x+ 4y 42=18 Operando sobre la1.a y 2.a

e sea multiplicando la 1.2 por
B8 33yt 22 =10 3 y la 2.a por 5 y luego res-

(3) 5x+ 6y 5z =232 tando la 2.2 de la 1.2
6 x - 12y + 122 = 54
(6 x4+ 6y + 4z = 34)
04 6y + 87 =20 (4)

Efectuando las mismas operaciones con la 12 y 32

resulta
10 x - 20y + 20z = 90
— (10 x 4 12y + 10z = 64)
0 4+ 8y +1z=2  (5)




Con el resultado 4 y 5 se forma un nuevo sistema de
ecuaciones con solo 2 incégnitas, el que puede tratarse
de la misma manera.

(4) 6y -+ 8z =20 } 48y + 64z = 160 } s 2=

87 4102 =26 | 487 4 602 = 156

Sustituyendo el valor de z = 1 en la ecuacion (4) se deduciré el
valorde y; 6y +8=20
20 — 8

6

Sustituyendo ahora el valor de 7 = 2y z =1 en la ecuacién 1

2x +8+44=18
w = —1§%£ = 3
Luego (1) 6 4+ 8 +4=18
(2) 946 f2=17
(3) 154 12 4-5=132

z=1

Y: :2.

RESOLUCION POR EL METODO DE BEZOUT

Este método consiste en multiplicar cada ecuacion por
una cantidad indeterminada, sumar las ecuaciones que re-
sultan, igualar & cero los coeficientes obtenidos y hallar

el valor de los coeficientes.

(1) 2x+44y+4&= 18 Multipliquese la primera por m
(%) 3x+43y+2=17 ,, segunda ,, n

(3) 5 x -} 6y + 5z = 32 ,, tercera ,, T
omx+t4émy+4imz=18m i

se tiene Snx+3ny==2nz=17n
5rx+6ry+brz=3r

Sumandolos y separando los coeficientes de:x,y, %

(2m+38n+45r) x4 (4m+3n 4+6r)y+
(4m+2n+45r) 2=18 m 417 n 4 32r




Al " s

igualando & cero los coeficientes de x éy

(6) 2m+4+3n+5r=0 8m-412n+420r=20

(7) 4m+3n+4+6r=0 8m-+4 6 n+4 12r=20
6n+4 8r=0

} reduciéndolas {

8r
6

de donde n = y haciendon =8 y r =— 6 quedara sa-

tisfecha la ecuacién, luego introduciendo estos valores
de n y ren la ecuaciéon (6) se tendra

2m-+424 —30 , m=3
conocidos los valores de m, n, r facil es hallar el valor

de z en la ecuacién que resulta de la suma del grupo (a)
m=3 , n=8 , r=—6 ;
z(4m+2n+5r)=18m + 17 n 4+ 32 r
z (12 4 16 — 30) = 5% + 136 — 192
190 — 192 2

Valor hallado anteriormente para z. Asi sucesiva-
mente se hallaran los demdas valores para x & y.

V. ECUACIONES DE 2> GRADO

Las ecuaciones de 2-° grado son aquellas que contie-

nen la incoégnita elevada & la 2-* potencia —

2
3x” =8 de donde x — ‘/-Z—

Estas ecuaciones se dividen en completas é incom-
pletas.
Son incompletas las que contienen solamente la incog-

nita elevada & la 2% potencia.

TOMO I 3

H e
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2x'—8—3 x4 72 =6x— 3% , reducida queda

7 x— 488 , de donde x = V? 64 — 8
Son completas las que contienen la incégnita & la 22
y 1@ potencia : x4 10 x — 25
Toda ecuacion completa de 2-° grado puede ser redu-
cida 4 la forma general a x2+ 6x+4+c=0 (1)
Para resolver la ecuacién y buscar otra férmula ge-

neral, hagase desaparecer el coeficiente de x*2
2 b c
X fax+ =0 (2)

. b 1 ;
haciendo _-=p ; ——=q , setiene x* fpx4q=o (3)
pero como (x -}-%)2: x2+px-{——fi , la ecuacién ante-
rior puede escribirse (x+%)2+q=o+ff—i

de donde (x4+2)°=2_¢

que dice: la incégnita es igual: & la mitad del coefi-
ciente del segundo término con signo contrario, mas 6
menos la raiz cuadrada del cuadrado de dicho medio
coeficiente, menos el tercer término (este ultimo siem-
pre con signo contrario al que lleva en el primer
miembro ). '

El signo + que precede al radical indica que la in-

cognita x tiene dos valores.




Si se continua operando con la ecuacién 2 aplicén-
dole la férmula 4, se tendra

2B c b o]
de, xtoxtg=0 , x=—gt |/ P |
4a? “a
de donde
x=_2—*;iVb?—4ac=_L+Vh2—4ac
4a® Ch 2a

L, =b V‘Zﬁlﬁtﬁ(3 (5)
a

Al resolver estas ecuaciones 8 casos se presentan:

1.° 8i )/ b? —4ac>o0, sea positivo, las dos raices sersn
reales.

2.° 8i V' b? —4ac=o0, las dos raices son iguales y re-

D
presentadas por — -

imaginarias de la forma }J/ — A
Ejemplo: 5x" +4x—24=0
Aplicando la férmula (5) en lo que: a=5, b=—4, ¢c=204
_ —4+ V1644080 _ —4+64 )

X B 1= —

10 10 a1 o et

Las dos raices son pues: ¢ y — -

Otro x*—28x-80=—115, seca x2—28x+195=o

Se tendré Xz—%i‘/(_g)zc

sea, x=1% iv(14)1195=14i1/7=14i1




F:.‘m — =
S gt

Asi las dos raices seran

x=14+41=15
x=14—1=13

Otro x*411x=80, x=—‘—2¥iv%+80=—%i%‘

10
de donde x= 2
—g=— 16
Las ecuaciones de 2.° grado pueden también resolverse

completando el cuadrado del 1. miembro y observando

la siguiente regla — Siendo la ecuacion: ax X bx=c

Si b es par, multipliquese la ecuacién por a y afiddese

4 ambos miembros el cuadrado de
Si b es impar, multipliquese la ecuacién por 4 veces

a y sumese & ambos miembros el cuadrado de b

Ejemplo 1.° 5" - dx =204
Multipliquese por 5==a...... 25x2+ 20x =1020

Anddese | =(3) =4... 25x420x44=102%

_ 32+2 34

Extrayendo la raiz........... x=——=— 0 x=-6

Ejemplo 2.° 2x" — 5x =117

Multipliquese por (4X2=8). 16x" — 40x=936

Adddese (b)7=(5)"=25... 16x"—40x+425=961
_ 3145 2%

Estrayendo la raiz........... x=—45—=+96 —




37 —

Ejemplo 3.° X ee=8

Multiplicando por 4=a4... ix —28x —32

Suméndole b’ —=7"—49. ... .. 4x° — 28x - 49 —32 4 49—81
Estrayendo la raiz........... 2x — 7 =19
D — 9'1:7.:—}—8, [v) -—~1

Casos compuestos:
1.° Ecuaciones de 1.° y 2.° grado con dos incégnitas.
(1) 5x° —Bxy—38 | delasegunda se deduce
(2) 3x —2y—6 x=21

sustituyendo este valor de x en la primera

5 ‘6 +32 y) —6 (6 *32 y) y = 8 ., efectuando las operaciones se tiene
180 4 120 y + 20 y* — (108 y 4 36 y?) = 72

de donde cambiando de signos. ... .. 16 y* — 12 y = 108

dividiendo por 4 .................. 4y2—3y=27

ahora multiplicando por 4 )X a =4 X 4 =16.... 64 y’— 48 y =432
‘aumenlando el cuadrado de b = 8= 9. el BEYP- 4By 49 =432+ 9= 441

Extrayendo la raiz............... 8y —3=21

de donde y=218i3=_}_3d_.%
sustituyendo los valores de y en la ecuacién (2) . se tiene

3x —6=0 12

— 4
% de donde X T 3
3x+2—s6 }
Ak e

4
R )

Sle

3

ECUACIONES BICUADRADAS

D: la forma bt R e S T

haciendo, x%= se tendrfa, a y2+ b y + ¢ = o.
N N




B, Sl

Luego aplicando las férmulas conocidas se tendra

para y = bftVbitiac
2 a

conocido ¢l valor de y se lendra de =y, x = V;

VI — PROPORCIONES

Puede establecerse la relaciéon numérica de dos canti-
dades de la misma especie, encontrando cuantas veces la

una contiene la otra; esa relacion se llama RAZON y

8e espresa a:b o ,%

La igualdad de dos razones constituye una proporcién

asi 6 también ah by khelde

razon = 4 .. .. » 24 16l IR

Delaforma a : b :: c:d sedesprenden lassiguien~
tes consecuencias:
- Kl producto de los extremos es igual al de los medios
axd=m%bXeé i, %X 7=28X6

: d
se deduce de ahi a=]°f1<c , b=2=

En una proporcién establecida, el 1.7 y 3. miembro
han de ser de una misma especie, asi como el 2.° y 4.°

también de una misma aunque diferente de la primera.
Si 4 los términos de la igualdad + = % se agrega una

unidad & cada uno no se altera el valor y s¢ tiene

DR s 2 1,dedondea‘_l'bzc‘—i"—d sea a4b:b:iratc:d (1)
b d b d Y
igualmente se tendra

a c—d

2 1= _1,dedonde * 2 =""%geaa—b:ba—c:d (2
D a ’ b

d



p — 39 —

Igualando los valoresde 1 y 2

at+b:a—b:tct+d:c—d dc donde
b e+d
Py Hdtr ]

forma que encuentra su aplicacién en la transformacion
de ecuaciones, toda vez que sus miembros afectan la for-

ma proporcional.

PROGRESIONES ARITMETICAS

Se llama asi una serie de numeros que aumentan 6
disminuyen constantemente de una misma cantidad lla-

mada razon

a.b.c.de....u 5 sean 2.4.6.8....u €5
enella b=a -+ r (siendo r=1a razéon) d=c-+r , e=d-r
b=a+r , c=b+2r....d=c+43r, e=d-|4r

u=a-t(n—1)r 2)
siendo n el numero de términos y (n — 1) el de los térmi-
nos que preceden al que se quiere hallar.
De 1a férmula 2 se deduce el valor de la razén

‘P=“_—_"‘ (@)

Para interpolar 8 numeros 6 términos entre dos canti-
dades,sean a—1 y b =10, hayque hallar la razon

u-—a 10—1__1

P S0
La suma de los términos de una progresion aritmética
es igual & la semi-suma de los términos extremos por el

numero de los términos

__(ad4wuwin
7 2

10 4118
sea, suma = (—~j_2——— = 44




PROGRESION GEOMETRICA

Se llama asi una serie de numeros en que cada uno
es.igual al precedente multiplicado ¢ dividido por la

razén r ).

a:b:c:d:e:....u sea AR (DI D
se tiene b—aXr, c=hXr=(ar)r=ar’ , d=cXr

3 u=ar®-1 (1)

—ar’ X r=ar

un término cualquiera igual al primero por la razon
4 una potencia igual al nimero de términos menos
uno (n-—1)

De (1) se deduce

n—1
A
r= a

de donde para interpolar 8 numeros entre 1—a y 10=>b
la wazén serd, atendiendo 4 que n=8-4+2=10

10—1 9
10 e
e T | Vs =tk sd!

La suma de los términos de una progresiéon de n tér-

minos y razon r, tiene por expresion

~;=____a (Pn-::l_)_

J (F=1
« de la progresion a:b:c:d:...u se tiene; b=ar, c=br,
« d=cr.... sumando esos términos (b+4c-t+d-+te..... u)

« =(+at+btctd+e)r




« Enel 1.** miembro no figura a, luego la suma es (s—a)
« en el 2.° miembro no figura u, luego la suma sers (s—u)r
« por lo tanto s —a=(s—u)r
« de donde s—a-tur==sr , ur—a=s(r—1) S=H
« pero sustituyendo u por su valor que es u=ar(® 1)

« se tiene s=(arn—l><l‘)—a=a (r®—1)
l.'—'l ['._‘i_

COORDINACIONES, PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

Se llaman coordinaciones 6 arreglos los diferentes
grupos que con m letras U objetos se pueden formar
tomando cada vez 12 objetos y de modo que cada uno
no entre mas una vez en cada grupo, y uno de estos
se diferencie de los demds en los objetos que lo forman
6 en el orden en que estan colocados.

Con a.b.c.d. se hacen 12 arreglos de dos letras.
ab,ac,ad,ba,.bc,bd;ca,cb,cd;da,db,dc. :
El numero de arreglos de m objetos tomados de nen n,
se expresa A; y la formula que lo resuelve es
A-=m(m—1)(m—2) (m—3)....[(m—n)41]

1.° Con 9 objetos cuantos arreglos pueden hacerse to-

mando tres de ellos cada vez.
Ad=94+(9—1)X[9—n)+1]

AL =94 8X7=504

Ese nimero de arreglos es pues igual al producto de los

12 nimeros naturales decrecientes 4 partir de m.
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9. Con 12 objetos tomados por grupos de 5

A%:AT*‘;=12><11><10><9><8=95040
1 2 3 4 5

Permutaciones se llaman los diferentes grupos que
pueden formarse con m objetos colocandolos de manera
que en cada una entren los m objetos y solo se dife-
rencien en el orden de su colocacion.

Con a. b. c. se tiene abc, acb, cab, bac, bca, cba

El numero de permutaciones de m objetos es igual al
producto de los numeros enteros consecutivos desde 1
hasta m.

P =Ar=m(m—1)(m—2)... [(m—m)+41]

1.° Con 7 objetos cuantas permutaciones pueden ha-
cerse

P =m. (m—i)(m—2)(m—3) (m—4) (m—5) (m—6)

(m—m-+41) ‘

Sea P =7X6X5X4X3X2X1="5040

Combinaciones son los diferentes grupos que pteden
formarse con m objetos, de manera que en cada uno

| no entren mas que n objetos y que la diferencia entre
ellos sea por un objeto y no en el orden en que esten

colocados.

\ Asi con m—3, ab.c. solo pueden hacerse 3 combina-
ciones
ab, ac, bc.

El numero de combinaciones de n objetos que pueden

formarse con m objetos es igual al cociente de dividir
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g 1 et

el nimero de arreglos de m objetos tomados n & n .por

el numero de permutaciones de n objetos

n
Cn ——ﬂfam(m—l)(m——2)....(m_n)_4'_1
T SR 1. 2. 5.... n L

7.2 Con 7 factores distintos, cuantas combinaciones de

3 cifras pueden hacerse.

AS
R i (R ) (e
C7_?3'—1.2.3._35

LOGARITMOS

Los logaritmos representan los esponentes & que es
menester elevar una cantidad base para producir todos

los numeros imaginables.

Asi, tomando por base 10—a se tiene a =y -si al
g ?

esponente x se le da sucesivamente todos los valores
desde 1 se tendrd 10'=10, 10° =100, 10°=1000...
x es pues, el logaritmo de y en el sistema cuya base es a
Esta propiedad puede espresarse también combinando

dos progresidnes, una geométrica co.n 10 por razén y otra
aritmética con 1 por razoén; asi

1: 10: 100: 1000: 10.000: 100.000: 1.000.000 nGmeros

(Ui L2 B S 4, 5. 6. logaritmos

lo que es idéntico &

10% 10 10% 10°: 10% 10 10°

los esponentes siguen la progresion aritmética
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Si la expresién »*=y se multiplica por "=z resulta
yz=a*T1 , luego : logaritmo de y z=x-+n
y puesto que x=— logaritmo de y, se tiene,
log. (yXz)=log. y+ log.z
Lo que indica que el producto de dos cantidades es
igual & la suma de sus logaritmos.
Asi mismo se tiene

log. de % =log. y —log.z

log. de y" =mx=m log. y

n —_—
log. Vy = log. ¥

m
todo lo que se expresa diciendo

La divisién de dos cantidades igual & la diferencia de
sus logaritmos. .

La elevacién & potencia de un numero, igual & su
logaritmo por esa potencia y la extraccion de la raiz,
4 la division del logaritmo por la raiz.

Los dos sistemas de logaritmos mas usuales son:

Los wulgares 6 de Briggs cuya base a - 10

Los naturales 6 Neperianos cuya base e - 2.71828

LOGARITMOS VULGARES

Escribiendo la progresién geométrica creciente y de- l
creciente

1 . 1 . 1 . 1 . 1 o4 . . ( L i o
et s L 11421401100 2 1000 : 10000 : 100000
0.0001 0.001 0.01 0.1 0

-5 .—4 .—3 .—-2.—-1.0.1.2. 3

también 5 6 G DHRT VAL O R SIS NGRS P IR
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Luego todo numero mayor que la unidad tiene por
logaritmo un numero positivo entero 6 fraccionario y,
toda cantidad menor que la unidad un nimero negativo.

Las cantidades comprendidas entre los nimeros de la
progresién geométrica sea entre 10 y 100 tendran por
logaritmo una cantidad mayor que 1 y menor que 2 sea
una cantidad fraccionaria; la parte entera se llama ca-
racteristica y la fraccionaria mantisa.

La caracteristica indica asi el numero de cifras que
tiene la cantidad, asi la caracteristica 2 corresponde al

ntmero 10 que tiene 2 cifras.

Oon estas indicaciones se encuentran los siguientes loga-

ritmos: log. 68=1.832509; log. 680 = 2.832:09; log. 6800 = 3.832509;

log. 6.80=0.832509; log. 0.680=9.832509; log. 0.068 = 8.832509; lo-

mismo se obtendria para las fracciones

log. 0.680 = log. jou0; sea log. 680 = 2.832509
— log. 1000 = 3.000000

log. 0.680 = 9.83509

para hacer uso de las tablas, se empieza por escribir la
caracteristica y luego buscar en la columna N la cantidad
indicada =; enfrente se encuentra el logaritmo ¢ sea la
mantisa.logarit. de 35678, tendra 4 de caracteristica ysera;
455239, El desarrollo de la mantisa depende de la tabla
que se emplee, las hay que dan desde 5 decimales hasta 10.
Toda tabla de logaritmos contiene: la columna de las
cantidades de 1 a diez 6 cien mil, las columnas que contie-

nen la mantisa y la columna 6 simplemente indicacién de

la diferencia entre dos mantisas consecutivas,
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1.* Hallar el logaritmo de 0.0118564 (en tablas de 5 cifras)
Log. 0.0118564 = —2.07372 (100:37:: 64: x = 23.6) |
_ 428
—2.07395 6 también 8.07395

2.9 Log. de 3.785.678 = 6.57807 (se ha tomado sélo 3785 ahora )

+7 41678 : x =
657814 1000:11::678 : x = 7.46

3.° log. ( 0.042 )3=3(log. 0.042 —1log. 0.529)... log. 0.042 = — 2.62825... 8.62325

0.529
log. 0.529 = —1.72345... 9.72845

—2.89980... 8.89980
X3 X3
—4.69940... 6.69940

En efecto, —2%3=—6+42=—14

1 8
4.0 log. 1253 =log. [/ 125 = % log. 125 = 2.095910

S = 0.698970
3 st
o > 2 _log 333 _ 34 = g =
5.0 log. 642 =log. 1/63% -3 log. 64 1.806i8>g§ 541851 _, 70927

Hallar el numero correspondiente & un logaritme.
1.° log. dado 4.55239

se encuentra 55230 correspondiente 4 3567

En las tablas que dan 5 niumeros

la diferencia de las tablas es 12, luego 55239
— 55230
12:100:: 9: x=175 dif. 9

log. 4.55239 corresponde asi & 35677,5 pues que se nece-

sitan b cifras por la caracteristica 4.
2.° log. dado 2.57814 ,
: 57807 corresponde & 3785
11:100::7:x =636, luego 2,57814 corresponde & 378,5636.
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3.° log, dado 0.69897 corresponde & 5.00.

4.° log. dado —4.69941 corresponde & 0,0000 5005.

Complemento logaritmico—Para evitar la sustraccion de
logaritmos se hace uso del complemento logaritmico del

sustraendo sea su diferencia 4 10 de caracteristica y la
resta se trasforma en suma.

log. de 560 = 2.74819
Cap. log.de 560 +7.25191

log. 560 — log. 5803 = log. 560 = 274819 ¢ también log. 560 = 2.74819

— log. 5803 = 3.76440 -+ C. log. 5803 = 6.23560
8.98379 8.98379
0.09633 0.09633

Logaritmos Neperianos 6 hiperbdlicos tienen por base
e = 2.71828, log. natural de 2.71828 = 0.434294

y como el loga,fitmo de la base 10 es 1, la relacion entre

q 1
esos dos logaritmos es 5—rag; = 2.3025809

De ahi para pasar del log. hiperbélico & su log. vulgar

log. hiper. x

se tiene: log. X = —5 3¢

de donde log. hiper. x = log. X 2.3025

El médulo se llama, & la relacién log. e = T310‘2_5 = 0434294

ECUACIONES EXPONENCIALES

Se llama asi una ecuacién en la cual la incégnita viene

como exponente, asi a*=b
Para su resolucién se emplean los logaritmos.
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Sea 2°—=10, si se tomdran los logaritmos de ambos

miembros siendo x el indice de una potencia se tendriz

x log. 2= log. 10, luego x=:z§- 13

log. 10= 1.00000
—log. 2=—0.30103
log. x= 0.69897
x— 3.3219
2

e ejemplo—5X = %, esta expresion puede escribirse también

X
e ” .
V52 =2 v también 5° = 5
(%5 x
T
Luego aplicando los logaritmos

log. 26=x log. 3—x log. 7=x (log. 3 —log. 7)

de donde x = o8- ,‘
IR, T o e 1.3978% su log. = 0.14551 |
log. 3 = 0.47712
— log. 7 = 0.84510
dif. = — 0.36798.......... su logarilmo... = 9.56573 i
log. x=—0.57978

X = — 3.800

g 2 g q
2.0 ejemplo = ra-=bec aplicando los logaritmos
log. r-+x log. a=2 log. b+ log. ¢
dodonde X_2 log. b+ log. ¢ — log. r
iy log. a

| =
| 4

3. ejemplo g 512, considerando el exponente como una sola

X
¢ 4 X
cantidad 3 —log. 612 _ m, 1ueg0 4 = log. m _ n
log. 2 1

0g. 3
finalmente x = ioj'—n = 0.50 !
og. 4
(bx —1)
4.0 ejemplo =3.41 =532.2¢ (5x—1) log. 3.41 = log. 532.24

__log. 532.24 = 2.7261075
Sx—1= log. 3.41 — 0.5327544

log. 2.7261075 = 0.8610009 b5x — 1 —13.6293
— log. 0.5327544 — 9.726527 1 X — 14.6293
\ log. 5x — 1=1.1344738 x = 2.92586
| Bxes=—lu=— 1316293
\
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\/tang. %8\ X

6 |

4
tang. 51

sin o8 _
sin 46~

5.0 cjemplo
log. sin 58° — log. sin 46° =x (log. tang. 29 — log. tang. 230)

o= log.sin58 —log. sin 46 _ 9.9284205 — 0.8560341 _ 00714864
* “log. tang. 29 — log. tang. 23 ~ 9.7453245 — 9.6299149 ~ 0.1154096

log. 0.0714864% = 8.8542210
log. 0.1154096 = 9.0622434
log. x=9.7919776

x = 0.61941

log. sin 32° 30’ — log. sin 82° 10’ _ 9.78022 — 9.72622 __ 400
log. tang. 16° 05 — log. tang. 16° 16’ ~ 9.45987 — 9.46224 ~ 237

log. 400 =2.60206
log. 237 = 2.37475
log. x = 0.22%1

x =1.6877

6.2 ejemplo x =

Se han tomado los logaritmos de las cifras dadas y efec-
tuado con ellos las operaciones indicadas; tomando
después el logaritmo de esos resultados y efectuando la
nueva operacién indicada, se ha conseguido el resultado

buscado.

LOGARITMOS DE ADICION Y SUSTRACCION

El uso de estos logaritmos aplicados por Gauss es de
gran auxilio para la resolucién de muchas férmulas.

Como se vera mas adelante se han construido varias
tablas con argumento diferente aunque el resultado es el

mismo para el calculo.

Las tablas de Houél, basadas en las mismas de Gauss y

TOMO X 4
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las de Zech, presentan ciertas ventajas que las hacen re-
comendables.

Se dividen en dos partes: la de adicion y la de sus-
traccion.

La tabla de adicion da para cada cantidad llamada

argumento el valor correspondiente del logaritmo de la
cantidad (1++) mayor que la unidad.

Sea ay b dos cantidades conocidas y conocidos también

sus log. vulgares; admitiendo que a sea mayor que b.

La expresiéu (a—}—h) puede expresarse también por a(l—]—%)

luego (a+b) = a (t+ 2) = a (1 +ﬁ) y haciendo &+ = x

b
se tiene (a-b) =a (1—}——;—) de donde
log. (a—{—b) = log. a -+ log. (1 —{~%)

pero de x = % se deduce log. x = log. a — log. b

de manera que en la columna R de las tablas figura la

cantidad (log. a — log. b) y enfrente, en la columna L. ad.
el log. correspondiente a (1 4]

Se deduce de ahi que para hacer uso de esa tabla, basta
restar del log. mayor a el log. menor b.—Buscar en la co-
lumna R la cantidad residuo tomando enfrente el log. ex-
presado, el que se sumara luego al log. de a —

log. a = 3.15186
log. b = 2.91843

log. %.—: 0.23343 4 ese numero de la columna R, corresponde el
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log. ad. 0.19997 al que hay que restar por diferencia, 16—y se tendra

0.19981; luego: log a = 3.15186
log. tabular = - 0.19981
log. (a+h) = 3.85167 = 2247,33

El mismo resultado podria obtenerse por los logaritmos vulgares

aplicando la expresién equivalente log. (a—{—b) = ) (ﬁ _{.__:,)

log. b =  2.91843
log. a = 3.15186 log. a = 3.15186
log. 2 — — 1.76657, 2 —0.5821, log. (1+2) = 0.19982

1 +§)=1.58421, log. (a+-b) = 3.35168

Para hallar la resolucién de log. (a -~ b) en la que siempre - a / b supéngase
dos niimeros positivos xx’, euya relacién entre si es: -}1? —f—% =1

1 b b  a—b
haciendo S 86 puede poner = + =

=1

pero de — = % se tiene x = % y log. x = log. a —log. b

b=

también, de % =2 : 1y se tlene x' = i%b y log. x’ =1log. a — log. (a — b)

luego log. (x — b} = log. a — log. x’

Para tener el logaritmo de la diferencia de dos canti-
dades, se halla la diferencia entre el log. del menor y del
mayor; se busca en la tabla, columna R el logaritmo
(L. sust.) correspondiente y este se resta del logaritmo
mayor dado.

Sean los logaritmos de las cantidades dadas log. a == 1.81520
log. b = 1.38196

log. a = 1.81620
log. b = 1.38196
log. + == 0.43424

Esta diferencia 0.4342 se encuentra en la columna R
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y frente 4 ella el log. 0.19926 pero por el 4 corresponde
una diferencia 2 que debe restarse y el log. sust. serd 0.19924

luego log. a = 1.81620

log. x’ = 0.19924

log. (a—Db) = 1—6@{5
Fl argumento menor queé aparece en la column‘a R es
0.3000, esto es diferencia entre log. a — log. b, de ma-
nera que sien la practica resultara una diferencia menor
se observara el mismo proceder en el uso de la tabla, ha-
ciendo la lectura de abajo arriba en la columna respec-

tiva R.

Asi log. a=—3.17192a7 b
log. b = — 4.91706

log. &= 0.25486

al valor de R=0.2548 Tomado desde abajo se encuentra
0.3527 y por la cifra ¢ y diferencia 8 resulta 7 sea 0.35277

luego log. a==— 317192
— log. x= 0.35277

log. (a —b)=— 4.81915

Las primeras tablas de este género confeccionadas por Gauss, segtn las ins-
piraciones de Leonelli se componian de 3 columnas designadas A B C que

1 4
respectivamente representaban: log. x — . log. (1 + i‘)’ log. 1+ X)

Entre esas cantid:ules existia la relacion A + B = C porque X representa un

valor variable de 1 al infinito

haciendo A = log. % se tendrd log: (a -} b) = log. a + B =1log. b + e
siendo % < 2 log. % = Blog. (a —b) =log. a— C=1log. b — A

siendo % 7'2‘log.~%-.'= Clog. (a —b) = log. a — B = log. b + A




El problema de la sustraceién presentaba, pues dos soluciones, por esto
uso de aquellas tablas ofrecia sus dificultades y complicaciones; por esto se han
modificado aquellas separando las tablas de adicién de lag de sustraceién y
conservando para esta 1ltima el argumento C, en estas disposiciones difieren

las actuales tablas de las primitivas.

Fxisten también otras tablas muy manuales, las de
Miiller y Rajna cuya disposicién es como sigue:

log. a y log. b son las dos cantidades dadas, siendo a 7 b

dea-+b=a (l+%) se tiene log. (a-}+b)==1log. a |- log. (1 +b\

al

b b

a

dea—b=a (1 —-i) :‘_‘i":, se tiene 1og.(a~b)=10g.a—log.( d )
S

a
* TLas tablas se hallan divididas en la de adicién y en

la de sustracciéon—en la primera figuran los argumentos
A=log.x y B=log. (l4x) x=log. (2)
En la segunda figuran los argumentos A —log.xy

C =log. ( L )

il — 5%
Como se vé el argumento varia del de las anteriores,

b
2 en la otra -, pero la marcha de las

en una se tiene -

operaciones es la misma—

I Asi sea log.a=1.33289 y log. b=10.50652

se liene log. b = 0.50652
log. a = 1.33289

log.> = 9.17363 buscada esta cantidad en la co-

a
lumna A con 917 y enfrente bajo la columna 3, se halla

0.06030, al pié de la pagina se encuentran las diferencias

proporcionales, asi: la diferencia tabular es 13, frente
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4 dif. 13 y bajo el 6 se encuentra 7.8 que sumados al
log. encontrado da: 0.06028
luego  log. a = 1.33289
—log. x = 0.06038
log. (a—b) = 1.39327
IT log. a =3.15186 log. b =2.91843
}og. b = 2.91843 frente 4 A = 9.76 y bajo el 6 se encuentra 0.19960

log. a =3.15186 en frente dif. 37 — y bajo 6 — 22
log. > __ 976657 log. x = 0.15982
R +log. a =38.15i86

log. a -+ b) = 3.35169

SUSTRACCION

I _ log. a =2.84975 log. b = 1.68541
log. b =1.685%
log. a =2.84975

log. > 8.83566 buscado en la columna A y bajo
columna b se halla 003077 y por aumento de diferencia
por los 66; 0.03082

luego log. a =2.84975
—log. x ==0.03082

log. (a — b) =2.81893

II log. b=1.38196
—log. a= LS_l_G__EZi)
9.56576 frente & ese argumento corres-
ponde 0.19879 mas 45 por diferencia
luego — log. a =1.81620
—log. x =0.19924

log. (a — b) = 1.61696




— B —
11 log. a = — 3.17192, log. b — 491718
log. h =—4.91716 ¢ tambhién = 6.91716 — 10
log. a = — 3.17192 7.17192 — 10
log. 2 = — 1.74524 9.7452% — 10 le corresponde 0.35282
log. a = — 3.17192 6 también = 717192 — 10
— log. x 0.35282 0.35282
R ASIIOEO T 6.81910 — 10

IV Aplicacién de los logaritmos de adicion y sus-

traccion 4 férmulas trigonométricas, por ejemplo :

cot. + (B— C) = 2E% tang. 1 Aen la cual se tiene para

b-c
log. b =10.43285, log. c= 0.12856, A =850 12’
log. ¢  =0.12856 log. adic. B=0.17533
log. b =0.432§> log. sustr. C=0.29778
log. & =9.69571 log. Jang. § A= 9.96357
10g. adic. B= 0.17533 1 0.43668
log. cot. 5 (B — c| o

log. sustr. C=0.29778
1B —C)=20°6 15"

2

TEORIA DE LAS ECUACIONES

Si efectuamos los siguientes productos se obtiene por
resultado:
(x—2) (x+3) [x—5) = X" — 6" —11x 430
3 24
(43 (xdo x—t=x4x"=t4x—2
En los cuales los resultados representan ecuaciones de

cuyo examen se desprende que toda ecuacién de grado m,

es igual al producto de m factores binomiales, que en los

factores binomiales (x —2) el término 2 es raiz de la
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ecuacién, pues que sustituido en lugar de x la ecuacién
se reduce 4 cero.

Teorema—Si (a) es raiz de una acuacién su primer
miembro es exactamente divisible por (x — a); por con-
siguiente si el primer término es divisible por (x —a),
a es raiz de la ecuacion.

Tenemos (x+4a)(x4h)—x'+(a+4b)x+ab=0.
(x4a) (x40} [x+c)=x"+(atbte) 4
(ac—|—hc+ab)x+ abe.

Se vé: que los esponentes de la letra principal van dis-
minuyendo, correspondiendo al 1°" término un esponente
igual al nuimero de raices y 1 para el tltimo; que el
coeficiente del 1. término es 1; que el del segundo es la
suma de las raices, el del 3.° la suma de los productos
binarios de las raices, el cuarto la suma de los productos
ternarios de las raices y el ultimo el producto de todas
las raices.

Regla — Para averiguar si una cantidad es raiz de una
ecuacion hay que dividir esta por esa cantidad; si el
resultado es cero, es una raiz.

Para efectuar esa division conviene operar asi: probar si

x+2 es raiz de: 2x'4+x" — 10 x’ —2x 15

dividiremos;
ax 4o Cor0e? — 2x+5}ﬂ‘2_
FexX-2=-4
AL
— 383X —2=+ 6
4 e (I
I T ad = B
" — 3
Cociente  _ 3z — 552 — 4x 4 51. b
; FB5X —2=—10
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El coeficiente cualquiera, es igual al del término ante-
rior multiplicado por el divisor (raiz) cambiado de signo
y menos el coeficiente del término de la potencia que se
busca.

En la ecuacién x*—13x°4 7x* 1 13x°+2x —8.

Faltan los términos potencias <7, x% y x3.

Se incluirdn asi: x® 4+ 0x” 4+ 0x% 4 1855 4 7x* 4+ 0x® - 2x -8

y busquemos ahora si x— 2 es raiz:

para esto
x-}2
2% 4 0x7 + 0x® — 13x5+ 7x* + 0x3 4 13x2 - 9x — 8 | Seapor+2
1><+2}:+2
+ 0
FeXFe2=4
x7+2x6+4x5—5x4—3x3—}—6x2+x+4 Sl leal O
FexX2=-138
ol 13
—5%2=—10
3X2-=-—-6
ol AN
—6X2=—12
4 413

Otro sxs — sxt 4 7x7 — 6x2 4 5x 412 ’_X -3
Sea - 3

2x4 — 2x%} x2 — 8x — ¢
Teorema — Si una ecuacion con coeficientes reales tiene
una raiz imaginaria + B} —1 sean a-+ Bi, posee
también otra raiz conjugada a— Bi sea — B}/ —1
Asi:
(x—a—[—Bi ) ( x—a— Bt )=(x-—a)2+ gt =3 5{2»231)(—|--a2*|—B2
Teorema — Una ecuaciéon de grado impar tiene 4 lo

menos 1 raiz real y ella es positiva 6 negativa segun sea

el Gltimo término negativo 6 positivo, sea

48 2 +1=0

Tendrs & lo menos 1 raiz real negativa que serda — 2,




— HRE—

Teorema — Si la ecuacién es de grado par tiene & lo
menos 4 raices reales, una positiva y otra negativa si su
ultimo término es negativo; siendo positivo tedas las rai-
ces pueden ser imaginarias.

Sea x2 4 x—6 sus dos raices serdn (x43) (x—2).

REGLAS DE DESCARTES

1.» En una ecuacién algebraica con coeficientes reales,
el numero de raices positivas no puede ser mayor que el
numero de variaciones; y si lo fuera la diferencia serd de

un numero par:

(1) en x5 — 3x* —2x3 4+ x* 4 7x— 8=0

S — o — e
1 var. 1perm. 1var. 1per. 1var.

hay 3 variaciones y 2 permanencias, podra pues existir

3 raices positivas 6 1.

2) En  +® 1+ 4x® —3=0 hay una variacion 1 per-
F s yiLp
e —
1 per. 1 var.

manencia podrd tener pues 1 raiz positiva ¢ ninguna.

Si en la ecuacién propuesta se cambia x por —x se
tendra una nueva ecuacién llamada «La transformada»
y los signos habran cambiado segun las potencias de x;
asi si en la ecuaciéon (1) hacemos x——x su transfor-
mada sera:

- x5——3(-|—x4)—2(—x3)+x2—7x-8

Sea: —x0 —8xt 4 2x® 4 x? —7x—8=0
1 per. 1 var. 1 per. 1 var. 1 per.

donde hay 2 variaciones y 3 permanencias, admite pues

Y

dos raices megativas y si no las tiene no tiene ninguna.
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Asi la ecuacién (1) que tiene b raices puede tener 3
raices positivas y 2 negativas.
La ecuaciéon (2) cuya transformada es
X -+ 4’ —5=0
tiene una sola variacion, tiene pues una sola raiz nega-
tiva; luego como no tiene més que una raiz positiva, esta
ecuacién tendrs solo dos raices reales y cuatro imagi-

narias.

RAICES COMUNES A DOS ECUACIONES

Para hallar si dos ecuaciones tienen raices comunes y
para conocer éstas, busquese el maximo comun divisor
de las dos ecuaciones, si este comun divisor es del 1.”
grado no tendra mas que una raiz y las ecuaciones no
tendran mas que una raiz comun; si el comua divisor D
es del 2.° grado habran 2 raices comunes.

Hallar las raices comunes de las ecuaciones:
x4—3x3+3x2—3x+2=0; 2x3—5x2——x+2:0;
multipliquemos la 1.2 por 2 para facilitar la division y

tendremos:

2x* — 6x° 4- 6x% — 6x - 4
2x3 —5x% — x -2

=(x—1) 4x* —3x42

-3 2
=5 5x3x—::2+ 2 =(a41)40

luego el divisor comuin D= x? —3x-}-2, ecuacion de 2.°

grado que resulta; da por raices 1 y 2, luego las dos

raices comunes & las dos ecuaciones son (x —1) y (x—2).
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Raices iguales — Para hallar si una ecuacion tiene rai-
ces iguales, (x--2) (x—2) busquese el maximo comun
divisor entre la ecuacién y su primer derivada, si este
existe habran raices iguales 6 sea repetidas. Igualando &
cero el maximo comun divisor D, se busca sus raices y
cualquier cantidad que resulte ser una 6 dos veces raiz de
la ecuacién D lo serad dos 6 tres veces en la ecuacion X.

Averiguar si en la ecuacion :
4 3 2
x —2x —7x +20x —12=0
hay raices iguales.

X <t 9x3 — 7x% +20x — 12
12derivada X’ = 4x° — 6% - 14x 4 20.

I

=D=X—2
de donde x ==

luego la (x —2) es dos veces raiz de la ecuacién X pues
que lo es una vez de la derivada; asi pues la ecuacién X {

es divisible dos veces por:
(x—2) sea (x—2)2=x2—4x—}—4. ‘
Efectuando esa division:

A o3 2 L ()
o S 41 ;7__23_:&___29}_\‘17_ —x?42x—3
x? — 4x |- 4 :

y como el dividendo es igual al producto del divisor por

el cociente, la ecuacién X puede escribirse :

o s - o o g I e 2x = 8
en el primer factor las raices son, 2 y 2, buscandolas en
el 2.0 factor se halla 1 y — 3, luego las cuatro raices de

la ecuacién serdn 1. 2. 8 y — 3. g

sean (x—2) (x—2) (x—1) (x+3)=x" —2x7x" +20x —12 g




s L
RAICES CONMENSURABLES

Son las que pueden expresarse por un numero exacto
de unidades 6 partes de la unidad.

Teorema. — Toda ecuacion que tiene la unidad por
coeficiente del 1.°* término y numeros enteros para todos
los otros, tiene numeros enteros para sus raices comensu-
rables.

Como el ultimo término es el producto de todas las
raices, para hallar las raices de una ecuacion, sea:

X 4x"—3x 4-8x—10=0
puede procederse asi:

ultimo término............. —10
Divisores del ultimo término y demas .... . 0. 5 2, 1,—1—2—5—10
Cocientes .......... - 1—-2-—-5—10, 10 5 2 1

Sumese el coeficiente del término siguiente.. 4 8

i 6, 8.— 2, 18, 18, 10, 9

dividaseporel divisorcorrespondiente1,—1,—5 2—18 — 9
sumese el otro coeficiente " ........ ... ... G—= 8 225
—b—21 =10,

dividase nuevamente 1, — 1. — 5....veiivurniaas —b 421 “+1
444 4 +4

— 1425 -5

dividase por 1 =1 — 5i..... —1 25 —1

hay pues dos cocientes iguales a — 1 y los dos divisores
correspondientes son 1 y —b5 estos seran las raices con-
mensurables de la ecuacion.

Para buscar ahoralas demas raices, dividase la ecua-

cion por el producto de esas raices:

4 3 2
x +4x —3x +8x — 10 Atk B dondex=+v—§'

(x 1) (x—B)==x 44X —5
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Asi, pues, las 4 raices seran: 1, —5, +VE V>

9.0 Hallar las raices de la ecuacién X —6x 4 11x—6:=0

divisores .. ... +6, 38, 2, 1,—1,—2—3,—6
cocientes..... iy ol ol il SN 6T H3 K =25
EoLcaefi Ll s . + 11

+410. 9. 8 5 17, 14 13. 12
cocientes. . . .. +3, 4, 54177 — 2

6

3.er coeficiente _3_-2-1-23—13 —8
cocientes. .... —1—2—1423

Ecuaciones reciprocas—Se llaman ecuaciones reciprocas
y negativamente reciprocas aquellas que no cambian
reemplazando:
X por % o e
Asi pues si en una ecuacién A (x)=0.

se cambia x por % y se obtiene el mismo resultado
1 ,
A (L) =0 seran reciprocas.

Para que una ecuacién sea reciproca es necesario y
suficiente que: siendo la ecuacién de grado par, los coefi-
cientes de los términos equidistantes de los extremos sean
iguales y de signos igualés; 6 iguales y de signos contrarios
con tal que en ese caso la ecuacién no tenga término
medio. Siendo el grado impar, basta que el coeficiente de
los términos equidistantes de los extremos sean iguales y
de signos iguales 6 contrarios.

Teorema de Sturm—Su objeto es determinar el numero

de raices reales de una ecuacién y también el nimero de
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guarismos de estas raices 0 sus guarismos iniciales cuando
las raices son irracionales.

Llamaremos X la eduacién dada y X, su derivada. Di-
vidiendo X por X, tendremos un residuo que llamaremos
X,y al que cambiaremos los signos; dividamos en seguida
X, por X, yllamemos X; el residuo con signos cambia-
dos; si seguimos haciendo esta operacion se llegara & un
resultado cero 6 independiente de x. Sea por ejemplo
X =x4+3x"—12x 424

Serg X,=38x* —6x —12=x>—2x—4
dividiendo y cambiando signos X,=x—2 y X;=4.

Ahora si en los primeros términos de cada una de estas
expresiones sustituimos x—=— « y enseguida 4 o, los
signos que corresponden & esos primeros términos seran:

BCL K e o K

=. — .+ .— .- hay 3 variaciones

=. 4 .4 .- .+ hay 0 variaciones, luego
para x—=—« =—-4 — 4 hay 3 variaciones
para x—=-+4 o« =444 4 hay O variaciones; luego hay 3
raices reales; y como en la ecuacion dada hay 2 variacio-
nes y 1 permanencia, de estas 3 raices, 2 seran positivas y
1 negativa.

—Sea otro ejemplo. Hay raices reales y cuantos en
x 5--5x%10x®> —15x 4 186.
efectuando las operaciones resulta :

X =x0—5x3 4+ 10x% —15x — 16

X, =x*—8x"44x—38; Xy=x*—38x"4+6x—8

Xg=2x—17 X, =—158
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luego formando la nueva ecuacion y sustituyendo se tiene

Ky Ky Ko+ Kg - XK

PAEA! K= === — 4+ — — —=2varia.m .
1 raiz real

para X=- .....-c.. + 4+ 4+ + — =1 varia.ns
Para conocer ahora la situacién de las raices, sustitu-

yase en cada una de las ecuaciones XX, Xy Xg+ -+ los
valores sucesivos de x =0 x=1 x=2 .. ... inscribiendo
en seguida el signo de cada resultado. En el ejemplo (1)

hagamos sucesivamente x = 0. En las 4 ecuaciones:

X~><1><2><3
><=x3—3x2—‘12.\’—}—24purax:=0.... 4+ — — 4... 2 variac.
XKy=x'—2x—4% x=1,...+ —— 4+... t »
S= = x=2.... — —j—_—{— 1 »
X, =4 x=3....— — + +..7. 1 »

x=4.... —+++.. 1 »
x=5....4++++... 0 »

Se vé que se pierde una variacion entre:
xi=1 Ay x=2 y otra entre x=4Yy x=5
luego debe haber una raiz positiva entre 1y 2 y otra entre
4y b.

Ahora para conocer la situacién de la raiz negativa,

‘hagase la misma sustitucion anterior, pero con cantidades

negativas:
EHC IR
x= 0 = 4+ —=4+4... 2varia~
Femoldh o 20y

»

x=—2....F++—+....
x=—3....++—+4+ ...
x=—4.... — +—+ ..

luego la raiz negativa se halla entre —3y —4

»

[JURN Ol )

»
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Resulta, pues, que las tres raices de la ecuacion pro-
puesta tienen por guarismos iniciales 1, 4y —3.

Interpolando entre 1 y 2 otro 4 y 5y —3, —4 un
numero de factores 6 partes de la unidad y resolviendo la
ecuacion, se encontrard la parte fraccionaria de cada

raiz.

Raices inconmensurables

Son aquellas que representan una cantidad mayor )
menor que la unidad, pero que no pueden expresarse por
un numero exacto de unidades.

Al tratarse de la averiguacion de las raices conmensu-
rables, puede decirse que se ha expuesto la manera de
hallar las raices inconmensurables, pues que toda vez que
las raices que se hallen no sean enteras, habra que bus-
car su aproximacién y esas raices seran las inconmensu-
rables.

Los teoremas de Sturn y Newton, pueden aplicarse
para esos casos, llevando la interpolacion hasta el grado
de precisién requerido.

Asi, pues, la determinacién de las raices inconmensura-
bles se divide en dos partes, la 1.* que tiene por objeto
averiguar para cada raiz dos numeros entre los cuales
estd comprendida la raiz verdadera y la 2.% que sirve &
valuar la parte fraccionaria de la raiz con el grado de

aproximacién que se quiera.

b

TOMO I
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Determinado el numero de raices reales en una ecua-
cién, su sitvaciéon y su primer guarismo, si la raiz es

inconmensurable, solo queda que valuar la parte fraccio-

.naria y en esto consisten varios métodos de aproximacion.

Volviendo al ejemplo (1) resuelto por el método de
Sturn, sea  x® —3x? —12x+424=0.
para el cual se averigué que las 2 raices positivas se ha-
llaban comprendidas entre 1 y 2 y entre 4 y 5 y la ne-
gativa entre — 3 y — 4. hay que buscar ahora la parte
fraccionaria ¢ decimal.

Si se resuelve la ecuacion (1) sustituyendo x po-r una

de sus raices aproximadas, p. 2. 4. resulta f(x)=— 96,
haciendo igual operacién con raiz 5 resultaf(x)= 4 14
luego la raiz verdadera es mayor que 4, pero con menos
de una unidad; efectivamente habria que disminuir la
raiz 5 6 sea aumentar la raiz 4 para hacer disminuir el
resultado de 14, luego haciendo 5= = 4 = 0-12,
puede probarse x—4.12, asi se obtendrd;
69.93 — 50,91 — 49,44 1-24=—20,42, lo que demuestra que
4,12 es aun débil, haciendo nuevamente ;"= 0.408,
puede ensayarse 4.52, lo que daria 92.34 — 61,29 — 54,24 4
24— — (.81, lo que demuestra la conveniencia de llevar la
parte decimal de la raiz mas alla de los centésimos.

Igual proceder de interpolacion podria emplearse para
determinar las otras raices entre —1 y2 y entre —3
y —4.

Podria también emplearse & mas de este método de

interpolacion, los diferentes métodos de apréximacion.
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Método grafico — Sea el sistema y. x. de coordenadas
rectangulares, sobre los cuales se ha adoptado la nota-
cién de las +x y + y yuna escala cualquiera para la
unidad .— luego resolviendo la ecuacién sustituyéndose
en eclla diferentes numeros : oy
desde 0 hasta + o y hasta

— o, se obtendran diferentes

valores de y desde O hasta —==
+ =, en el ejemplo anterior
se tenia que para - 4 re-

sultaba y = — 96, y para x =5,

y = - 14, si se hubiera cal-
culado y para x=8 06 2y x=6y 7, se hubieran conse-
guido diferentes valores de —yy de 4y permitiéndose
asi trazar la verdadera curva y tener de esta manera el
punto exacto por el cual la curva cortaria el eje de las
abcisas x;luego midiéndose 4 la escala, la distancia 0. P.
se obtendrs un valor muy aproximado de la raiz busca-
da. Fécil es comprender que repitiéndose igual operacion
para las raices mencionadas de 0 & + o, puede deter-
minarse rapidamente el nimero de raices buscadas.
Método de Newton — Este método tiene mucha seme-
janza con el anterior y su diferencia consiste que en vez
de construir la curva por los diferentes valores de y, me-
“dir en seguida el valor de x para f(x)=0, lo calcula di-
rectamente.

Para esto, conocida la situacion de la raiz buscada, sea

como en el caso anterior entre 4 v 5 en la que 4 da
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y=—96 y b da y=-14 se hace uso de la tangente; sabi-
do es en efecto que la tan-

gente & la curva en el punto

7. ta—— © tiene por expresion:
ll" ¥ — Yo=1"(Xo) (X — Xo)
haciendo y=0 se deduce
. s Yo el AUl
> SR e L s e

obtenido este valor de la raiz

BR—NrE—ND: 1 1 e "

Lyt Nl se resuelve la ecuacion y su

sz ¥ derivada con ese nuevo va-
= &.

¢S = tang. lor, se calcula una nueva

tangente, con mas aproximacion.

En el ejemplo anterior se tenia:
x®—3x% —12x424=0
en la cual ﬁn limite era b, introduciendo este valor en
la ecuacién y su derivada se tiene: '
' £ = 125 — 75 — 60 4 24 = 4 14.
£ (x)=3x" —6x —12=75--80 — 12 = 4 33,
luego o = — o = —(.424 y se tiene 5—0.424=4,575
con este nuevo valor de x = 4,576, resulta:
f(x)=-+4,387 § £ (x)=4 49,122

—f(x)  4.387
Fa: o, (497122

luego o« — = —0.089 resulta como nue-

va raiz x=—4.487.

Nuevas aplicaciones dardn mayor aproximacion.
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FRACCIONES CONTINUAS

Se llama fraccién continua toda expresion compuesta
de un numero entero, (que puede ser 0) mas una fraccién
que tenga la unidad por nominador y por denominador
un entero, mas una fraccion que..... y asi sucesiva-

mente.

201

2 )
Sea reducir —gz

si se divide ambos miembros por 271

se tendra como resultado efectuando igual ope-

b Sl
2+ 66 !
211
U

6 se-

racion se tendra TJ:—T, operando otra vez sobre
66

7

1 1
rd 55y finalmente I

luego toda la operacion pue-
1 3

ey - . 271
de escribirse como sigue: = =

Para formar una reducida cualquiera, multipliquese por

el cociente incompleto correspondiente los dos términos
de la reducida precedente y agréguese respectivamente
4 los dos términos de la fraccion que resulte los dos tér-
minos de la reducida antepenultima. '

Esta regla serd aplicable a la formacion de la segunda

5 o " . 1 h
reducida, si se hace preceder & la primera de, == peST e

. e ) .
mayor que la unidad 6 —- sl es menor.

1
2+ 1
“ZF1
9+ 1
2 +

1.2 Sea la fraccién continua

L
3
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hallar la cantidad de que procede: el 1.° término es 1

luego -, y primer reducido 1, aplicando la regla;

RORS A NI 49+1 _ 81  81.24+4 _ T8
T 5 2.4+0_9’9.9+2—83’83.2+9—175’
78.8 + 87 __ 21
31+ 8 608

cantidad buscada.
Hallar el valor de la siguiente fraccién conlinua a menos
1
de 7500° s
5 4 V37
P T

La raiz de 7500—87, luego convendra detenerse en la

reducida que tenga ese denominador.
1

x =3 i
Sy e _1; , cuyas reducidas son:
: 2.2, —177 pliEs '1857 L
T 7t 23 6 99

Conviene, pues, detenerse en -1%5— y el error cometido en
la aproximacion serd error < . g i

De lo que precede se deduce, que, las fracciones conti-
nuas dan el medio de hallar una fraccién ordinaria que
difiera tan poco como se quiera del valor de una cantidad
que no es entera y tal que ningrna fracciéon, cuyos térmi-
nos sean mas simples que los suyos, pueda aproximarse
tanto como ella & la cantidad.

. 1 . o]
Ejemplo:—sea calcular en menos de - diez milésimos

2
: + V8t
el valor de 2=
1 gi i169i g L1/ 50000 — ® ing
- diez milésimos es = g5 1/ 2000 = <142, denominador ‘

de la reducida conveniente:

54+ V8 54611 547 12
3 3 .
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S=3 + = 6 simplemente 3 + - =3_1
= 1L
241
341
3+1
e
241 ete.

g i ] -_3 RSNt Bl SRR TRl o
las reducidas son: 4 4 == o7 7 s T’ 187

447 .
luego el valor sera 1oi en 1menos, pues el error sera:

1
121.157 18997

447 86

oL 121

en vez de — 20000

POLINOMIOS DERIVADOS

Sien la siguiente ecuacién considerada como polinomio
ax® L bx® —lpex® 2 ... b4 txfu=0
se multiplica cada término por el exponente de x en
ese término, disminuye el exponente de una unidad y

se tiene un nuevo polinomio )
maxm“l+(m—1)bxm_2+(m—2)cxm_‘3+ ceee F2x+t=0=X;
Si se repite con este nuevo polinomio igual operacion

se tiene

m(m—1)axM™—2 4 (m—1) (m—2)bx™—3 4 (m—2) (m—8)exm—4%
+25=0= X

Puede asi seguirse formando nuevos poligonos que por
ser todos dirivadas del primero se llaman derivadas y
llamando X el polinomio dado; se tiene % es el primer

derivado polinomial de X

X, = primer derivado de 3, 6 segunda de X
Xy = » » » X, » tercera » X

y asi sucesivamente.
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Luego para formar una derivada, multipliquese cada
término de X dado por el exponente de x en ese tér-
mino y dismintiyase ese eéxponente de una unidad.

Hallar las derivadas de 3x® + 5x* — 9x® 4 7x* —8x +5=0.

K =3x% - bx* — 9x® - 7x* —8x 45

Xy = 15x* 4 20x® — 27x% 4 14x — 8 ‘

Wy = dx+ 15x° 4 3.20x2 — 2.27x - 14 = 60x° 4 60x* — 5dx -+ 14

g =3.60x% + 2.60x" — Bhx . .......=180x" 4 120x — 54
M, =2480x+1.120 ..............ee 360x + 120
Do oL P

ECUACIONES NUMERICAS

Una ecuacién con coeficientes numéricos tiene general-
mente raices reales y raices inconmensurables; en la ex-
presiéon « 4 81/ —1 de una raiz imaginaria, o« y § repre-
sentan cantidades racionales 6 irracionales.

No pudiéndose obtener exactamente el valor de las
raices inconmensurables, se vé que para reseclver una
ecuacion, es decir, buscar sus raices, hay gran convenien-
cia en apartar las raices conmensurables y determinar
en seguida las inconmensurables con un suficiente grado
de aproximacion y finalmente las imaginarias,

Son raices conmensurables los nimeros:

que sustituidos 4 la incégdita dan por resultado cero, pero

como ese proceder es engorroso y largo es preferible buscar

- los limites inferiores y superiores de las raices positivas
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7

6 negativas de la ecuacién, teniendo presente que las
raices positivas estdn comprendidas entre 0 y + <y las
negativas entre 0 y — <.

Para obtener un limite & las raices, es decir, el numero
mas inmediato & la verdadera raiz, hay que tener presente
las siguientes reglas:

1.2 En una ecuacién que no tenga términos negativos,
no puede haber raices positivas.

2.2 Si se sustituye por x un numero menor que la me-
nor raiz, en una ecuaciou, el resultado sera positivo
cuando la ecuacion sea de grado par y negativo cuando
la ecuacion sea de grado impar.

3.2 Si en una ecuacién se sustituyen dos numeros suce-
sivamente por x, y los resultados tienen signos contra-
rios, debe haber & lo menos una raiz real entre estos dos
numeros.

4.2 Si en una ecuacion se sustituye por x un numero
mayor que la mayor raiz, el resultado sera positivo en
todos los casos.

5.2 Si N representa el valor numérico del mayor coefi-
ciente negativo, y (n) el nimero de términos que pre-
ceden al 1.*" coeficiente negativo, entonces 1n/ﬁ‘+1 sera
un limite superior de las raices positivas de la ecuacion.

6.» Para determinar el limite superior de las raices
negativas de una ecuacion, cambiense los signos de los
términos alternativos, contando los términos que falten

cuando la ecuacién sea incompleta, y luego apliquese lo

expuesto en el nuimero 5.




EJEMPLOS

1.° Hallar el limite superior de las raices positivas en
la ecuacion: xb 4 5x*42x% —14x® —27x410=0.

Segtin ntmero 9, N=—27 y n=3 luego

h‘+1=13/2—7+1=3+1=4
que sera la raiz
9.9 Hallar el limite superior de las raices positivas de
la ecuacién: x*4 5x3 —25x% —12x4+68=0, en la cual
N=2 y n=2. luego 1/ 2%41=6 que serd la raiz
mayor.

3° ¥ 4x*43x—8=0 N=8 n=3 luego :
3
V8 +1=241=38.

4.° Hallar el limite superior de las raices negativas de
la ecuacion : x® — 3x? 4 5x +7=0 sustituyendo; x por —x
= 318 —5x—7=0, luegoi +“T/“7"=2+ { =3 luego el li-
mite de las raices negativas sera — 3.

Para hallar el limite inferior de las raices positivas de
una ecuacion, se divide el ultimo término por la suma
aritmética de éste mas el mayor coeficiente de signo con-
trario. Para hallar el limite inferior de las raices nega-
tivas se aplicara la regla anterior & la transformada de

la ecuacion dada.

4 B or 2l {ow il 6R —) lim, i : 68 _ +68
x* - 5x° 4 26x 12x -+ 68 =0 lim. inf. pos. e ottt
transformada
4 3 2 c Q 68 — 68
X +5}\ —+—25§ —12x — 68 =0 » » » ST
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TRANSFORMACION DE LAS ECUACIONES

Disminuir de-1 ¢ n todas las rafces de una ecuacion
(1) x* —2x® —9x + 18 = 0.
hégase x — y + n 6 sea x = (y + 1) y sustituyendo en
(1), {y +1° — 2 [y + 1 — 9 (y + 1) + 18 = 0 desarrollando:
(P4 day+1) 4+ +ar+2 —oly+9+18=0
reduciendo resulta: y* 4 y* — 10y + 8 = 0 (2).

~La ecuacién (1) tiene por raices 2.3.— 3, mientras
que la ecuacién (2) tiene por raices 1.2.—4, si fuera
para aumentar se procederia con x = (y — n)

Hacer desaparecer de una ecuacién deducida un tér-
mino cualquiera.

Sea por ejemplo hacer desaparecer el 2.0 término de
la ecuacion (1) x* — 23" — 9x 4 18 =0
sustitiyase x = (y 4+ 1)

(40 —2(y 40 —9oly+u +18=0,

¢ (B2 4 B — a9y (1 — 27 —9h18) =0

4 fin de eliminar el 2.° término, hagase 3L 4 2)=0

de donde h = % y sustituyendo:

3 " 2)? p 2 2 3 2
P G o) v @) -2 @ -0 () 49 =
efectuando v reduciendo resulta:
PHFrEE=0®
Las raices de esta nueva ecuacion son los % de las

de la ecuacion (1).

4 — Para deducir de una ecuacion dada, otra que ten-
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ga sus raices un numero (n) de veces mayores que la
dada.
3 Sustitiyase x por ¥; asi se transformard la ecuacién

en; (1) ¥ — 2 — ox + 18 = 0, péngase x = %

&) =2 @) =9 (z)+ -0
que tendra sus raices 4 veces mayores, asi en la (1)
una de las raices es 3 en la (2) sera 12.
Asi con 3, 1a 1. es 27 — 18 — 27 4 18 = 0
con 12 la 2.2 <lz?>3 — 2 (?)2 L% (14_2> +18=0
Si hubiera que transformar una ecuacién en otra 1
que tuviera sus raices n veces menores que las de la
dada, sustitiyase x por n.
yasi en ¥’ — 3x" — 9x 4+ 20 — 0,
se tendra x (n y)® — 3 (a y)2 — 9y +2 =o, ysin=4%
64y — 48y — 36y 4 20 =0,
con x = 4, la primera da 64 — 48 — 36 4 20 = 0,

con x =4=1 la 2.°da64 — 48 — 36 + 20 = 0,




CALCULO DIFERENCIAL

De las funciones algebraicas

4, y=J (x)=x" 1)
Agregando & cada miembro el incremento: dy 6 dx;

v+ dy = (x + dx)™ desarrollando:

@y Fdy=x"+mx™ lax 4+ 52D ax) +

m(m-—1) (m—2 m-—3 3
1.2.3 2 (dx)_,,.

restando la 1.% de la 2.* y despreciando los términos 3.° y

. . m sueie m
giguientes y 4+ dy — y = (x + m x dx) — x™, resulta

—1 . d =
dy = mx™ 'dx y como derivada 3 =mx" !

q
: . P
2.° Cuando el exponente es fraccionario; y =x g = ‘/ x?

elevando ambos miembros & la potencia ¢, v* = x”

tomando la diferencial de ambos:

p—1

q—1 p—1 dy px
qy  dy=px dx;3x = =1
ay
p—1
] D dy piNii=n
Sustituyendo y por su valor x ¢ resulta 37 = ¢ X

3.° Cuando el exponente es negativo:

—m
=X
aplicando el resultado anterior:
dy = — mx " ldx

Luego la regla general es: que la derivada ‘;—i de una
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Pero cuando d x tiende & cero, v hace otro tanto y
la cantidad (14 v) —;— llega & igualar e, y como Le=—1

a X La e aXLa
la expresion ——— ; Se convertira en o=t
v(l4v) =y

dy _  x
luego - =a La

Este mismo resultado se puede obtener de este modo,

y=a*, tomando los logaritmos Ly=xLa diferenciando

y recordando que, Ly= iyl’_
tenemos Ly=dTy=dea.

de donde dy=ydxLa.
sustituyendo el valor y=a* tendremos:
dy=a*dxLa :
6 la derivada g—i— =a*La
Si sustituimos e base del sistema Neperiano en vez de
a la expresién y—a* sera y=e* y la diferencia sers:
dy=e*Lx.
pero Le=1 luego la expresion quedard en:
dy=e“dx.

g . dy 5%
X —
y la derivada de e* es pues ;- =e

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

y= sin x
dando al arco x un incremento dx, sera:
y+dy= sin (x4dx) (2) restando (1) (de (2)

el incremento de la funcion sera pues:

dy= sin (x+dx) sin x
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oz dy _ sin (x +dx) —sin x
y también Gr=—""—"3%—"—

transformando la diferencia de los senos en un producto
y haciendo; x4dx=p y x=q;
sen p—sen q = 2 cos - (p+q) sin — (p—9)

1

pero - (pt+q)=2x+dx p+q=x+ d2x

1

L p—@=dx, (p-~qQ ="
sustituyendo . 2cos (x+-2X) sin S5

dx dx

6 también 4o cos(x+-2X) sin dxx

WAL B sz

2

d x

5— tiene por limite 1 l.v espresion ante-

Como la razon

rior 0 su limite sera
82— s (x5

o

o Gl .
pues que; sin 5 se reduce & 0.

Pero en esta expresion d—;‘ puede despreciarse por ser

de orden infinito; asi es que tendremos:

dy
qgx— COSX

luego dy = sin x =cos xd x:
Procediendo del mismo modo se hallaran las siguientes

: 1
derivadas: d. cos x = — sen x dx; d. tang. X = —dx
c08°X
1
d. cotang. x = —dx A e s el
=] D d. sec. x Cos X dx

FUN IONES CICLOMETRICAS

y: = arc. sin X.
Jo que significa el arco y cuyo seno es x.

y = arc. sin X luego x = sen y.

TOMO I
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diferenciando ambos miembros:

dx =cosydy

d x
de donde dy= _ %
pero cosy =V 1—x luego dy=—2%_
I—x>
por consiguiente d.arcsinx= %%
9
1—x°

De la misma manera se hallard,

—dx dx
d. arc. cos. X —= ———— d. arc. tang. x = 5
Dl 7 1+ x°
1—x"
d x
d. arec. sec. x = ————
XVX\)—I

REGLAS PARA LA DIFERENCIAC:ON

1.2 La derivada y la diferencial de un factor 6 cantidad
constante es nula:

d.y=ax®, dy=mx® " ldx; a—%:mx

2.2 La derivada y la diferencial de una suma de varias.

funciones, son respectivamente la suma de las derivadas
6 diferenciales de esas funciones.
y=x%*4+2x% —x44 y=L.x4sinx+x™
dy=(3x*44x—1)dx dy(}f:cosxdx—i—mxm—ldx
8.2 La diferencial de un producto de cualquier numero.
de funciones de una misma variable, es el producto de la
diferencial de cada factor por todos los demas factores y
sumando; sea y—uv en la cual puede ser que:
u:senx:"‘(x)' v‘-:logx':_[(x)

serd: dy=vdu-tudv.
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y = v. u. z enla que v. u. z. representa cada una una fun-
ci6én de x:

serd: dy=uvdztuzdv4vzdu

4.2 La diferencial de un cociente es igual al denomina-

dor por la diferencial del nominador, menos el nominador

por la diferencial del nominador y el todo partido por el
cuadrado del denominador.

y=— dy= vdu—udy
v )
1.2 Aplicacion: y = log. (sinx) haciendo sinx=u
tenemos: y = log. u dy = m—u(5 du
de: n'=sin X,

du=cos X
sustituyendo du y u tenemos:

dy __ log.ecosx
dx

e .d)_’_ log. e
sin x lue":‘udx—tang. X
2°y=2_ hagamos 1 — 3x*=u, du=fxdx
g
y=——=u"1" dy=
V'

Ly ¥ ¢ u,sustituyendolos va-

3
lores de u y du: dy= 1? (1 — 3x2)

2gxdx eliminando y
efectuando: dy=

‘ 3.2 y =sin (L X)
. haciendo Lx=u, du= de
se tendrda y = sin u,

dy = cos u du
sustituyendo los valores de u y du:

dy:@:%cos (L x) ax
4.°

y =1lg (log. x)

u = log. x

dx
y=Igu dy da

I
M

du=

s

d x
= T X

m X (103‘. X)
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5.° y=V 2 _x elevando ambos al cuadrado y dife-

renciando ambos:

2 2 2
y =a —X

reemplazando y por su valor dy =

2 ydy = 2 xdx

luego dy = ’%

xdx

2 2
A=K

Podria tratarse este caso de otra manera, haciendo:

de donde

Ahora tendriamos:

a —X =u

du=—12xNd =5
2

R e

=

[

dy=i~u du

2

sustituyendo los valores:

dy=

6. y = arc tang ( yea

al mismo tiempo }

Yy = arc tang. u

ay %5 (2)

—a=
Y——dv )

2xdx e xdx.
T 2 2 3
il el g
>) hagamos ;—==u
-
b—z=z

vo
luegou=-—-; dz— g2

S zdv —2 vdz
v
(h—x) — (x—a) dx

du =
(b —x)?

sustituyendo en () los respectivos valores:

(b — x)—(x—a)dx (b + a) dx
by (b—x)z ' (];~x)2 e (b2+a) dx.;o—x)2 i
14 (X—a2 b — %) +<X2—a (b—x)" (b—x)" + (x —a)

(b —x) (b —x)

7.0 y—=¢®r* haciendo sin x =u

u
y=e

(b 4+ a) dx
b—x° +x-af

du = cos x tenemos:

u sin x
dy=e du=e cos x dx
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8.2 y—avosinx— V 1+ haciendo u=V",_* para ha-

llar du hacemos:

s dx [T xdx L% (1+4-x) dx i, ply
VT——? l’ 1——:12 1-—)(2 2udu_—-2x2 dx
aw_ gxdx _ XdX
" o Vl—x2

9.2 y—=x sin x4 cosx; hagamos u=xsinx, y COmMO es un

producto, pondremos u = vz, siendo v=x z=sin x,
dv = dx, dz = cos X, du= vdz — zdv, du=x cos xdx — sin xdx.

y=u- cosx

dy——:fl(u)—l—fl(cos x)

dy =x cos xdx — sin xdx +sin xdx

FUNCIONES IMPLICITAS

Se llama funcién implicita aquella que se presenta bajo

la forma f (u)=o0 y que no puede tomar la forma

fr(=)=v

Estas funciones pueden igualarse 4 las funciones de dos

6 mas variables Z=f (x.y) en cuanto & su resolucion se
expresa por la siguiente regla:

La diferencial de una funcién de dos 6 mas variables,
es igual 4 la suma de las diferenciales parciales; es decir:
la diferencial dela funcién propuesta con razén & una de
las variables, considerando las demds como constantes,

més la diferencial de la misma funcién con relacion a

otra variable, considerando las demas como constantes.

f(xy)=0=f;{ (x.y) as + Jy (x.y) dy=o
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Aplicacion 1.2 yz = 213 y2 — 2px =o0

diferenciando con relaciéon a y como variable:

» » » _ f,y (y2 —2p.X) = 2ydy
ahora » » » f;{ (3’2 — 2px) = bz
2ydy = — 2pdx STY =L

Aplicacion 22 " y* + b x" —a 1 = o
dy = — b’ xdx  dy = — b’x

2 dx 2
a’y ay

l
i
l Luego [ (x-v) + [y (x.y) = 2ydy + 2pdx = o
E
|

Diferenciacién de una funcién de varias funciones de

una variable:
u=f(y—z.) en que yiz son funciones de x,
2 , o (XY : s (X.Y L
se tendra du= df. (71}‘) dy + df (57) dz
peroteniendoen cuenta que dy i dz corresponden 4 yiz que

son funciones de (x) habra que espresarlos con relacion

ax lo que d& dy = y’dx (—gi—) dx; dz = z'dz = (jdf?) dx y se

Asi la diferencial de una fracciéon de varias variables
que son & su vez funcién de una misma variable indepen-

diente, es igual a4 la suma de las diferenciales parciales

con respecto 4 dichas variables.
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DERIVADAS Y DIFERENCIALES SUCESIVAS

Sea f (x) la funcién primitiva, su primer derivada sera,
) ar . a ; : o
' (x) 6 4 6 & — diferenciando esta nueva funcién se

tendrs la diferencial ¢ derivada segunda,

y asi sucesivamente.

Sean £ (x) sx™ la 1.2 derivada seraf ¥ — ma x"

d2 i 2
la 7 x 23 = am (m—1) x(m_ )

dx
dg m — 2
la 3.2 -f?'v:am m—1| {m —2 x( )
dx
2, dy a® v
12y =cx — x5 == = ¢ — 2x; =2
. — 5 = 2R 2 = =
dx dxz
2 3
D o 2 . dy 2 S e
A y=x"—3x 4+ 1 2 =3 — 33— =6x 2 =6
dx dx
2 S 4 n
a G ax oy a4 D dxEiEn __dx
3')’=L-X;dy=77dy=‘2—7d§’—_47d Yi S
X X X
4.2 y = sinx BYER YA =S COR X 6o fx:ax
dy = cosxdx dy = — sin x dx dy:axladx
2
dy2 =—sgin xdx2 dy2=—cosx dx dyg—a.x (1a>2 dx2
é 3 T
d3y————cosxdx3 dygz sin x dx dy3—a,x (1a)3 dx3
4 4 =
dy4: sin xdx4 dy =— cos x dx dyizax (la)4 dx4
dy5 :——cosxdx5 dy5: sinxdx5

en algunos casos conviene hallar las derivadas por el

proceder siguiente; igualando f (x) & una cantidad cual-
g Gy =
dx =y

quiera f (x| = u sea fx = yint xfis
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. d =
haciendo ¥ = u tenemos u= —’; —x=uy
diferenciando — x = u y, tenemos — dx —udy 4+ ydu

i 7
dividiendo por dx; —1=ug¥ 4 o=

2

o dy dy _ du —+a
=1 u gy pero a;__uluego§=( = )
y
2 2 =
14— 2 2
uw X yda__ o | y 4+ x
1 oL yax_ (.__Y_) T (hs)
y y &
2 2 2
90 () o dy y +x
luegof (k)=—2=—(—3)
. dx y

SERIE DE TAYLOR

La férmula general de la série de Taylor 6 sea el desa-

rrollo dela f(x 4+ I se expresa por

) 9 2 ) ‘
faxtn =@+ h+ 7 x) 2 4 f <x>1;:%+f”<x)—i

1.2.34.

P
_I_fn (2) 1.2.3...n

en la que h es el incremento finito de la funciéon. Esta
formula indica el desarrollo de f (x+h) segun las potencias
enteras y crecientes de (h) siendo entera la funcién; el
desarrollo para la derivada de érden (n) que es el grado
6 potencia de la funcién.

La misma forma de desarrollo se aplica & una funcién
continua, pero en este caso este continua indefinidamente
y constituye una série.

1.° desarrollar

fx =y =(x4 a)™; tenemos f! (x) =mx™ "% {2 (x) =m (m — 1) x™?

B x)=m(m—1) (m-2)x™3
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y aplicando la férmula:

m m m—1 mim—1) 2 m—2 mm-—1 m—2 3 m—3
f. (x+a) =x .+ max +—1——2——)a x +——12—)3——a x

SERIE DE MACLAURIN

Si en la funcién y—f(x+h) y en su desarrollo por la
série de Newton, se sustituye x por o ¥ h por x.

La férmula anterior toma la siguiente forma:

2 3
y=f+x)=Ff0)+©x+1"(© F =+ (©) N O
férmula conocida por el nombre de Maclaurin.

Desarrollar por ejemplo:
y = sin x; f1 (X) = cos X;
f2 (x) = — sin x; 3 (x) = — €08 X; f4 (x) = sin X.
haciendo x =0 resulta:
f)=0; Pm=1; P@=—0; PO=—1; f*x)=0

luego

o 2 3 4

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD DE LAS CURVAS

Tomemos la funcién f(x) que representa una curva

plana y para la cual x es la ordenada €’ y su abcisa.
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La derivada —gi—= f (x) que representa el incremento
de la ordenada es la tangente trigonométrica del angulo

. d,
formado por la curva y la abcisa dx luego - es el

coeficiente angular de la tangente y facil es percibir

que cuando f (x)= —g% es positiva, la ordenada dy crece,

la curva sube y el coeficiente angular indica un dangulo
agudo.

d '
Cuando f x — 3 es negativa, la ordena-

da dy decrece, la tangente forma un angulo

obtuso y la curva baja.

Cuando f (x)=‘z—’; =0; indica naturalmente una tan-
gente horizontal sea paralela al eje de las abcisas.

Cuando f(x)=0 es decir cuando el valor de x anula
la ordenada, es evidente que la curva corta el eje de
las abcisas.

Cuando f(x) tiene raices repetidas, estas convienen
también & f (x) y en los puntos correspondientes habra
contacto con el eje de abcisas.

X1 mismo significado de f’ (x) se tiene con respecto a
f7 (x) en relacién con f (x) pues cuando f’(x) crece el
coeficiente angular aumenta y la curva presenta su cur-
vatura hacia arriba; f’(x) es negativa 6 decrece, el
coeficiente decrece y la curva tiene la concavidad hacia
abajo; si f’ (x) corresponde generalmente cuando la cur-

va pasa de céncava & convexa, 6 sea 4 un punto de

inflexion.

Si se cambia de variable independiente y tomamos



A ()=

f(y)=x, las mismas consideraciones sucederan teniendo

presente que se aplicardn al eje de las ordenadas.

. [s§
y=f@x) =x™ la derivada es - =mx®"*

! ‘ y
supongamos m par; sea m=4% —3;'— = 4&® & = x

e 2 . o
positiva, ‘;’,‘y —f (x)=12x® siempre positi-

va aunque x sea positivo 6 negativo luego la curva

tiene su concavidad hacia arriba.

Si m es impar pero positivo, f(x) cambia
de signo, f (x) no cambia y f’(x) cambia
cuando x pasa de positivo 4 negativo, luego
la curva es como lo indica la figura.

SRS
x @ — )/ xP se presentan 4 casos, dos en que q es

fx

par y dos en que es impar segun p lo sea 60 no.

2n
para ),:Vx2m+1
3 2m —2n + 1 | o 2m — 4n +1
f=ax —_Tn’_-vf Y=t

la curva afectara la forma de la figura 3.

2m 2m —2n — 1
y=x 2n + 1 y’:ax 2n + 1

Y
y'=abx  m+1 > :

la curva sera la de la figura 4.

72m+1
fyv=x 2n+1

2m — 20 g, _ g fm—4n— 1 i
—_— DR—— X —m—
2n + 1 7 x Bl 2n + 1

V5 = apR

la curva sera figura 5 5)
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CON EXPONENTE m. NEGATIVO

J 2 e
v=x \‘]=——X. n-1

’ -3 Vn__m(m+1)

dp S0 Tmandat 9

Si m es par la curva sera figura 6

Yy si m es impar, la figura 7

CON FUNCION LOGARITMICA

sea ahora y = L x

|
|
5y i
S L PR |
Pl x s 2 ' 1|
x
y para y = 5~ i
o — la % i
x ¥ 5
v’ = (la)*a x

para y = sin x

’

Yy = conx

y

”

sin x

TANGENTES Y NORMALES A LAS CURVAS PLANAS

. . o G q |
Sabido es que la diferencial <Y representa el coeficiente
angular de la tangente, para el incremento de y en

funcién de x, facil es por este medio determinar las

tangentes & curvas cuyas ecuaciones son dadas.
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De la geometria analitica se tiene para la ecuacion
de una tangente en el punto cuyas coordenadas son y’ x'
y—y =a(x—x)
en la cual a es el coeficiente angular que en este caso

a . . dy
puede sustituirse por su equivalente g

luego y——y’:%(x—x’) (1)
que es la ecuacion general de la tangente & una curva
cualquiera. De la misma manera se obtiene para la
normal:
y-v=g(x-x) (2]

1. Ejemplo: Tangente 4 la circunferencia y2 4% =

s

] ; d
diferenciando X = =

&
y para el punto dado %§ _—_:y’L

Sustituyendo ese valor en la ecuacion general 1

y—y ___;yx_ : (x — ¥ ) transformando:
yy'—y’2=——xx’+x’2 )’y’+xx’=x’2—|—y’2
pero también yy + x’ X' =y? + 3 =7

luego yy +x x' 6 y? 4 x?es constante é igual a 12 .
2.° Tangente 4 la Elipse.

Su ecuacion es a® y* 4+ LF x* = & 1

— h2
de donde &¥ — =P"X. vy p2 el punto de contacto:
dx a2 y
ay _ =p ¥
dx & a2 Y

luego la ecuacién de la langente:

y_Y—:ﬁlwx_f)
a2 ¥’ -
; . —a? y ,
y}lade la normal. . . . ... .. y—Yy = Syt x—x)
Para la hypérbola se tiene; tang o a4 '
ara la hypérbola se tiene; tang. (y —y ) SETn (x — X
B )

normal ( y— VY ) =




3.° Para la Paribola — cuya ecuacion es y* =2 px

‘ : (e

| dx y
tang. (y —y") =% (x —x’)
normal (y — y’) % (x—x’)

k. 4.—Para la logaritmica:

)
| d o .434;
ey los: B0

ax ' I’x x

| tangente (s — y) = 9% (x —x’)

L7 Siendo v’ =o y’ — long. x’=— &

gy __loge

‘ 1 jl 4 & : d= o =

=

lo que indica que el eje de las

y es asintota & la curva del lade
de las y negativas. '

para x’ =1

v =logx’ =0 luego dy _loge _ jog e

O ﬁ X
luego en el punto A donde la curva corta el eje x se tiene
tang @ = 0,4323
para x’ = o«

dy loge =

) .
— PP S T ——
y =logx =@ yg=—7F o

luego la curva se alza constantemente del eje de las xy al
infinito llega & ser paralela & ese eje,
5.2 Para la sinuosidad y = sin x

Se tiene ¥ = cos x
ax

y la tang (y — y’) = cos (x — X’)

six’=o0
. d
y =sinx'=o0; ¥ %{: cos x’
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luego la curva pasa por el origen oy la tangente ¢ se
hace =1 luego tang ® = 1=45°,
Para x’ =m = 180°
dy

y =sinx' = o F=Ccos X' =cosm=—1

Asien el punto Bque dd x’ — w sostiene tang ¢’ = —1- 135°
para x’ = % © =900 cosx’=o0 Yytanggp=o

lo que indica que en los puntos A y C la tangente es pa-
ralela al eje de las x.
RADIO DE CURVATURA

Sea y = f(x) la ecuacién de una curva PP'M, y PA,

P’B las tangentes de dos puntos tan préximos que casi

-/ se confunda la curva conlas
c
v = tangentes.
\
\ /i PO, P’ O las normales de
Vil
Z ‘;/ ‘ los puntos P, P’ que concu-
Bopng
/\4’/ /g rren al centro C de curva-
A Mo B X
’ tura, C P sera el radio de

curvatura del punto P y sera perpendicular a PA.

'y PP,
Luego: tﬂng.C:%— q de donde CP:W [1] L

Pero, tang. C=tang. B pucs que los dos triangulos P O P’
y AEB tienen sus lados reciprocamente perpendicula-

res; asi se tendrda CP = Ki% [2], pero B=(9—¢’)

tang. P — tang. (p’ [3]

luego tang. B= (9 — @) =

1 + tang. P tang. cp’




EENGETE

haciendo, tang. ¢ =n.... ¥ tang. ¢ =rn’, y atendiendo que
en el presente caso las dos tangentes difieren solo en
la diferencial dn, se tiene n’=n-4du, luego sustituyen-

do este valor en la (3)
n+dn—n dn

tang. § = I1+nmn+dn) S e

Por otra parte en el tridngulo rectangulo P’QP se

tiene

ppt— VF‘Q2+W2 = V(d.,v>2+<dx)2 — dx V1+ =

~ Sustituyendo en [1] estos valores de PP’ y tang. .

CP=V1+(—§§-)2 = de1+<—3§—>2 (140 +ndn)
dn

dn

51 +n2 4+ ndn
n dn puede despreciarse con relaciéon a 14-n*, asi que

dividiendo por dx

Radio R_CP_Vi—l- o A

dn
i Tdx
Haciendo ahora,
” dn d2 y
n = tang. CP———‘—f g T AL =f"(x)
X

la relacion anterior puede expresarse por

" (ref (140 T) V(1+ reolff 4]

7 (x) 1 (x)

que es la ecuacion general del radio de curvatura.
Aplicacién & la pardbola y*=2px
w=r =g 3 (rw) =1

pero de n= % se tiene yn=p dlferenciando

v dx +n—-——0 sea y—-—-l—n =0
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AR i Dy 1Y

de dondey 3 =— pere n’ = —g-
dn , v __ —n2 —p?

luego ; 6 sea f et et =

1y sustituyendo esos valores en la formula (4)

- - 3 3
T 5 T
szl_ +<y2>J =—y3(y2)2+(p2)2 (2t 2
=) & p2(y2)% 4

y3
para y=o por consiguiente en el vértice de la curva

luego para el vértice elradio es igual al parametro.

Nora.—El signo de R depende del de t” (x), asi cuando f’ (x) sea

positivo R lo seréd y la curva tendra su convexidad hacia arriba; cuando

R resulte negalivo la convexidad serd hicia abajo.

Ejemplo 2.° — El radio de curvatura de la Elipse sera

b TR s b b4
ds Y=§Va2—x2 f(X)ZEVa_EI
f” (X): —ab
VV(?“Z x.‘))?
de donde:

= a2 —p2 1B
v s i2ag -
& oy
R=—— = — como férmula general.

— o, es decir, para el extremo del eje menor

Si se tiene x

o _hH2
se tendra: o= 1‘)“

lo mismo para x=a, al extremo del eje mayor:

— b2
a

=

TOMO I
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Ejemplo 3. — Para la circunferencia resulta:

pado PE=3F r@="TrE) :
=1%\? ZAm\ 5" 3
R.:‘/(lﬂ-[y]> y3=<1+_y7>2§’3= (y? +£x2)2 5%
— (y2 +x2) y2 3
yd —(y2 +x2) —(y2+=x2)(52)2
: =z
(y2+22)2=V y21x

MAXIMOS Y MINIMOS

Se llama valor mdximo de una funcion al que es mayor
que el que le precede y que el que le sigue; del mismo
modo, valor minimo, es el que es menor que el precedente
y siguiente.

La figura adjunta representa el desarrollo de la funcion

2] : y=f(x),asl come el de su pri-
| J / $ T mera y segunda derivada.
|

La curva ¢, representativa de

la funcion y=f(x), indica que

la tangente va creciendo hasta

‘ ok A e ; g
o NS B N el puni;o M donde llega & ser
| : | [ . .
B [N (R i paralela al eje de abcisas, esto:
A | : f 4
I i J,.-{\i't €8, y=1(x)= g es creciente has-
\ (7 x
| : \”,.1,4 .- ¢ tallegard M, donde T =0 y
L luego decreciente hasta llegar 4 M, donde también siendo-

paralela al eje de abcisas vuelve a ser % = o.

Los puntos M M; son maximos y M; es minimo.

Luego todo maximo ¢ minimo de la funcién y—=f (x)




responde & una derivada de primer orden de valor nulo,
yi=f1 (X)Z%ZE:O'

Asi los puntos M M, M, de la curva ¢, se encuentran
sobre el eje o, x'.

Para distinguir un méximo de un minimo hay que recu-
rrir &4 la derivada segunda representada porla curva Cs y
por ella se vé: que & un maximo P M corresponde en la
curva C, una ordenada negativa, mientas que al minimo
M; P; corresponde una ordenada positivap” M”; de donde
se deduce que es el signo de la derivada segunda y”’ =1" (x)
el que hace distinguir un maximo de un minimo, siendo asi

que para el primero corresponde la derivada de signo

~ negativo y positivo para el segundo.

La regla general & seguirse puede espresarse asi: dada
una funcién y de una sola variable x, témese la derivada
primera de y con relacion 4 x y se iguala a cero ese
valor, asi:

dy _ o
&_f

(x)=o

Resuelta esta eduacion, dara para x valores que corres-
ponderan & maximos y 4 minimos, para determinarlos se
deduce la derivada segunda y” =’ (x), y segun sea esta de-
rivada negativa 6 positiva, resultara un maximo 0 un
minimo. :

Ejemplo 1.° — y=cx—x?; tomando las derivadas pri-
mera y segunda

f (x)-:%%:c—QX:O, de donde x = ¢

P (x) = = _'2, siendo negativa esta derivada el valor

dx
X = corresponde & un méximo.
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Ejemplo 2.° y — 2ax? L 2bx— !, corresponde & y = f (x

jemp y = 3 )
3

b

2a

derivada primera f* (x) = 4ax — 2bx™ 2 = 0, de donde x = V

: 4b o
»  segundaf’ (x) = 4x 4 — valor positivo,
X

luego el valor hallado para x, corresponde & un minimo.
Ejemplo 3. — Supéngase que la curva M S M, respon-

da & la ecuacion

v = x® — 3x + 1 [1] relacionada & los ejes 0’ y’ 0'x

La primera derivada es £ (x) = y’ = 3x¥— 3

la segunda » »ofr(x) =y = Ox
haciendo 8x2 — 3 =0 se tiene x = 1+ 1
de y"=6x=0 se tiene x = 0.

Sustituyendo el valor de x, en la ecuacion [1]
y=1=8+1==—1
y=—1+434+1=+43

Asi las coordenadas de los puntos M y M, seran

il Y =8
para el maximun M
=\

A y =t
para M1 minimun %
x=+41

El punto de inflexién s se halla determinado por' la
resolucién de la derivada segunda, pues teniendo
vy’ = 6x = 0, de donde x = 0,
resulta que S se hallara sobre el eje'de las y sea 0’y

asi mismo por la resolucion de la ecuacion [1] con x =0

se tiene y =41
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DIFERENCIALES

DE LAS FUNCIONES SIMPLES Y MAS COMUNES

FUNCIONES DIFERENCIALES
y= x™ dy = mx™ ~ ldx »
e (@ dy = e® dx }
== dy = m*Lm. dx
d
o= Il 5 oy = -XE
TA=— dy'= cos x.dx
W ES LBy dy = — sin x. dx
ds
y—= lang. x Gl = i CE
i cos? x
. dx
y= arc. 8. X dy = S
} Vi—s?
i dx
= are. cos. x i dy = = =
: 4T
y= arc. laiz. X | dy £
= aresgang.s i e IO
k 1+ x2
dx
v.= tog. x oy = log, l—}—-—}{)
u V.da —u. d
Y o = U OV _7u Y
v2
Y= u. v. dy = u.dv—+v.du
v= 1% ay= S
2, Vx
1 1
Y Gl = —s




CALCULO INTEGRAL

El calculo integral tiene por objety el encontrar la fun-
~ cién de que procede una derivada ¢ diferencial conocida;
esto es dada una diferencial hallar la funcién que la pro-
dujo; [ f(x)dx=f (x)

Como dos funciones y= [(x)yy = f(x)+C. dan la
misma diferencial y = f (x) = %-§ y que en si no se dife-
rencian mas que por la constante arbitraria c, se deduce

que; dada una diferencial y’ — f' (x) su funcién primitiva

debe ser de la forma y = f(x) 4 C. Luego para integrar

ft(x), se tiene f(x)4C.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE UNA INTEGRAL

Supongamos que se dé una
i o e 2 = o _dz
diferencial y = [ (x) = I v que

se quiere buscar la funcién pri-

mitiva; supongamos también el

problema resuelto y que esa

funcién represente la curva LM
M dibujada con relacion & sus ejes de coordenadas y y x.

Si consideramos un pequefio incremento PP’ = dx se
comprende que la ordenada y variara en una proporcion
dada de una cantidad dy, luego en el presente caso la

ordenada P'M = L P 4 dy = y x dy; pero en el tridangulo
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L Q M, dy = dx tang. (M L Q); la tang. (L. M Q) S€ deduce de
1: tang. :: dx :dy, tang. = g_—i luegof dy=dx%l—§=dxf’ (x) == 7 65T

Como el aumento de todas las ordenadas sigue la misma
proporcién, resulta que la ordenada final M” P” es la
suma de I P =y, mas los incrementos dy, luego

dy=2y dx

‘que también puede escribirse fdy: fy’ dx, lo que dice:
integral de dy igual integral de y dx.

Limites de una integral. — En el presente caso se desea
calcular esa suma X y’ dx solo entre las abcisas L Py M” P
para las cuales las ordenadas son respectivamente
x—AQ=a ¥y X’ =0P=h, luego seran estos los limites
_entre los cuales debers calcularse la integral y se escribira
la expresion anterior:

f: dy = f]: y’ dx.
Si en el origen de las abcisas y ordenadas O debe empe-

zar el calculo, es evidente que a sera o, luego:
b b
e . J
fo dy = J‘ o dx
.del mismo modo si empezara el cdlculo & la izquierda de
0, a seria negativo:
b a
f_a dy = f_a y’ dx.

El uso de esos limites es sustituir esos valores en la
integral hallada, dandole asi dos valores para luego restar
el uno del otro si fuera necesario.

Cuando los limites entre los cuales se calcula una inte-

gral son conocidos, se dice que la Integral es definida, en

caso contrario toma el nombre de Integral indefinida.




Reglas de integracién

FUNCIONES SIMPLES

Una integral monomia se cbtiene aumentando una
unidad al esponente de la variable y d1v1dlendola por ese

esponente aumentado

; xm + 1
asi [Mdax=""r+o

como prueba de esta regla tenemos y—x™, su diferenciak
es dy =mx™ ~ ! dx, luego si se busca la integral:
iy = f mx™ 1 dx

es evidente que aplicando la regla se tiene

mxm—1+1 (R L S
=TT mae +e
m (x —a)m-+1
dy=[(x—a)®, y="T2oto

sipm 1

dy=fsinm_\' Gl 5= m—_'_l}i—l—c, parady:f(a—[—bxm)p
haciendo a4 bx™ =1z, se tiene dz=mhx™t!dx
por otra parte teniamos dy = f /# de donde

zP 4+ 1
p+1

La misma regla es aplicable cuando en una integral

4- ¢, sustituyendo y _ (a4bx™)P 41 +c

y=

dada hay dos factores de los cuales el uno es diferencial

del otro; con escepcion de los factores, como en:
y=f X dx (a—{-};xm)p
en que x™ ! es diferencial de a -4 bx™

En efecto, haciendo a ++ bx™® = z tenemos dz = mbx™ ~* dx,

de donde SR Do = %5 sustituyendo:
_ 4= T SRE N i ST
v=[wsfoanf Fe=2
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y dando & z su valor

_ (a+bxM)P 41
= “mb@+y T°

La integral de una suma de diferenciales de una misma
variable x, se obtiene haciendo la suma de los integrales
de las deferenciales parciales.

fd(u + v —12) fdu—l—fdv—fdz-i—c

f f m+1 2(11+1 0+1
y= X dx 4 xd\~xdx—m+1+n+1+o+1—[—c

dy=lixgg—dx+cosxdx serd; y :f—loxie—dx—l—fcosxdx
y=log.x4sinx+4c

:(ax-|—x2)2dx=fazxg+f2ax3+fx4_dx= 2

2 3

+
3a x4 x5
S8 o
Se deduce de estas aplicaciones que los factores inde-

pendientes 6 constantes de la diferencial, son conserva-

dos en la integral obtenida.

INTEGRALES LOGARITMICAS

Cuando bajo el signo de la integral hay una diferen-
cial de una funcion partida por la funcién, esa integral

se expresara por logaritmos.
dx
— .x+4c
COS X =12
ginxdx=4dz
dz S 0l
:sz(Lcosx—,—c)

(x2—a=x
2xdx=uz

dy—f(:d_xa) L-(x2~a)+o?xax=dz

in x d
dy:f =S E - —Leosx+c

y=Lz=L(x*—a)-+c¢
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—1 4x g ‘
dy = : n__ 5 dz — m—1
yA— J o+ o) haciendo a -+ bx z dz = mbx dx..
= 3L e
Y xm—ldx=—i—iluego Al S
; a + bx™ mb Z

y entonces la integral de esa forma sera:
¥ =25 L. (a4 bx™) 4 ¢
pero dividir un logaritmo por una cantidad es la estrac-
mb

cién de la raiz del numero, luego ib Lz=LYV %. luego te-

nemos que s L@+ ™) +e= L
Va -+ k- bx™

INTEGRALES EXPONENCIALES

dy = exdx; y=fexdx=ex+c
dy = a* L. adx; y=.faXL. adx =a*+ ¢

INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

Estas integrales son las de la forma:
fCOS x dx = sin x 4 ¢

INTEGRALES CICLOMETRICAS

= arn .sinx 4 ¢

dx
Son las de la forma J Vi @

dx sacando a? del radical:

Y‘fﬁx

(74 - [y




X

: ' N
haciendo = a7z ==X a dz = dx; y (i) = 72

luego sustituyendo:

dz
- = a arc sin z -+ ¢
V‘l —x

. X
sean it a arc sin — + ¢

DIFERENTES METODOS. — FRACCIONES RACIONALES. — INTE-
GRACION POR SUSTITUCION 0 CAMBIO DE LA VARIABLE

xdx
y = J}/*})f_‘—_—"‘{? poniendo x* + p® = g udu = xdx
2 N wdu_ _ fudu =l
podra escribirse JVIT = J el Idu =u-tec
reemplazando u por su valor Y x? +$2
xdx e
se tendrd y=[—t—— = ;2 24 ¢
|

Integracion por partes = Asi como para diferenciar un
producto d (uv) se tiene dy = udv+ vdu, la integral de
un producto f(u dv), ambas funciones dx, sera;

j‘(udv):uv—fudu.

_fxcosxdx haciendo (x=u), (cosxdx:dv), (sinx:v) se

tendra:
fxcosxdx:f (wdv) =uv—‘fvdu:
:xsinx—fsinxdx=xsinx+oosx—l—rc

20 y=[lxdx haciendo l.x=U y; dx=dv y aplicando

q d:
la formula uv —j‘ vdu tenemos du= >X=V.

y=xl.x—fxi—x=xlx—x.
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3.° y=fxsinxd.\'; = eGSR Rv== S]] VA=
— fsin dS=1cOI%"
de dondey=fxsinxdx=f(udv)=uv—fvdu ]
=xcosx—fcosxdx=xcosx—|—sinx—|—c

X

4.° y=_f1. x d x. haciendo lx=u; du = d?; dx=dv; x=v
luego y =flxdx=f (udv) = xlx -~ %:
=x1x—fdx=xlx— X
.0 y =f x2cos xdx haciendo u= x%du=xdx
dv=cosxdx v=sinXx
luego Zsinx — fsin xdx
haciendo nuevamente la integracién del producto:

jxsinxdx

en el cual So= 1 Gl 57 = & Gl S

6l 5% = ol W vV = c0s X
tenemos: f};sinx dx:—xcosx—fcosxdx:xcosx—sinx,
luego: fxz cos xdx = x* sinx—(—xcosx-l—siux):

= x2 sin X - X ¢0s X — sin X

INTEGRACION DE FRACCIONES RACIONALES

Sea yf Zafl .

3 to2x2 —_x—2
1.0 Efectuar la division si hubiese lugar & ello, para re-
ducir la fraccién ( sera preciso que el esponente mayor
esté con el denominador). b

2.0 Buscar las raices enteras del denominador. En el '

presente caso estas son tres, 4 saber:

=@E—1) x+1) @42
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8.° Sustituir la funcion dada por la suma de nuevas —
fracciones representando el numerador por A.B.C.... en el

presente caso5x* —x —3 = A.... B.... C, sean pues
c

A B
fx—1 +x+1 +x+2
4.° Reducir estas fracciones al comun denominador

A+ x+)+Bax—D)E+D+CE—1) E—2=
Ax2—Ax—2A—-Bx2—B—-Cx2—-3Cx+4+2C=5 x2—x —3

5.° Separando los factores de x* de x y de 3 cambiando
los signos é igualando los factores;
x(A4+B4-C)=5
—x(A+B+3C) =1
—(2A+2B -2C)=3
y resolviendo ahora estas ecuaciones sc tiene;

A+B=7 A=-38
2A4+B=7 B=+5
2.6 = 1.5 C=+2

Entonces podemos escribir:

5 x2—xi'3 8dx 15 dx 2 dx

=8log. (x —1) 4 15log. (x +1) +2log. (x +2)4-¢

Asi se vé que siempre que pueda descomponerse una
fraccién empleando factores indetermidos se le conver-

tira & la forma:

P A B G}
JF@V‘J@—miJu+thJ@-@

Cuyas integrales seran siempre de la forma logaritmica

L (x 4+ a)
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Si la fraccién racional dada tuviera raices reales y
repetidas: ] !
Por ejemplo, F (x) = (x —a)® (x — b) (x — ¢) lo que indica
una ecuacién de quinto grado, podrd ponerse bajo la

siguiente forma para tener cinco funciones:

c D o
JF(X) J(x—a) I(K—a) I(X—a)_}-I;TP—E_IJ?x—B

Las dos primeras fracciones pueden integrarse, haciendo

(x —a) =1z de donde:

dx=dzy i\ﬂ =A |27 Q="1Az" =L Ax—a)" ——A—2
z® d 4 2(x—a)
B
B dx = C
Jv(x_a)Q——X_alos demasj;—a—-low(x—a) :

y se tendran:

IﬁF%)zz(xA_ a)f X Ea*‘l(x*a)“(X*@“'lg' (x—B)+e

Luego la integral de una fraccién cuyo denominador
tiene sus raices reales, da origen & integrales parciales
que son logaritmas 6 monomias.

Si la fraccién dada tuviera raices imaginarias

x=a-+b V——1
con su conjugada a — b )/ — 1 que dan lugar & la exis-
tencia de un factor real de 2.° grado en F (x) de la forma:
(x—a)’ +b?;

Asi podrd la fraccién descomponerse como sigue:.

f(x) A+ Bx A+ B'x
B& (x—a)z—{—b (e A hE

para integrar:

—|—BX il A dx. it x Bdx
f(x—a)22)+ b?

(x —a)f 4 b? (x—a)2 -|-lo2
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a primera es de la forma de; arc. tang. ¥ la segunda se

integra haciendo (x| = Z; *=27" de donde:

" 4 d
aefs z ok xdx g (a+z)dz —Ba dz +B zdz
22+ b (x—a)+Db i i SE T 2% + b2

o

y por fin sustituyendo:

3A—}—Bx&_ ~_AJBa
| (X—a)2+b2_(A+Ba)J +b2+ I +b2 B

+Blg.(‘x—a)2—}—l) )

X —
arc. tang. 5

CUADRATURA DE LAS AREAS PLANAS

m__B Sea y — f(x) la ecuacién de una
curva AB que limita una figura

AA’ BB cuya superficie se desea.

I
|
1
I
|
1 ,}, conocer; tomandose dos puntos
MM’ muy préximos entre si, cada
uno tendra por coordenadas:
M, (y x) M’ (y + dy) (x + dx)
luego formaran un trapecio MP M P’, cuya drea es:
ds — YT @ +Ay 4o
2

pero la superficie total S, serd la suma de los elementos.
ds; y podréd expresarse: S = | ds =‘f!ﬂy§+—dy) dx
En su estado de limite dy puede ser despreciada y la

expresion Y=Y+ 99 qx convertirse en ydx

luego se tendra como ecuacién general para la cuadra-

ura de las areas (1) [ = J yax
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Esta integral se halla casi siempre definida por cono-
cerse los limites de la area que se desea conocer y enton-

ces si se conoce, 0 A’ =X y 0B = X’

XI
se expresara S = J ydx
X

-y siendo conocido AA’=Y y BB =Y’

y’
S zj ydx.
y

12 Aplicacion—Superficie de un triangulo rectangulo.

La ecuacion dela linea [ (a) =y=ax

! ]
{ sustituyendo en la ecuacién gene-
\
e 1y ral S = f ydx el valor de y é inte-
T R
o z » grando:

b 2
S=I:\de =§?X—|-C
(¢}

:tomando x = o y x = b, para x — o S sera 0; luego 0=0 4 C

-de donde ¢ = o queda sélo el limite <&, que da

ab? h?
S=T—|—c—(o—|—c)=aT

buscando el valor del coeficiente a con relacién a

0B =hyBB =h r: tang.a::b:h a:—L1
hb?2 _ hb

_y sustituyendo S =2>-

2b ~ 2

-que es realmente la superficie buscada.

2.2 Superficie de un trapecio.

o La ecuacién de la linea A B
A 1 es y = ax y la ecuacion gene-
i iy’ - .
- 55 ?’ | ral S = [ ydx sustituyendo (y)
4 Az B por su valor, é integrando den-
tro de los limites:

0A’ =Xy 0B =X
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X’ X ~
S = [ ax dx; pero para X se tiene [ ux dx = %’9
? [ 0

X,
Y para X’ J, ax dx — a'_);'_z
o

1 X’ X’ X i L I
luego I AR AR = r axdx — r E s S28E 8 =—;— X2 x?2
7o o

2 2
X

‘ Resultando:
XY
S= [ axdy = § (X'4+ X) (X!~ X (n)
) x d

Para hallar el valor del coeficiente a
llamando BB’ = Y y AA’ — Y
i — ;, v a =—)—YI— de donde Y' = aX’' y Y = ax
sumando ambas expresiones:
Y + Y =a (X' + X] de donde (X’ — X) = T £¥
v sustituyendo este valor de X’ 4+ X en (n)

QIS Y4+Y X +X ¥ 4+7Y) (X+X)
Ak 2a e g

y efectivamente Y y Y’ son las dos alturas y X’ — X la

base b lo que permite escribir § = M+

3. Superficie de la Eclipse.

Cuya ecuacion es ax? + bx? — a*b?
de donde y = % Ve =%

valor que sustituido en la férmula

»

general da

pail X MR S,
A c [ydx'zr% a® — x? dx
e )

o

desde ya' se vé que parax — o, S SeTA 0y C — O

ahora integrando:

TOMO I 8




B ' MNPQ; p fz d—:--—‘pLx—pLa:L(;)p

F-— — — — ——

AR, 25

X p e~ b a? 53 b x iy,
S fo ?Vaz —x2 dx =+ arcsin —;+§-X—2-Va2-—a2
para x =a; y=">b luego sustituyendo x por a se tiene solo

ab 3 b a
S=_?arcsm1,pues _a_x'g_-l/_"a-?-—w )
a b g Tab

y finalmente S-—~fo?Va2—x2 dx=—-~

que es la superficie de la % parte, asi es que la férmula pa-

ra el total es:
a

S=4J‘=1;—Va3—x2 dx="ab.....

o
sise hiciera a—b—=r, la ecuacién ultima se transformaria
en S = 7 ¢’ que seria la del circulo.
4.° Superficie de la hiperbola, cuya ecuacion referida &
¥ } P
sus asimptotas es p=xy vo==
s:f_ydx:f gd.\:plx—l— ¢
contando la superficie desde x=a S€

— JLtiene pL.atc=0 Y c=—pLa; para

x

6 finalmente S=p L (3)-
5.° Superficie de la Parabola, cuya ecuacion referida &
su vértica es ¥ =2px; y=V2px
Sustituyendo ese valor de y ¢é integran-

do entre los limites o — y; x=AF:

s=[" yax=[ Vapxax




— 115 —
COMO para x=o, s =o resulta c—0
y sustituyendo y e’ x por Y y X
S=1XY
es decir que el area de una media parabola 6 segmento
AME sonlos ; del rectangulo de los coordenados x. y.

la parabola entera es % X Y siendo Y=2Y

6.° Superficie de la Logaritmica y =log. x
S:fydx:ffog.xdx: y
-~
=(log.x-—log.e)+c:xlog. E + ¢ /:e/
. “
¢ tomando logaritmos neperianos @ g

para los cuales log, e — 1

S=‘,‘L.xd.\'=xL.x~x+c(m) M
como para x=o la superficie s es o se tendrd o —o-4c
Y c=o larelacién (m) se convierte puesens — x L. x —x
integrando entre los limites x—1—0 A Yy x=X=0P se
tiene para la area A M p

X
S=LLxM=XLX—X—@—m:XLX—X+1

y para la parte 0 AM’ entre los limites:
X =0 y X —ME—=ROFA
1
Si= Lxdx=o0—1=—1
fo Xax (0]
Segtn esta expresion la area de A O M’ equivale al area

del cuadrado que tiene por costado 0 A tomadoporunidad.

Si & la escala, 0 A mide 10 cenfimetros, por ejemplo, la

area O A M! sera — 100 centimetros cuadrados.
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AREAS POR APROXIMACION

Para muchos casos, ya sea por complicacion en el
calculo ya sea por no requerir una gran exactitud, se
emplea para la cuadratura de las areas limitadas por una

6 varias curvas, el método de aproximacion por medio de

W la formula de Simpson.
1 ! |
b ! ey Dividiendo la base en un namero

P
4 g's ¥ % P« par de partes iguales — 3, sea aho-
=L tkom 1 L—
. rad = 8.

[:o+yn+4 (v14 ¥5 4 ¥o o Yyot) 2 (Yo Vet Yot Vo )]

Asi mismo se procederia
en caso de dos curvas, tra-

VRS A zando las ordenadas de y,

'# 4y, perpendiculares & una
base AB.

La férmula aproximativa, que serd mas exacta cuanto
m4s pequefia sea 3, dice que la superficie es igual al pro-
ducto del tercio de 8, por la suma de las ordenadas extre-
mas, mas cuatro veces la suma de las ordenadas impares,

mas dos veces la suma de las ordenadas pares.

Para calcular con facilidad y aproximacién suficiente las

ordenadas y, .... conviene & veces emplear la formula de
_interpolacion, sean x,, x, X, X,
Y ¥, — ¥o— ¥y — v, los valores simultdneos que toman las

ordenadas con relacion 4 las abcisas segin una ley parti-

cular de las relaciones entre ellas.




La ley que liga entre ellos todos esos volores y sus in-

termediarios, puede ser representada por:

y=Ay, +By,+Cyg+Dyg--ee- (4)
formula facil de aplicar conociendo los valores de los
coeficientes A.B.C.D...... dependientes de los valores
de x.

Segtn Lagrange, se tiene la siguiente ley para ligar y

conocer esos coeficientes:

iy BN 32 D in (T e ) il BT B Jeas
T (x1—%) (—x) (1T %)
e e W il ol St U

(*2—%1) (Y3~ %3) (¥p — X4 )

(x—x1) (N—Xg) (x—\3)_

=(xe—%) (%s—%) (%3 " Y4)

(‘xﬂ.x!) (x - Xg) vg'21=)3).—

(X4 — Xy ) (X —%2) (X4 — X3 )

Ley facil de observar, pues en el

L )
numerador y denominador hay tan- m
4 I
1
|

f
tos factores como términos menos (7

uno, x, que no entra en el numerador

del coeficiente A, es por lo contrario

el primer término de cada diferencia de su denominador;y

xe que no se halla en el numerador del segundo coeficiente
B, es & su vez el primer término de las diferencias de su
denominador y asi sucesivamente.
Supéngase como ejemplo que se conozcan algunas coor-
denadas y se desée interpolar otras en sus intérvalos.
Téngase X, =1, X,=38,x3=4 x,==6 como abcisas y

y como ordenadas correspondientes

Y =4 Yo = 20, y5 = 35, y, = 84.
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buscando la relacion 6 wvalor de los coeficientes, en
numero igual al de términos conocidos (en este caso 4),
se obtendra el valor de ellos en funcién de un término x
no conocido atun, asi que dandole después diferentes
valores, como ser
x=2 0 x=23,5 6 x=25

para el presente caso; se obtendra por la férmula (4) el
valor de y correspondiente a esa x.

En el presente caso resultaria substituyendo en (4)

A.B.C... por sus valores:

(x —8 {(x —4) x — 6 X — 1) X

. 4{\—-6)
3‘(1—3)‘1—4\;1—6)>(4+ 35168 036 — ><20

.x—l‘x——s;x~—6) (X»-l’x—&(}\—‘ir
+(4—1'>_(4T§4'— ><35+ =) (6 = G (6 = 4)><b*
. i 3 2 'y .
que se reduce a y = ! (2° 4 6x* + x4 6
ue dara el valor de con so6lo dar a x el valor que
Wy
se quiera.

RECTIFICACION DE LAS CURVAS PLANAS

Sea en la curva AB dos puntos M y M’

cuyas coordenadas sou:
M, (xy); M (x4 dx) (y + dy)
P

i puede atribuirse 4 dx un valor tan

pequefio que llegara un momento en que la hipotenusa

del tridangulo M Q M* se contundira con la curva M M! —

y tomando ese instante, se tendra
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dL=V(@? + @y? =dx V14 E‘ZF |

y también aL=dx V14 ([ (@v) )

Por lo tanto el largo del arco AB para x =0A—* i
DA, Bix !
sera 4=f:dx VW&W ( S)
que es la ecuacion general de la rectificacion a’s las

curvas.
1o Aplicacién:
Hallar el largo fde la curva OM de una parabola, su

ecuacién relacionada al vertice es y? = 2px de donde:

d - . 2
Torw=2y(fe)r =X

También dx — ¥**

P
Sustituyendo en la férmula general (s) y tomando

como limites y =10, y=MF =y.

i yoay T 2 g [ ——
L=I dx V'l—l—(fX)2 = [ i V1+Bg~=—j dy Vy2+p’+c
0 do P y Pdy

Y PP Vo WA Vo rwe N S V8 T M

pero como para y — 0 esta integral se anula,

resulta c — — 2 __Ploep
2 2 log. e

valor de C que sustituido en la anterior da

g 1V
By 0g.
2p 2 log. e P

L;ﬂ+p2 +-§~L ("_LL Pz‘rla)
p
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2.° Aplicacién para la eclipse:

I

- 3(2—|—b2 e T (x): :22; ( f'x)z_,.bf x?

CENTROS DE GRAVEDAD

Centro de gravedad de un cuerpo 6 de una figura, es el
punto por el cual pasa la resultante de las fuerzas para-
lelas, debidas & la gravedad y que obran sobre todas las
moléculas de ese cuerpo 6 plano.

También puede definirse geométricamente sustituyendo
las fuerzas que obran sobre cada molécula por su momento
6 relacién 4 un sistema dado de ejes de coordenadas.

Sea un cuerpo 6 un plano M N.

y
i oy, oxlos ejes: cada elemento ds
infinitamente pequefio y que compo-
zlen la superficie entera, tiene por

7

momento yds, luego el momento de

toda la superficie M N sera:
sy—Zyds:——fyds

y como es sabido en mecanica que la suma de los momenn-
tos de diferentes fuerzas es igual al momento de la resul-
tante de-aquella, y que esa resultante pasa por el centro
de gravedad del medio en el cual obran aquellas fuerzas,

resulta que la expresion hallada representa esa resultante

¥y que por su intermedio puede determinarse el punto de

aplicacién al que corresponde y.
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Como aplicacién sea hallar el centro de gravedad de un
triangulo:

Suponiendo un elemento m m’; tiene

g
por superficie ds=mm’dy y su mo-

mento serd yds=ymm’day de los

triangulos Amm’ y A BC se saca

y:mn ::h:BC=b
mm':yhj
b by?d
luego yds=y X XH— dy=_rlh_-

y de la formula se saca
2

integrando entre los limites o y h se tiene

sV [oRIAT — 2 4o (ofo) — 2R _ 22t
y como S = Pz—h
. 6 h?
R a0

b
2

luego el punto G del centro de gravedad se hallara al
tercio de la altura empezando de la base.
2. Hallar el centro de gravedad de un paralelégramo;
férmula general S Y= [yds
un elemento mn tiene por superficie mu=hdy luego

ds=ybcdysiendo:

oh
s=bh, bh¥= [ ybdy=210"4 ¢ (o4c)=201

de donde Lhy =L;‘i P

ol B

Yy como repitiendo igual operacién con relaciéon al eje oy
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se obtiene X = -;1 resulta que el punto G se halla en el cen-
tro mismo del paralelégramo.
3.° Centro de gravedad de un segmento de parabola:

AOB
SY=fyds

T S S

mn'dx=2ydx=dS
xdS=2yxdx

como superficie de AOB=S= £ X Y

00’ =X Yy designando por X’ la abcisa al centrode A 3 — Y

= X Y X — 2 y X d X =
3 X IO bt 2

teniendo presente que y en una parabola cuya ecuacion es

y2=epx y:Vpr
y sustituyendo se tiene:

> YT 8 .
J. 2‘/21}){ xdx=2JV2px_2udx_—_.2_1/.-_§~p.x2
o ¢ K}

2

N
4V2px 4
= T 57ﬁ=

+V 2px x*
5

¢ integrando entre los limites X yo =5 [/ px  x

pero V' 2px =Y luego
4 1 4 2
3 XXX =-YX

oA
YX g vy’

4
| 1 5 3
e = = X desde O
3

20 yx




CUADRO DE LAS FUNCIONES SIMPLES CON SUS DIFERENCIALES

E INTEGRALES QUE A ELLAS CONDUCEN

m (—1-1) m
y=[ @™ ay=mm—tax dy= [ ta=2 =T
T =

log. e log. e
X

y = log x dy=~—-dx=log.(1+%) dy:f de:log.x+c

e

y=Lx dy =

dx
= dy::f = = 4x+c

= dy = aX*Lm dx dy:famedx = ax+ec
= G = eXdx dy:fexdx ex+c
= sin x dy = cos xdx dy :f cos xdx sinx + ¢

= Co8 X dy = sin xdy dy :f sin xdx cos X4 ¢

dx dx
= tang x 5 dy :f ) tang. x 4+ ¢
oS8 X cos® x

= cot x d .
in? x y“f sin? x

= arc g8in x = dy:J _ax arc sin x 4 ¢

2
1—x

cot. x + ¢

arc cos x - ¢

= arc tang x = - - = arc tang x ¢

y arc cot x = arccot x -+ ¢

y:V: - :V—X +ec
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MEMORANDUM DE GEOMETRIA PLANA

LINEAS Y ANGULOS

/1’ ~ Angulo E F B = é4ngulo opuesto
A r 2 o A :
AFG=FGD=CGN.
c 2 Angulo BF G = dngulo alterno-in-
/G :
w terno FGC=DGN =AFE.

Angulo A F G = dngulo alterno-interno E G D.
AFG+GFB=180

La suma de los angulos de un tridangulo es igual &
180° = 180 (n — 2); siendo n el nlimero de angulos 6 lados.

La suma de los angulos de un poligono es igual & tan-
tas veces dos rectos como lados menos dos

180 (n —2)
b Dos &éngulos que tienen sus

lados respectivamente perpen-

diculares son iguales entre si ¢

suplementarios.
x,

Ang. ACB=4&ng. DEF,
LEM=ACB.
Ang. A’CB=suplemento A CB 6 DEF.

En un triangulo rectangulo A D C:
AC =AD 4 DC
En el tridangulo A B C se tiene:
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AC = AB + BC + 2 BC X BD, siendo AC lado opuesto al
angulo obtuso.

BC — AC -+ AB — 2 AC X AE, siendo BC lado opuesto al

angulo agudo.

AF = bisectriz de BAC,
BE = bisectriz de ABC.

&

BC + BA = 2 BE + 2 CE

BC — BA = 2 AC X DE S

BA 4 CE' = 2 AF + 2 BF
La bisectriz BE divide AC en partes desiguales, de
donde
BC X BA = BE + CE X EA

AD 4+ BC = AC + BD — 2 (AB X DC)
En el paralelégramo AB DE

2 . ) =0 —_—2, —0 —_2 (=7
AB 4+ BE + ED 4 DA'=AE 4 DB 4 z
cuadrado lados — cuadrado diagonales.

ABC = triangulo rectangulo,

BD = perpendicular a la hipotenuso

BE — bisectriz angulo ABC.

Fed D “1~ A

BC — AB' 4+ AC - 2 AC X AD, BC + BA =2BC X 2 CE
BG' _ BA = 2AC X DE, BC X BA = BE + CE X EA
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Dos paralelégramos 6 dos triangulos

"
N

de igual altura ¢ de igual base, son en-
tre si como sus bases 6 sus alturas re-
ciprocamente:

ABC : BDF :: AB : BF

ACB : ADB :: CE : CF

Wi TN

En dos tridngulos semejantes los lados son entre si como
B sus angulos opuestos: BAC = EAD ¥y
BCA = EDA
N AB: AE :: AC: AD; AC:CB: AD: DE
4 & 55 CB : ED :: AC : AD

£

SEMEJANZA DE LOS TRIANGULOS

Dos tridngulos son semejantes:
. 1.2 Cuando tienen sus tres angulos respectivamente
iguales;

2. Cuando tienen sus tres lados proporcionales;

3. Cuando tienen un &angulo igual formado por dos
lados proporcionales;

4.° Cuando tienen sus lados paralelos;

5.2 Cuando tienen sus lados respectivamente perpendi-
culares;

6. Dos triangulos rectdngulos son semejantes, cuando

ademas del dngulo recto tienen otro igual 6 comun.
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IGUALDAD DE LOS TRIANGULOS

Dos tridngulos son iguales:

1.0 Cuando tienen dos lados iguales é igual también el
angulo opuesto al mayor de ellos;

90 Cuando tienen dos angulos iguales y el dngulo
opuesto al menor de ellos, con tal que en ambos triangulos
sea de la misma especie el angulo opuesto al mayor lado;
esto es: que en ambos sea agudo U obtuso;

3.0 Cuando tienen dos lados iguales ¢ igual un &angulo
opuesto & uno de ellos, con tal que el angulo opuesto al
otro de los lados iguales sea de una misma especie en

ambos triangulos;

4.0 Cuando tienen un lado igual é iguales también dos.

angulos;

Las bisectrices de los tres éngulos
de un triangulo se cruzan en un
punto comun, centro del circulo

que puede inscribirse en ese trian-

gulo. Resultando también:
GO = HO = EO

Las superficies de dos triangulos

semejantes son entre si como el cua-

drado de sus lados omdlogos:

Sup. ABC : Sup. ADE :: AB’: AD :: AC : AE
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¢ Asimismo en poligonos semejan-

tes se tiene:

Sup. : ABCDE : sup. abede :: AB : AL

‘ MEDIDA DEL ANGULO INSCRITO

Todo angulo inscrito puede con-

siderarse formado por dos cuerdas
=\ 4 ¥ Sumedida es igual & la mitad del
angulo del centro que comprende el

mismo arco:

Medida del 4nguio BAD — } 4ng. BCD — % arco BD

» » » EFG =% » ECG-—= 3 » EG
» » » GFM =3 » GCM =13} » GM
Medida del dngulo al centro ACB = arco AB

» » segmento MAB = 3 » AB

» » » | BDA = % » AB

» » » BAD= 3% » BD

> » dngulo excéntrico pra — 25+ DF

» » »  circuscrito BPA = } (AB—FG)

.AM = tang. en A. Medida 4ng. MAD=— % arco AD — 90°
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DEL CIRCULO

Todo radio perpendicular & una cuerda, divide ésta y

su arco en dos partes iguales.

Toda tangente es perpendicular al radio del punto de

tangencia.

Las circunferencias son-entre si como sus diametros y
sus superficies como el cuadrado de sus didmetros:
Circunf. ABCDE : circunf. a.h.c.d.e. :: didm. AB : diam. a.b.

2T R:27Tr 2R : 201
TR :7m 2 . QR)?: (2 1)

El lado de un cuadrado es igual al didsmetro del circulo
inscrito en él y el lado del cuadrado inscrito en un circulo
es 4 su radio como )/ 2 es a 1.

Lado AB=RV 2
El lado del tridngulo equilateral inscrito en el circulo es
Lado AB=R V 3
Y el lado del triangulo equilateral circunscrito
Lado AB=2RV 3
AE = EB, arco AF = arco FB

Angulo en D formado por las tan-
gentes By A es el complemento del
angulo al centro.

Los 4 angulos de ACBD suman 360°
sean 4 rectos; los éngulos en A y B
son de 90° y suman 180, luego angulo

ACB 4 ADB = 180°
ADB = 180 — ACB.

CAB = CBA = % (180° — ACB)

TOMO T 9
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La relacién de la circunferencia al didmetro es
n = 3.1415926.

La circunferencia es pues, C=AD =27 R y la super-
ficie del circulo considerado como un poligono regular
inscrito de un nimero infinito de lados tan pequefios que

se confunden con la circunferencia, sera:

Superficie circulo =CX 3 =2aRX 2 xR
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FIGURA PERIMETRO SUPERFICIE

Sup. :%base por altura

‘- i 1
Sii= 3 b X h i
| .
i 3
{1
base por altura |
S=bXh ﬁ
i
- I
o Sup. trapezio i
1)
/ i \ s=2f2xn i
o I )
S crreuvly & :
C=2nR =n i
5I="TIRE i ‘
n = 3.4445929
o
2T - Sup. Corona
P=2nR+2nr 3 . o
S=nR"—nr’=n(R*=rd) | i
o Sup. sector A C B i
Arco AB= LR U # R 2 |
4800 S =arco X R 0.0087 n R~ ! pe
arc. A B=10.01745 (R n) ! "
S It
peri. Segmento G O E eg‘gg“‘” Cé)l? A |
D = 0.04745 (R n) Sup. =011 GCDXOG |

360 7 |

y — - i
cuerdaDC=21]/"h @R—n) S=0.0087n R — -+ (¢ Do )

Sup. trapezio A B CD = (i,
dos segmentos

i

E/i
¢ thids Sup. Eclipse, diams. =2a, 2h
A p- p=mn(a+b) SI=Nan :inuf i
48-2¢ b |
2 cn-26
B Farddela Sup. Pardbola
4
G AL n’ S==x]/apx
i L=t(b+8§) 3 2
i s - F o
B s =
W, 3
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VOLUMEN DE LOS CUERPOS

CUERPO

SUPERFICIE LATERAL

VOLUMEN

Cilindro recto

=g

V=nr’h =078 D’h

Cilindro recto
con
Seccion oblicua

S=mnr(h+0h)

V=nr® (.__h t h‘)

Cilindro haeco

S=2nh(r+r,)

V-_—nh(r‘z—r,?)

B N Superf. ABCD 9 ,
a cilindrica Eote haB
Una cilind S—arh v 5 P h
5
S.=4nr’=nd’= S g !
Esfera de Radio r. L 3 6
='12,56 r 5
= 0.5236 d

Esfera hueca

de
espesor=R—r=%Y

$ (media) = 12,76 7

vt -]

Sector Esférico

ne
o= 2

'.,h+c)

V= % n e’ h = 2,094 h

Segmento Esférico|s

Zona Esférica
r = radio Esf.
a = radio paralelo

S=2nrh

V= % nh (3a2+3b2+ h"’)

h= » »
huso ¥ 4
a=angulo de los [ =""8 =2 q 400349 |V =20 "= (r“‘ a) 0.01163
) 270
planos

R Tt




— 133 —

} CUERPO SUPERFICIE VOLUMEN
h = el
i
Cubo V=12 !;
S=6h* i
Prisma - V=aXbXh i
recto = superficie base por altura ;| h
S = perimetro base X | [ il
A® Pirdmide mitad altura trian- ! i i
‘ gulos laterales. ! V = sup. base + L} | 4
/ 3 |
a
S=p5 !
Tronco de p+p 7 s o :
,@ Piramide | S=-—5—a i V=§(b’+s+ Vss) ‘
; p = perimetro mayor 55 i '
M= » . menor Sy s = superlicies bases
S=nura
h
—_ V=nr?+
:nl‘Vr‘—}—h' 2 : ‘
i x i
i Tronco fil nh ) i {
; de Cono | S=na(R+r) V==~ (R*+ 2’ +rR)
| |
' S = suma de los dos tra- 6 h
pezios y los dos trian- V=(a+a) —
gulos b
. ! I
Eclipsoide de revolucion A ool A
con 3 ejes V=smnabe i
i
& f :
V=——l(D+d+l/Dd) i |
S=[nMm+d]r 3 !
V= 1.04531 (04 D® + 0.2 aD + 0.15 d2) ]
“f paraboloi- i i
s dede V=-a’b i
L &1 | revolucion 3 i
——
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TRIGONOMETRIA RECTILINEA

DESCRIPCION DE LAS DIFERENTES LINEAS TRIGONOMETRICAS

D _“_7:1,,2,()_75_4 8 I _,:/ COB = é&ngulo conside-
& "0/;’-(7‘6L >~ rado
‘)""0 r'qa, {F /
2 495/6 54’ CB=arcodel 4nguloa=—a
&l Seno b o % {g CD = complemento del
‘ Caserns a @b \ S\ dnguloa =909 —a — b
9 : AN
Y e""; L l§ OB = OC = radio, gene-
s{, 0E%e"" § F ralmente = 1
Ja k) Cc = seno del éngulo a
)/ CoOSrr7o0 .
I c B Oc = coseno del 4ngulo a.
28B=R =y

seno del ang. compl. CD
Cd = seno ang. COD = coseno ang. COB.

BE = tangente 4ngulo a.

OE == secante del angulo a.

Estas mismas clasificaciones corresponden 4 las lineas
del dngulo COD, complemento del dngulo COB; pero
si se consideran con relacién el &ngulo a, llevaran el
calificativo de «co»: asi, angulo b = complemento del

ngulo a

Ed =senodeb=cosenode a DE — tangente de b = cotangente de a-

Od = cos. b = sen. a OE = secante de b = cosecante de a.
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PRINCIPALES FORMULAS FUNDAMENTALES

De los triangulos COc y EOB y haciendo OC =R=1
OC? = Cr® 4 Oc? sea R? =sen?a4-cos.?ad1= sen.? acos.? a
OB:BE ::Oc:cC 6 sea R :tang.a:: cos.a:sen.a

cousa
seno

Rsen.a __ sen.a
cos.a  COS. a

se deduce tang.a =

Yy cotang a =

Rr? 1 R? 1
secantelalesiean et Y cosenante a = ——— = ———

VALOR DE LAS LINEAS DE LA SUMA, DIFERENCIA, MULTI-
PLICACION Y DIVISION DE DOS O MAS ARCOS

arc.a=AM arc. h=MN ___
sen.a=MP sen.b==NQ
cos. a=0P cos.b=0Q

cos. (a+b)=0R
sen. (@a4-b)=NN
De los triangulos seme-

jantes MO P Yy QOI

OM:0Q::MP:QI o
OI:0P::0Q:0M
__0QXMP
Ql= oM
cos. b sen. a cos. a Co8. b
QI=—1— OI=—-T——

De los tridngulos MOP y NQH

NH:OP::NQ:0OM QH:MP::NQ:0M
__OPXNQ __MPXXNQ
NH = —g3%— O = o=
cos. a sen. b sen. a sen. b
NH = 222202 QH = 2R 2

Pero NR = NH + QI sea sen. (a-+b) =cos. a. sen. b - cos.b. sen. a.
OR = Ol — QH cos. (a -4 b) = cos. a. cos. b — sen. a. sen. b.
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Ahora haciendo b = — b se tendria
“sen. (a — b) == sen. a. cos. b — sen. b. cos. a.
Asi se tiene el grupo siguiente:

{ sen. (a 4 b) = sen. a. cos. b -} sen. b. cos. a
cos. (a 4 b)=cos. a. cos. b — sen. a. sen. b
- sen. (a — b) ==sen. a. cos. b — sen. b. cos. a
' c0s. (& — b) = cos. a. cos. b - sen. a. sen. b

/ sen. (a + b) 4 sen. (a — b) = 2 sen. a. cos. b

sen. (a 4~ b) — sen. (a — b) = 2 cos. a.sen. b

cos. (a 4 b) 4 cos. (a — b) = 2 cos. a. cos. b

. cos. (a 4+ b) — cos. (a — b) = 2 sen. a. sen. b

Haciendo a 4~ b = p y a] —ihi—=Nq

a= % P+ q bE= —;- (p—a) se obtiene
sen. p 4 sen. g = 2 sen. —;— (p 4 q) cos. % P—q
sen. p — sen. q = 2 sen. % (p — q) cos. % P+ 9
cos. p 4 cos. ¢ = 2 cos. % (p+ q) cos. ;— P—q9
€0s. p — cos. ¢ = 2 sen. —;— (p+ q) sen. % (p—q

Haciendo en el grupol a=0>

sen. 2a = 2 sen. a. cos. a

cos. %a = cos.2 a—sen? a

sen.2a=2sen.a V1 — senfa=2cos. a V1 — cos?a

2

cos.2a =1—2sen? a=2cos.?2 a — 1
Haciendo b = 2a
sen. 3a = sen. a. cos. 2a -} cos. a sen. 2a
cos. 3a = co0s. a. cos. 2a — sen. a. sen. 2a

y sustituyendo 2a por su valor

A 1
sen. 3a = 3 sen. a cos.% a — sen® a

3 a —3sen? a. cos. a

cos. 3a = cos.
y en funcién del seno 6 del coseno

sen. 3a = 3 sen. a — 4sen® a

cos. 3a = 4 cos.® a -- 8 cos. a
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"De la combinaciéon de las precedentes se deduce
g 04 1) = Y
tang. (a — b) = %%

cotang. (a + b) = %

De éstas se deduce sucesivamente

cotang. %a — 1

2 tang. a
tang. 2a = »——gT cotang. 2a = ——- i
1 — tang. 2a 2 cotang. a
) t . a -+ tang. Za tang. a — t .8
tang. 3a — ang -+ g e - ang. a ang. “a
1 — tang. a tang. 2a 1 — 3 tang. 2a

a

Sustituyendo a = >

cos.’3a-+tsen?3a=1 y cos.?3 a— sen.? 3 a=rcos. a

se deduce
a 1— co:; a m
sen. & = V_ o Bl V__z
SRt A e % ) 8 i
tong, § = TG colg. oot a:+ ) aoig. a1
tang-§=ims = Cot.g—_—_-iA_
Vl — ¢os. a
/1 — sen.%a
6 también sen.% =+ Vl_-;_zig_ge_n._a
Do el vl + 11— sen.’a
g=1 5

RESUMEN; ESPRESIONES FUNDAMENTALES

sena = V1 — cos.2 a cosa = )/ 1—sen? a

sen. a CO8. &

tang. a = e cotag. = a T
1 1

secante a = —— cosec.a = ——

COS8. & sen. a

De las diferentes analogias establecidas entre esas

lineas, sus valores y sus transformaciones se deducen las

férmulas representadas en el cuadro siguiente: ik
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RELACION ENTRE LOS ARCOS

T
arco sen. a == arc. cos. V1 — a’= — —arc. sen. a

™
arco cos. a = arc. sen. -l/-'l — a? = — —arc. sen. a

a 1
arco tang. a = arc. sen. == arc. cotg. S

|/1+a’

RESOLUCION DE TRIANGULOS

Sean a, b y c los tres lados de un tridngulo cualquiera

y ABC sus dngulos respectivamente opuestos 4 los lados
respectivos.

1.° Relacion entre los tres lados y un angulo:

2 2 . 52
de a? = b? 4 ¢® — 2 be cos. A se deduce cos. A = 2 +2°bc 2
igual relacién existe entre cada lado y su coseno opuesto

24 .2 2
e e L"';__EH
ac
luego haciendo
L;)"'—‘i =p, setendrd b+c —a=(p—a);

a4+ c—b=(p—h)
Yy entonces

Ak @—Db) (-0 B __ p(p—h)
sen'T—iVT COS'?_+V ac
A p(p—a . B ot (p—a)(p—c)
o0s. g =T VT A T V“T“
AL (—b)(—c¢c) BT ik (p—23) (p—c)
tang.y—-iv p(»—a) tang. 3 _V p(® —b)
20

Relacién entre dos lados y un angulo opuesto.
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De a:sen. A :: b sen. B se deduce
a sen. B

b sen. A
B EE B sen. A = B

esto es la proporcionalidad entre los lados y sus angulos

‘ opuestos.

3.° Relacién entre dos lados y el 4ngulo comprendido.

De la proporcién (a + b): (a—b) :: tang, & j B tang. 2 5 E

se hallara el otro 4ngulo, pues siendo C el 4ngulo conosido

A 4 B =180° — C vy que
A+ B
A__B_tang. == X (& =19

i tang. ——— = SR hara conocer la diferencia

entre Ay B =4d
Conocida esa diferencia se tiene el menor
=4 (A+B)—d
llegandose asi & conocer los tres angulos; los demds
elementos se calcularan por las férmulas generales.
También puede resolverse este caso por el siguiente

A procedimiento :
|

Se conocen los 1ados Be — a AC = b

y el dngulo comprendido c cuyo

complemento es ¢ — 90° — ¢

.
l
l
!
]
'

A,  En el tridgngulo CAn donde se co-

B s~ e noce la hipotenusa b y los angulos C
y el recto en n se tiene

Cn = b cos. C; Y An=h = bsen. C
con lo que puede formarse el nuevo triangulo Bn A con
Bn = BC — Cn = p, del que se deduce

r:tang. B :: p:h sea tang. B = % luego

Ll
cos. B

r:cos B::BA : Bn = p; BA =
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proceder preferible principalmente cuando el angulo

comprendido es muy obtuso:

Aolmvm..moo“ﬁo+5:<.ml.=wm“d 0 g ‘v £ 0 'q°e
7 - +ms = Am - L ok
1 ——] *Suwes
| ? av T .L i
| @llW\ﬁ = y louewr o[ulu¥ o
7, u=7p+ V3 =0 — o081 = & + V) vy Dae
voues
% () u9s
 __ — (- ues =g uss G
o<.:wwlo qy-ues 0'd Vqm
(q—d -d (e — @) d
4 ‘ 108 o
=% .gue — — =— ‘3uvy —
0 —d) sl&>+ T (o] n|&>+ v g 7 v
249 z ® q
d —— — = =800
UL R -
4 — SAEE q
o+q+el DAYV °q e
SVINULIT £0P2O0U083(T s030@

SOTAHNYAOITI0 SOTAHNYIVL HA NOIOQATTOSEY VI vavVd 09dviad

GULOS

7

RECTAN

7

TRIANGULOS

Siendo recto uno de los angulos, todos los casos se re-

3

suelven por la sola semejanza del triangulo dado y del
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formado con un radio igual 4 la
unidad.

Asi formados los dos triangulos
Abcy ABC rectos en B y en b,

se tendran las siguientes propor-

ciones:
r:sen a:: AC: CB
r :tang a :: AB: BC
r:cos a: AC: AB
de las cuales se deduce, haciendo r = 1
1.° Conocidos AC y éngulos A y B (hipotenusa y dos
angulos)
CB = AC sen. a
AB = AC cos. a
2. Conocidos AB y 4angulos A y B

AC= 2B (B — AB tang a

cos a
3.° Conocidos BCy Ay B

AT — CB AB BC

sen a ~ tang a

DISPOSICION Y USO DE LAS TABLAS

Si se calculdra el valor numérico de cada una de las
lineas trigonométricas de la figura 1.* considerando el
radio igual & uno y asignando al dngulo a un valor
variable de 0° grados hasta 90°, se habrian obtenido
las espresiones naturales de las lineas trigonométricas

y podria asi confeccionarse una Tabla de los wvalores

naturales de las espresiones trigonométricas.




S

Estas cantidades son fracciones menores que la unidad
para el seno y coseno pues que en un dangulo de 90° el
seno = 1 — r Y coseno = 0 mientras que para 0° seno = 0
Y cosenc = r = 1

Son pues solo la tangente y cotangente que llegan a
ser mayores que el radio = 1

Para los calculos las operaciones se hacen como en
aritmética efectuando las operaciones indicadas.

Pero las tablas mas usuales y mas coémodas son las
logaritmicas, esto es que contienen el logaritmo de

aquellos valores naturales; asi una tabla dara:

sen natural 21010’ = 0.36108 cos natural 21010’ = 0.93253
en la otra : log. sen 21010’ = 9.55761 log. cos 2110’ = 9.96966
6 también = — 1 55761 "6 también — 1.96966

Todas las tablas logaritmicas de las lineas trigono-
métricas contienen el logaritmo de los senos, cosenos,
tangentes y cotangentes de (o 4 90 combinados de tal
manera que las expresiones de las lineas de arco
mayores de 450 son el complemento de las menores;
asi “1a? tangente de 36020' que se busca en la pagina
encabezada con 360 corresponde & la cotangente de
53040', encontrandose 53 escrito al pié de la misma
pagina del 360. A la izquierda se encuentran los minu-
tos correspondientes al grado expresado arriba de la
pagina y & la derecha de abajo arriba los minutos
que corresponde & la graduacién indicada al pié de

la pdgina.

Por la misma combinacién se tiene
log. secante de A = comp. log. de coseno A
log. cosecante de A = comp. log. de seno A
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por lo que la expresion Eex]ﬁ puede traducirse de dos
maneras
log. b + comp. log — sen. A ¢ log. b -+ log. coscc. A.

Podria distinguirse dos clases de tablas en -cuanto
4 su mayor 6 menor extension, las unas como las de
Callet, las de Hotel con siete decimales para la man-
tisa y que permiten buscar directamente el logaritmo
de cantidades de cinco cifras y los logaritmos de
lineas trigonométricas de 10” en 10”; las otras mas redu-
cidas como ser las de Lulande, Muller y otras, con
cinco cifras decimales para la mantisa y que dan
directamente el logaritmo de cantidades de cuatro
cifras y para las lineas trigonométricas solo de minuto
en minuto.

Dos problemas pueden presentarse:

1° Dado el nuimero de los grados, minutos y segun-
dos de un arco cualquiera, hallar ellogaritmo de cada
una de sus lineas trigonométricas.

2° Dado el logaritmo de un seno, de una tangente,
de un coseno, 6 de una contangente, hallar el valor
del arco que le corresponde.

Problema — primer caso. — Hallar el logaritmo de seno
36028’30’. El nimero de grados siendo menor que 45° se
le buscara arriba de la pdagina; después fijandose sobre
la primera columna, que contiene los minutos, se le
recorrera de arriba abajo, deteniéndose.a 28; pasando

en seguida & la columna de los segundos y también

recorriéndola entre la parte que corresponde, & 28 ¥y



a 29, uno se detendrd al numero 30; el logaritmo bus-
cado estard sobre la misma linea horizontal que este
numero 30 y en la tercera columna que arriba de la
pagina estda marcado sen.

Luego logaritmo sen. 36°28'30” = 9.7741314 ¢ 1.7741314 (el
signo — colocado arriba de upa cifra, indica que esta
cifra sola es negativa).

Del mismo modo se encontraran:

Log. tang. 14°7°20" = 9.4007020 = 1,4007020
Log. cotang. £1°19"10” = 0.0559504

Hallar el logaritmo de cos. 71022720,

El numero de grados siendo superior & 450 témese 710
abajo de las paginas, témese también los 22’ en la primer
columna de la derecha, y siempre subiendo los 20"’ en la
columna vecina; después fijandose sobre las indicaciones
colocadas abajo de las columnas de cada pagina se tomars
la columna que tiene por nombre coseno y el logaritmo
pedido serd el mismo que esté sobre la linea horizontal
que tiene en una de sus extremidades 20”.

Luego log. cos. 710222 = 9.5043604 — 1.5043604

Hallar el arco cuyo

log. sen. = 9.0405331

Busquese el logaritmo dado en una cualquiera de las
dos columnas que tienen por nombre las lineas trigonomé-
tricas cuyo logaritmo se ha dado. Si este logaritmo se
encuentra en la tercera columna vertical de la izquierda,
tomese el nimero de grados arriba de la pagina yeldelos

minutos y segundos en la primera y segunda de izquierda.

Pero si el nombre de la linea del logaritmo dado se en-

TOMO I 10
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cuentra en la parte inferior, se tomard los grados de abajo
y los minutos y segundos de las dos ultimas columnas de
la derecha.

Luego log. sen. 9.0405331 = sen. 6°18'10"".

También tendremos log. tang. 0.3452695 = tang. 65°41°50"".

Hallar el seno del arco que tiene por
log. 9.7198862

Este logaritmo no se encuentra en las tablas, tomese la
cantidad que més se aproxime al logaritmo dado, tomese

luego la diferencia correspondiente & 10”, dada por las

tablas, busquese la diferencia entre el logaritmo dado y el

préximo menor hallado.
Tendremos: log. sen. 3103840 = 9.7198667
diferencia en mas por 10"’ = 342
logaritmo dado 9.7198862 — logaritmo hallado 9.7198667 = 195
luego la proporcion 342:10::195:x; x=5"7

De consiguiente, log. sen. 3103840 = 9.7198667
4+ 57 = 0.0000195

log. sen. 31938'45"’7 = 9.7198862

SIGNO DE LOS ARCOS EN LOS CALCULOS TRIGONOMETRICOS

Con a< 90 todas las lineas son

Jo

2517 Q positivas; con a=90-4 x cae el
Sen + | Sen 4 \ arco en el 2°, sen. (904 x) = cos. x
oS + Cos. (90 + X) = sen. X

Cos == o

180 \——1>19 y signos alternados;
cay = | cos + con a=180+4x cae el arco en el
3|4~ 3° ¥ cos. (180 4x) = sen. x

360 tang. (180 4 x) = cot. x;

con a — 270+ x cae en el 4°, y cos. (360 — x) = sen. x.
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1¢" CUADRANTE | 20 CUADRANTE | 3" CUADRANTE | 4° CUADRANTE
a =90 a=90-4x | "a=1804x a=2704x
-+ sen. x - cos. a — sen. X S COS G
4 cos. x — sen. a — €O0S. X -+ sen. x
-+ tang. x — cot. x -+ tang. x — cot. x
-+ cot. x — lang. x -+ cot. x — lang. x
—+ sec. — cosec. X — sec X —+ cosec. x
-+ cosec. x -+ sec. x —COSECt X — sec. X

Para la fijacién del cuadrante en que termina un arco,
basta tener presente los signos del seno y coseno que le
han determinado; para esto son positivos los cosenos del
1° y 4° cuadrante y positivos los senos del 1° y 2°.  Son
negativos todos los demaés.

La tangente de un arco resultara positiva si los signos
del coseno y seno del arco tienen el mismo signo, y nega-
tiva en caso contrario, fijdndose en este caso el cuadrante

& que pertenece por el signo del seno.

PROBLEMAS DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA

1.°—Datos conocidos BC=—a — 138m 25

c
B =584y C=>51°15'5""; hallar el lado ¢ {
se tiene A = 180° — (B + C) = 70°40'55"’ ; { iz
__asen. C__ 138™25 X sen. 51°15’5"? 'ﬁ
T sen. A sen. 7024055 [ \B
log. 138m25 —= 2 .1406651 A e

+ log. 51°15’55 = 9.8920387
12.0327038
— log. sen. 70040'55"’ = 9.9748324

log. ¢ = 2.0578714 = 114m235
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2.0—(Conocido B C = s = 597m40 B=14°27"18" hallar ¢
¢ ¢ = a cos. B=1597 40 cos. 14°27°18”
g log. a = 2.776265
o Vs log. cos. B = 9.986029
log. ¢ = 2.762294 = 578m 10

SUPERFICIES

La superficie de un tridngulo puede expresarse: ya en

funcién de dos lados y el angulo comprendido; ya de un

lado y dos angulos ¢ de los tres lados.

1e Caso, datos b ¢y A

A
S=A_P2_X3:c><h; peroh=bhsen. A
¢ bsen. A
luego 8 = ————

2° Caso, datos ¢,Cy B
A =180 — (C+B)

A __ .sen.Bsen. A
O = enT hi==brsen. A=(e sen. C

c (c gen. B sen Ay ¢ “gen. B sen. A
5—?>< sen. C. )— 2 sen. ¢

3er Caso, los tres lados a b ¢

de sen. 2 C=2sen. Ccos. C, se tiene; sen. C=2s n—cos

pero SGn.%C: (_1%}()4}3—_@ y; cos. _C___ VP(P—C)
A = -
m (uego sen. C — 2 VP (-2 §p2 = )(p—20)

f substituyendo este valor en s = :’“LS;LQ se tiene

S=abVP(p—a)(p—b)(p—c)




Calculos

EJEMPLOS DE LA MANERA DE RESOLVER ALGUNAS FORMULAS

Convergencia de Meridianos — P (sen. m — cos. m tang. % d sen. 17)
p = diferencia de longitud entre ambos puntos — o.0 38’ 46, 55 = 2526”, 55
m = latitud del tltimo punto = 49.° 04’ 54"’

3 d = media distancia entre ambos puntos = 0.0 9’ 24"’ 14 — 542" ,14

log. P (2326”) = 3.36671 log. P =3.36671

log. sen. m = 9.87826 log. cos. m =9.81633

log. namero 1.° ter. = 3.24497 log. tang. % d=2.73411
ntmero = 1758”, 80 ] log. sen. 1" = 4.68557

=029 14", 831 log. namero 2.° ter. = 0.60274

numero = 4’’, 006
1.% ter. =0.29" 14", 831
—2° » =0 0 4,006
conver. = ( 29’ 1;,8—25

© = B8, X g =udlilGe

log. sen. 2 ¢ = 9.95366
— log. sen. 1”7 = 4.68557
5.26809

+ log. 72— = 7.53498

log. producto = 2.80307

producto = 635", 43
= (0’10’ 357, 43

O = 310

e?d sen. 2 ¢
[ gt iupl .
¢ =06 + 2 — e? (sen.l”}

¢’ = 58.010°35"’, 13
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A = D4 a="772.m 027, b =927.m 352
Costadoc=(a +b)—&b fRECIE ST
2(a +b) (180 KBC)=t=2.017'27", 40
. c¢=linea AB
> . g™
¢ e ACB=(180.0 —m)
A 7
log. a = 2.88763
log. b = 2.96724% a 4+ b = 1699.379
log. m? = 7.83263 nimero = 0.337
log. sen.? 1’ = 9.37115 6 = AB = 1699 042. 0¥
| c.% log. 2 = 9.69897 férmula aplicable siempre que m
¢.% log. (a +b) = 6.76971 no exceda de 3 4 4 grados.
log. nimero = 9.52733 ABC = 177.042’ 33”

ntmero = 0,337 t = 201727

EJEMPLOS DE CALCULOS

La resolucién del triangulo rectilineo, en el cual se
conocen dos catetos y el angulo comprendido, puede efec-
tuarse con menos complicacion que con la féormula de

las tangentes
sea A BC el tridngulo en el cual

S€ CoOnoce A B = ¢, BC=a y dngulo

A B C=m; si se calcula la proyec-

cién de un lado sobre el otro se

convertira el triangulo A BC en
otro rectangulo A D C, asi

CD =asen. (180 —m) =asen.t  KEn tridngulo ADC
B D = a cos. (180 — m) = a cos. t AD=c+BD=c-a cos. ¢

el angulo D A C tendra por valor

CD_ asen. t (1)
AD  cHacos. t

férmula facil & tener presente y calcularse.

tang. A =
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Si el angulo A BC=m fuera menor que 90° la proyec- I
cion de un lado sobre el otro caeria dentro del tridngulo,
en ese caso se tendria AD=A B— BD=c —acos. ¢ ~

a sen. t
¢ —acos. t

y tang. A = (2)

Conocido el &ngulo A y como con-

secuencia el ¢; el lado A C=b, tendra

dos expresiones .

AC — zasse(;n.AB’ b=csen.B \

En caso de ser muy obtuso el &ngulo B, de lo que resulta-
ria el angulo ¢ inferior & 4 grados puede emplearse la si-
guiente férmula que da directamente el lado AC=) en

funcion de la suma de los otros dos catetos

a c t? sen.? 1”7

b=(a—|—c)——m_c)— (3)

como en los casos anteriores el <g> a.\> |
o )

angulo ¢ — (180 — m) pero figu- A Z {

rando en la férmula como arco, habra que reducirlo pré-
viamente & segundos por las férmulas de 1.

Ejemplo de calculos:

Rt = asen. t ; AC:asen._M_z
g ¢+ acos.t sen. A
log. a (772.08)=2. 8768 | ............. 2.88763 log. a="772.03= 2.88763
log. sen. 2.°177,27=28.60175 | COS vvuveursn 9.99966 + log. sen. 177.°942’ 33" = 8.60175
1.48938 %@ 11.48938
log. (c+a cos. £)=3.23013 a cos. t:?'flz sen. 1.°2726”’ = 8.25901
log. tang. A =8.25925 c= 927.35 log. AC= 3.23037

A =1.°2"26",60| (c4 a cos. £)=1698.76 A C=1699.038

!
i
|
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TRIGONOMETRIA ESFERICA

ECUACION FUNDAMENTAL

cos. a = cos. b. cos. ¢ 4 sen. b. sen. c. cos. A.

&

igualmente cos. b = cos. a. cos. ¢ 4 sen. a. sen. c. cos.
cos. ¢ = cos. a. cos. b -4 sen. a. sen. b. cos. C.

se deduce de estas ecuaciones

cos. a. — cos. b. cos. ¢

| cos. A = sen. b. sen. ¢ c

Pero de sen.? A = | — co0s.2 A se deduce

cos. a — cos. b cos. ¢|?
sen.’ A = 1 — 0 ) a
sen b. sen. ¢

sen. A _ sen. B _ sen. C

sen. a  sen. b sen. ¢

y por fin

de donde los senos de los angulos son
proporcionales & los senos de los la- [
dos opuestos. A
De la combinacion de estas ecuaciones se deducen las
siguientes analogias:
Relacion entre los cinco elementos de un triangulo.
cos. a. sen. b -— sen. a. cos. b. cos. C = sen. c. cos. A.

cos. b. sen. a — sen. b. cos. a. cos. C = sen. c. cos. B.

cos. b. sen. ¢ — sen. b. cos. c. cos. A = sen. a. cos. B.
cos. c. sen. b — sen. c. cos. b. cos. A = sen. a. cos. C’
COS. C. Sen. a — sen. C. cos. a. cos. B = sen. b. cos. C.
¢O0S. a. sen. ¢ — sen. a. cos. ¢, cos. B = sen. b. cos. A.

Relacién entre dos lados, el angulo comprendido y un

angulo opuesto & uno de ellos.
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sen. ¢. cotg. a = cos. ¢. cos. B 4 cotg. A. sen.
sen. a. cotg. ¢ = cos. a. cos. B -+ cotg. C. sen.
sen. b. colg. ¢ = cos. h. cos. A - cotg. C. sen.

sen. c. cotg. b = cos. ¢. cos. A -+ cotg. B. sen.

oprBEE

sen. a. cotg. b = cns. a. cus. C 4 cotg. B. sen.
sen. h. cotg. a = cos. h. cos. C + cotg. A. sen. C.
Las precedentes formulas no son calculables por loga-
[ . ritmos; efectuadas las transformaciones para adaptarlos
4 ese fin se oblienen las siguientes férmulas deducidas
todas de la fundamental

cos. a = cos. b. cos. c. 4 sen b. sen. c. cos. A.

— b i 5

oy | SO O Tk ) S Sy R oL B R )
sen. b. sen. ¢. sen. b. sen. ¢.

sen. % B — ‘/sen. (p —a)sen.(p —c) OO, % 18y = Vsen. p. sen. (p — b)
sen. a. sen. b. sen. a. sen. ¢.

o % = sen.(p — a) sen. (p —b) O % = /sen. I,’i%‘iip —c)
sen a.sen. b. sen. a. sen. b.

>
=]
o
o=

A Vsen. (p — b) sen. (p — ¢)

sen. p. sen. (p — a)

U ‘/sen. (p —a) sen. (p — ¢)
SRV S sen. p. sen. (p — b)
i sen. (p — a) sen. (p — b)

tang. 3 C = v sen. p. sen. (p — ¢)

ANALOGIAS DE DELAMBRE

sen. 3 (A 4 B)  cos. i(a — b)

cos. 3 C cos. 3 ¢
sen. 3 (A — B) sen. 3 (& — D)

cos. 3 C = cos. 3 ¢
cos. 3 (A + B) cos. i (a + b)

sen. : C T cos. 3 ¢

cos. ¥ (A ;- B) sen.3(a 4 D)

sen. 3 C L sen. i ¢
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ANALOGIAS DE NEPER

i d ot 3 05 E(a — b)
tang. 3 (A 4+ B) = cot. 3 C i b)
sen. 3 (a

o, 1 == e 2 e
tang. 3 (A B) — cot. 3 G sen. i (a 4 b)

1
L= (A —
cos 2( B)

tang. % (a4 b)= lang. le - :
cos. — (A + B)

2

1
lc n. o (A —B)
2

(a — b) =tang.

ol

tang.

1
5 (A+B

sen.
Estas formulas son aplicables & la resolucion de trian-
gulos toda vez que se conocen los dos lados y el angulo

comprendido, 6 un lado y los dos lados adyacentes.

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Si en las ecuaciones fundamentales se hace A = 9o

resultara
sen. A =1, cos. A =0, tang. A = ¢,
sece. A = 0, colg. A =0, cosec. A =1
y se tendran las siguientes relaciones:

1.°—Conocida la hipotenusa a y el cateto b.

cos. sen. b tang. b
:2 ° sen.B= ,  cos. C= 282
cos. b sen. a tang. a

. 1 B
y también tang. 5 C= V tang. % (a — b) tang. % (a4 b)

COS. ¢ =

2.°(Conocidos los dos catetos b. c.

sen. b sen. ¢

cos.a = cos. b cos.c, sep. B=—"—, sen. C=
sen. a sen. a
, tang. b tang. b tang. ¢
fo8 _ — == — o, _
0 tang. a TR tang. B oo 0 ng cer D
i __ tang. ¢ __ tang. ¢ . Eang b
tang. a = o5 B cos. B = R COoS. A
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—Conocida - la hipotenusa y el angulo B—

COS8. & 2l sen.c_
sen. b=sen.asen.B, cos. C= -+, sen. = O
tang. b = tang. a cos. C, tang. ¢ = tang. a cos. B,
o cotg. B
tang. C = coi ==, tang. b= tang. B sen. ¢

4.°—Conocido un cateto b y el angulo opuesto B.

sen. b €os. a __ sen.c

Se; SLE= eormmms g B0 © 5= sy (- Ha C= sen. a
tang. b cos. B :

BCILEChS tang. B ’ sen. C = cos. b

- (B + D)
también tang. (45 +5C)=+ v ~on (B =B

tang. (450 -+ % C )=i ‘/ cotg. % (B 4 b) cotg. —: (B—h)

5.—Conocido un cateto 1, y el angulo adyacente C.

il __ tang. C __ tang. ¢
sen. ¢ = sen. a sen. C, tang. a = it tang. B = T
tang. c=sen. b tang. C, cos. B = cos. b sen. C

__tang. b s
tang. a ===, 5 cotg. B = cos. a tang. C

6.°—Conocidos los dos angulos B y C y el recto A.

cos. a = cotg. Bcotg. C, sen.b==sen.asen. B, sen.c=sen.asen.C

cos. B cos. C
S. bi= o= ——
cos. b sen. C COSSC sen. B
1 cos. (180 — B — O)
O s — - e =
tang. 2 8 V ‘cos. (B—0)

Todos los casos de la resolucion de tridngulos rectangu-
los pueden deducirse de las siguientes formulas.

€OS. a = co0s. ¢ €0S. b tang. ¢ = tang. C sen. b

sen. ¢ = sen. a sen. C cos. a = cotg. C cotg. B

tang. ¢ = tang. a cos. B cos. C == cos.csen. B
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RESOI.UCION DE TRIANGULOS ESFERICOS OBLICUANGULOS

Cuando de los 6 elementos que constituyen un triangu-
lo se conocen 3, pueden hallarse ¢ deducirse los otros 3,
siempre que se satisfagan & algunas de las siguientes
condiciones:

1.0 que & los lados mayores se opongan los angulos
mayores y reciprocamente.

2.0 que la suma de los lados sea menor que una cir-
cunferencia.

3.2 que un lado cualquiera sea menor que la suma
de los otros dos y mayor que su diferencia.

4.2 que la suma de los dngulos sea menor que seis
rectos y mayor que dos.

Para la resoluciéon de un tridngulo pueden presen-
tarse los siguientes casos:

1.0 Conocidos los tres lados a. bh. c. — hallar los 3 an-
gulos. A B C
puede resolverse siempre que: 4

a4 b4 c /3600
y que un costado cualquiera sea
por ejemplo / b 4 ¢
De la ecuacién fundamental se dedu- (o}

cira, para cada angulo B 5

cos. a — cos. b. cos. ¢
sen. b. sen. ¢

cos. A =

que puede calcularse por los logaritmos de adicién y

sustracion.
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Puede transformarse esa ecuacion en otra mas apli-
cable al calculo logaritmico; haciendo 2p=a+4b4cy
efectuando las transformaciones se obtienen las siguien- :

tes férmulas:

a+b-+c
2

Nontl Al £ sen.(p—b) sen. ip —c¢) s sen. p sen (p — a)
2 ERD, BOT, © B sen. b sen. ¢

o o _ ‘/sen. (p—a) sen. (p—e) oor 8 _ v sen. p sen. ip —b)
2 sen. a sen. C 2 sen. a sen ¢

p=

—a: Se (Ty—= Y a ‘-,. w 3
sen. & = ‘/m (p—a\se8 DS D) 70 Gyl €1 v ReD. PUECH: HpeiClim

sen. a sen. b 2 sen. a sen. b

Tang. A_ o sen (p—c) se_n (p—b-
2 sen. p sen. (p-a)

B sen. (p—a) sen. (p - ¢)
T S = il )8
iy 2 V sen. p sen. (p-b)

L .sen. (p—a) sen. (p—b)
el sen. p sen (p—c)

2.° Caso—Conocidos los tres angulos calcular los tres

Tang.

ko)

lados.

Se tendra presente que debe tenerse: A 4+ B 4+ C 7 180°,
el &angulo menor debe satisfacer & la expresion
A1+ 180° 7 B + Cy haciendo p = ﬂ:ﬂ se llegard &
aplicar las férmulas del caso anterior sustituyendo

las letras de los lados porla de los Angulos y vice-versa.

e, 2oL _cos. P cos. (P—A) cos, 2 — |/ cos. (P-B) cos. (P—C)
e sen. A sen. C e sen. B. sen C

= b cos. P cos. (P—B) et b _ [eos. (P—A) cos. (P—C

S T sen. A. sen C XA sen. A sen. C

tang.

as cos. (P. cos. (P—A)
o cos. (P—B) cos. (P—C)

cos. P cos. (P—B)

b
BT = VCOS. (P—A, cos. (P—0)
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También haciendo uso del Exeso esférico

E=A—|—B+§—180‘

o T sen. B sen. (A—E) cos. & — |/ sen. (B—E) sen. (C—E)
W sen. B sen. C oI sen. B. sen. C

b V sen. E sen. (B—E) b ‘/scn. (A—E) sen. (C—E)
sen. o = cos8. — =

sen. A sen. C 2 sen. A sen. C

e a sen. E sen. (A—E )
& % = | sen. (BTE) sen. (=)

B_ 5. sen. E sen. (B—E)
g sen. 'A—E sen. (C—E)

3¢ Caso—Conocidos los dos lados a. b y el 4ngulo com-

tang.

prendido C.
Puede resolverse este caso de diferentes maneras.

1° Por las analogias de Neper que dan:

e R o e T
cotg. —;1  cos. (a '; b)’ cotg. - B (%_b)

Con estas férmulas se hallard la tangente de la semi
suma y de la semi diferencia de los. 4ngulos A y B; lue-
go sumando esos dos resultados se tendra el angulo

mayor opuesto al lado mayor, y restandolos se tendra

D)

el angulo menor.
2° De la formula fundamental
€Os. ¢ = Co0s. a cos. b -+ sen. a sen. b cos. C

se deducira :
sen. a
¢0s. C = C0S. a (Coa. b + cos. 2 Sen. b cos. C)

— cos. a (cos. b -+ tang. a sen. b cos. C)

pero haciendo para simplificar, tlang. a cos. C = tang. b

>

se puede poNer cos. ¢ = cos. a (cos. b 4 tang. b sen. h)
cos. b cos. b -+ sen. a sen. b
= co0s. a

cos. b
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6 finalmente las dos formulas & emplear:

(1) Tang. m = tang. a cos. C

cos. a cos. (bhm)
(2): @m0 = ——

3¢ Dividiendo el tridngulo en dos rectos por medio
de un arco perpendicular & uno de los lados conocidos.

En el tridngulo A B ¢ en el cual son conocidos los
lados AC=D1»CB=ay el dngulo ACB — C se baja
desde Aun arco A D = d perpendi-
cular sobrecB— En el tridangulo
A CDse conoce la hipotenusa b y

los angulos en C y » luego

tang. C D = tang. n =: tang. b cos. ¢
sen. A D = sen. d = sen. b sen. ¢
. s . tang. n
'anguloLAD =m tang. m = =g

.0 también; cotang.m = cos.btang. ¢
o Para eltriangulo A B D se tendra:
m=(a—mn) y AD=4d

! ¢eos, ¢ = cos. d cos. 1
m = n tang. m
hae W o
b = m
tang. d
tang. B = 208 ¢
\ sen. m

como verificacién se tendra: sen. C:sen.c :: sen. (m-4Db)sen. a

sen. ¢ sen. a
- = (m4b) = "= "2
6 sen. A (m —~+ b) TS

4.° Caso—Conocido el lado ¢ y los angulos adyacentes
A ¥ B puede resolverse este caso de diferentes maneras:
1.°© De la féormula fundamental se tiene
cos. C = — cos. A cos. B -} sen. A sen. B cos. ¢

Ge ia cual, haciendo las mismas transformaciones que
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en el caso anterior se tiene

(1) tang. b = tang. A cos. ¢ !

5 :cos.Acos. (B_:Q
@) et cos. b

cos. ¢ (cos. B -+ sen. %‘C—A\)
3) cotg. a =" :
) g sen. ¢
y haciendo S22 _ tang. ¢ ‘
Ccos. ¢
cos. ¢ cos. (B — 1)
4) cotg. a =
e o2 cos. ¢
2.0 Por la aplicacion de las analogias de Neper
a+ b A+B et
tang. (E—“;—) cos. (—%4) tang. (a—g—b) sen. (—A—}E)
== = 3 S Y
tang. % cos. (*9 B) tang. % sen. (A—2—B)

que permitiran hallar la semisuma y semidiferencia de
los lados a. b. luego el lado opuesto al angulo mayor —
suma de las semidiferencias, y el lado opuesto al
angulo menor — resta de las semidiferencias; conocidos

asi los lados a. b. el angulo C tendra por:

sen. C sen. A

sen. C =
sen. a

5.0 Caso—Conocidos los lados a ¥y b y el angulo A hallar
los demas elementos. De la proporcionalidad entre los

angulos y los lados, se tiene:

gsen. b sen. A gen. C sen. a

sen.B= =———; sen. ¢ = —————
sen. a sen. A il
b A
sen. (a—_&——) tang (——B)
C 2
colg. =
sen. (—2—

20 De la formula fundamental se deduce también

cotg. A

cotg. a tang. b = cos. C. 4~ = === sen. C

de manera que siguiendo el mismo 6rden de sustituciones

de casos analogos se tienen: ‘

& __ cotg. A |
(1) tang. m =~ ‘
(2%9) cos. (C —'m) = cotg. a tang. b cos. m

TOMO I 1
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Haciendo también la sustitucion de tang. #» =tang. b cos. A
se tendria como deduccién de la fundamental

B Wi LA de donde
cos. 1

COS. a cos. 7
cos. b

cos. (c —n) =
Este caso puede presentarse sin solucién y antes de ocu-

parse de su resolucion debe consultarse el cuadro adjuntoe:

a>Db a=1800—b|-
sin solucién

a>680 —b........
b<.90% a >b,a <180 — b .... una solucién y sera B <90°

& =18 ;5o ond0000s oo =D » » B=A

{a <bya> CDdossoluciones—sera B< 90,6 B>90°

[ 812 19,500 0 o JFbIER 6 60 sin solucion

A <900 bhb=90%a=b.............. » »

I &8 Zlog doog dos soluciones — sera B <90, 6 B > 90°
8 D% (e 6 O] o b sin solucion
Y0 S TR » »

b>90¢{ & <hya<180° —b. dos solcs. serd B <90°6 B> 90

a<bya=180°—b
una solucion sera B > 90

a>180 —b.......
a>b,a=180—Db
una solucién y sera B / 90
a/Z180 — b ....... s
b/90% a 7b,a7180 —b ...dos » --» B/906B 790

Bl e 0 BB oo bl d o e AT sin »

& 21D 6000600000080 o sin  »

B 7P 606 0 08 DI OCHE dos » .....B /90, 6B 790
TAN/Z80 (1 2R B T==190 S = R RS sin  »

AR /A NS T e TR sin

B4 0 et S A RN dos » .. B,£90,6B>90

B =10 00000908 00 ol una » .. B=A
a< b,a>180—b ...una» .. B 7 90°
a

<b,a=180 b
sin »

a< 180 —b ......

’,
|
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6.° Caso—Conocidos los angulos A y By el lado o

opuesto & uno de ellos.

sen. a sen. B

sen. b = sen. A

El valor de ¢ y ¢ puede hallarse por las analogias
de Neper 6 deduciendo su valor de la ecuacion funda-

mental que déd: haciendo; tang. m = cos. B lang. a

(sen. ¢ = m)
cos. m

de donde; sen. (C — m) = sen. B cotg. A tang. a cos. m

cotg. a = sen. Beotg. A

Asi mismo puede calcularse directamente el angulo ¢ por:
cotg. m = tang. B cos. a

cos. A sen. m
el R e

TRIANGULOS ISOSCELES

Por sus propiedades resulta B=C y ¢ = b, luego
considerando el medio triangulo A
ABD= A CDse han deducido Ilas
siguientes férmulas aplicables segun
los datos conocidos:

siseconoce:A.B.C.,sen. # a=sen. A sen. B;

» » » BCybec,tang.2 a=tang.bco-.B, a
» » » B.Cya,cos.2 A=cos.? asen.B
. cos. b
Sl se conoce C.abyc,cos.} A= g5
» » » A.a. b.c; sen. B=3023 o g_ fameia
St S 4 T sen.} A’ © T tang. b
tang. B = SarEa iy ; cotg. B=cos. ctang. % A

Co8. ¢




— 164 —

APLICACIONES

1.2 Problema—Datos conocidos b = 40.° 0’ 10”

a = 50.210’ 30"

A = 42,015 14”7
hallar ¢. By ¢’
descomponiéndolo en 2 triangu-
los rectangulos

log. tang. m =log. tang. b+}log. cos. A
log. tang. h=40.2 0’ 10"’ =9.923856
+ log. cos. A =42.9 15’ 14"’ = 9.869333
jog. tang. m=9.793189

m = 31.0 50’ 46"’
cos. m’ = c_oia%sobs—'m = log. cos. a -+ log. cos. m’ — log. cos. b
log. cos. 50.910 30" = 9.806481
- log. cos. 31.050’ 46" = 9.929147
19.735628
— log. cos. 40.° ¢’ 10" = — 9.884236
log. cos. m’ = — 9.851392
m’ = 44.° 44’ 50"
m = 31.° 50’ 46"’
m’ = 44.° 44’ 50"
¢ = 76.° 35’ 36"
cotg. B = cos. b. tang. A log. tang. b = 9.923856
log. cos. b = 9.884236 log. cotg. a = 9.921118
log. tang. A = 9.958306 9.844974
log. cotg. B = 9.842542 log. cotg. B = 9.756785
B = 55.09’59” log. cotg. b’ = 9.601759
b’ = 66.026'21”
b = 66.026'21"
B = 55.0 9’59
C = 121,°36’20”
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2.° Problema—Conociendo los tres lados y empleando la

formula:
on. § = [T D B
a = 176.°35 36"
b = 50.010’ 30"’
c = 40.° 010"
2 p = 166.0 46’ 16"
p = 82023 08’
p —a== 602477327 . .. log. sen. (p —a) = 9.072871
p — b =383.012"32" ..., log. sen. (p — b) = 9.738556
18.811427
log. sen. a = 9.988000
log. sen. b = 9.385363
| 19.873363 comp. 0.126637
log. sen. %2 = 18.938064
log. sen. o 9.469032
5 = 170 7817 1
C = 34.015' 2"

Por la férmula de la proporcionalidad de los senos de
los angulos, con los de sus costados opuestos se hallaran '
los deméds elementos. ‘

3.¢* Problema—Conocidos los tres lados hallar los tres

angulos: :

a = 113.02’ 56"’ b = 82.039 28"’ ¢ = 74.°54" 31" ‘
p=1(a + b+ c) = 135.018 28" log. — 9.84714
(P—8) cereeiinn = 22.015° 31" log. = 9.57840
(PIE=rh) S T = 52.038 59" log. = 9.90034
2 S — 60.028'57 log. = 9.92926

e Vsen. (p — a) sen. (p — ¢)

sen. p sen. (p — b)
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log. sen. (p — a) = 9.57840

log. sen. (p — ¢) = 9.93260 log. tang. 3 B = 9.88509
19 51766 arco 3 B = 387°30°25”

comp. log. sen. p = 0.15286 angulo B —  7500°50”’

comp. log. sen. (p — b) = 0.09966
log. (tang 3 B)? 19.77018

de la misma manera se obtendria
A = 116°20'20" y C = 70°6’59"’
Verificacion:
1E4GA—31E)+ 3B—31 B+ GC—3E=90000"
4.° Problema — Conocidos a by C, hallar A B y ¢, por

medio del angulo auxiliar.
a — 88039'19” b = 88035’15”
C = 51015’

tang. m’ = tang. b cos. C
log. tang. b = 1.6080464
+ log. cos. C’ = 9..7965212
tang. m’ = 1.4045676
m’ = 87:44’38"’
tang. m’
tang. m = ——
tang. b
tang. m’ — 1.4045676
— tang. b = 1.6080464

tang. m = 9.7965212

m = 32 0236”
¥ =a—m sen. A D = sen. m = sen. b cos. C; cos. C=cos. m cos.b’
a = 883919 gen. b = 9.9998680 co8. a = 9.7967025
— m’ = 8704438 + sen. C' = 9.89203803 + cos. b’ = 9.9999451
b’ = 0564’41 sen. a — 9.8918983 cos. C = 9.7966656
A D = a = 5101344 C = b51014,05”
tang. b’ tang. a
A=m+bd tang. b = tang. B = —
sen. a sen. b’ *
m = 32:02'46" tang. b’ = 8.2016177 tang. a = 0.0951640
b = 1010’08”’ — sen. o = 9.8918983 sen. b’ = 8.20156628
A = 3312'54” tang. b = 8.3097194 tang. B = 1.8936012

b = 1010’8” B = 89°16'05”
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EXCESO ESFERICO

Como consecuencia de este caso, es la oportunidad
de exponer diferentes formulas para determinar el exceso
esférico de tanta importancia en las aplicaciones de la
trigonometria 4 la geodesia.

En funcién de dos lados y el angulo comprendido

tang. 3 a tang. 3 b sen. C

tang. k= 1 4+ tang. 3 a tang. 3 b cos. C

En funciéon de los tres lados

Kl VSeu L sen. pT_a) sen. (p—;—b) sen. (p = c)

coS. 4 a cos. 4 b cos. 2 ¢

a o %E_VCos.gp cos. 3 (p—a) cos. 3 (p—Dhb) cos. 3 (p—c)
i I cos. ta cos.ib cos.ic

lang. 3 K= V tang. 4 p tang. 3 (p — a) tang.  (p — b) tang. 3 (p —c¢)

Como consecuencia de las anteriores

tang.  (p — b) tang. 3 (p — ¢)
tang. (3A —3 E) = V
ang. (4 1E) tang. 2 p tang.}(p — a)

=

tang. (3B — 1 E) = Vtangn 31 (p —c) lang. 3 (p — a)
tang. 3 p tang. 3 (p — b)

by y tang. 3 (p — a) tang. 3 (p — b)
PR C T e S V tang. 3 p tang. % (p — ¢)

Aplicacion de las féormulas del caso 2.°
datos conocidos:  a = 113.°2’56”,6%, b = 82.039' 28", 40,
¢ = 74.°54’ 31,06

p—4i(a+bdc) =135.018287,05 ......... log. sen. — 9.84714
(P—a) e ieemn, == ONCH RSN (EREREN Y ! log. sen. — 9.57840
(@057 1) ¢ oo oo 00 — N 528013RUG917 GEE MR log. sen. — 9.90034%

(pr—=c)e 1o oo = 60.023'567,99 ......... log. sen. = 9.93926
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calculo de tang. 3 A
log. sen. (p—b)... 9.9003%
log. sen. (p— ¢) = 9.93926
c. log. sen. (p-—a) = 0.42160

c. log. sen. p...... = 0.15286
0.41406
SR log. tang. 3 A = 0.20703
A = 116.220’ 02, 20 3 A = 58.010" 1" 10

Calculo de 3 B Calculo de: C
log. sen. (p—a) = 0.57840 . log. sen. (p—a) = 9.57840
log. sen. (p —c¢) = 9.93926 log. sen. (p—c¢) = 9.9003%
C log. sen. (p —b) = 0.09966 C log. sen. (p—c) = 0.06073
C los. sen. p = 0.15286 C log. sen. p = 0.15286
log. sen.”# B = 9.77018 log. sen.? C = 9.69234
log. sen. 3 B = 9.88509 log. sen. : C — 9.84617
32 B = 37.230725". 8 3 C = 356.00329”.58
B = 75.000°51”. 6 C = 70.006’50". 16

A = 116.920’ 02". 20
B = 75.000"51".60
C = 70.006’59". 16
T 261.027°527’. 96

— 180.0

E = 81.02752”.96

Aplicacion de las formulas a y b en las cuales entra el
valor medio de los anteriores elementos sea, ¥ p

p=3 (a+b+c) = 185.018 28”05

Bp = 67049 147.025 . ... log. tang. 2 p = 0.38608
3 (p—a) = 11.007°45”7. 705 .... log. tang. % (p —a) = 9.29386
b(p—b) =26.019'297.825 ... log. tang.} (p —b) = 9.6944l
3 (p—c) = 30.011"58".495 .... log. tang. % (p —c) = 9.76493
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Calculo del exceso E; por férmula

de a

log. tan. % p...0.38608
log. tang. : (p — a)...9.29386
log. tang. % (p — b)...9.694%1
tang. tang.  (p —c)...9.76493
log. (tang. 3 E) 2= .....9.13927

log. tang. ¥ B = 9.56965

i B = 20.021"58”.25
E = 81.027'53”

log. tang. % (p —a)..9.29386
log. tang. : (p— ¢)..9.76493
. cotg. 3 (p —b)..0.30559
log. cotg. 2 p..9.61392
8.97830

log. tang. (3B — % E) 9.48915
1B — % E = 17.008 27".55
3 B = 37.030°25". 80

i E = 20.021’58”. 25

lo

aQ

de b
log. tang.  (p —b)...9.69341
log. tang. % (p — ¢)...9.76493
log. cotang. % (p — a).. .0.70614

log. cotg. % p...9.51392
9.77940

log. tang. (2 A — % E) = 9.88970
tA—3E = 87.048027.87

3 A.... 580100 01”.12

1E = .. .. 20.021’58".25

log. tang.  (p —b)..9.29386
log. tang. 3 (p —a)..9.69441
log. cotg. # (p — b)..0.23507
log. cotg. % p..9.61392

8.83726

log. tang. (3 C — % E) 9.41863
1C — 3 E = 14041"317. 34

31 C = 35.003729".59

i1 B = 20.0 21" 587,25

VE4 (3A—31E)4 (3B —1E)4(2C— 1 E)=90.00000".01

REGLA ‘MNEMOTECNICA DE NEPER

1.* Regla—El
seno de una par-
te es igual al
producto de las
tangentes de las
partes adyacen-

tes:
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Datos conocidos
g sen. (90.° — B) = lang. c. tang. (90 — a)

SRRt o Loy cos. B = lang. c. cotg. a

T % sen. (90.© — C) = tang. (90.c — a) lang. b
cos. C = tang. b. cotg. a

s gt T N % sen. ¢ = tang. (90.° — B) tang. b.
sen. ¢ = cotg. B. tang. b.
sen. b = tang. ¢. tang. (90.° — C)

G | - T s % sen. h = tang. c. cotg. C

ABC. % sen. (90 — a) = tang. (90 — B) »Lang. (90 — C)

cos. a = cotg. B cotg. C.
2.* Regla—El seno de una parte es igual al producto de

los cosenos de las partes opuestas.

. C = o (B = . (90 —

N g sen. ¢ cos. (90 a) cos. (90 C)

sen. ¢ = sen. a. sen. C

® = = c¢o0s. ¢. cos. (90.0 —

SRR e o % sen. (90. C) cos. c. cos. (90 B)

cos. C = cos. c. sen. B

sen. (90 — B) = cos. b. cos. (90.c — C)
Bl PR AT e
R e % sen. (90.c — a) = cos. c. cos. b

COs. a = €0s. €. €0s. b
AR s - o g sen. b = cos. (90.° — B) cos. (cos. (90.° — a)

sen. b = sen. B sen. a.

Nota.—Expresion de un arco en funcién del radio R.

Cuando en una férmula figuran & la vez un arco y
lineas trigonométricas, es indispensable para hacer homo-
génea la férmula, expresar el arco en funcién del radio
como lo son las lineas, haciendo en grados, minutos ¢
segundos, segun el caso.

Siendo x.o, x’, x’* el arco, habrda que reemplazarlo por

x.° x’ x?

®o R’ R” 6 lo que es igual s e WO SRF S e, 4

de donde R.© = —2 eyt 2 P B
arc. 1

arc. 1.°? arc. 1’ ?
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expresando en partes del radio el valor del arco y ha-

ciendo R = 1 y arco 180.c = 3.1415926 = T

™
10 = 5 = 001745329 .... Ro° = 57.0295779
g T : '
1 ciss = 0-00020088 ... R’ = 3437 74677
9 K 5 e X
1" = grsciss = 0-000004848 ... R = 206264 . 806

de manera que para un arco x.° su valor sera

x.°

arco x.° =  0.017453 X x.° m—oms
’ X’

arco x’ = 0.00029088 ...... 3137 7467

Sea log. arco x = (8.241877) x.°
x’ = (6.463726) x’
X" = (6.685575) x’
sea log. arc. x.0 = 8.241877 4 log. x.°
la cantidad entre paréntesis es log. factor constante.
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GEOMETRIA ANALITICA

La geometria analitica trata de la representacién geo-
métrica de las expresiones algebrdicas, & la par que del
analisis algebraico de las expresiones geométricas.

Los valores de las variables se representan por coorde-
nadas rectilineas paralelas y perpendiculares entre si ¢
por coordenadas polares.

Para las coordenadas polares se adopta: la linea A B
como eje de las abcisas X, admitiendo que
la parte OB sea para las x positivas y la

parte A O para las x negativas de la misma

manera la linea CD es el eje de las orde- v
nadas y, siendo la parte OD para lasy positivas y la parte
C A para las y negativas.

En una ecuacion y=x*+43x —2, por ejemplo, y repre-
senta la ordenada, pero también es una variable depen-
diente del valor de x; asi resolviendo la /
ecuacién anterior asignando para ello &

x valores sucesivos desde 0 hasta +6 y

desde 0 hasta — 6 se tendran los valores
correspondientes & y, de manera que

adoptando una escala convencional para

[
Do e = o

representar los valores de y x se obten-

dran una serie de puntos que unidos

representan la curva de la ecuacion.
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Asi aplicando 4 la ecuacién y=x>43x—2 los valores

indicados se tiene para x=0; y=—2.
para —1, y=+ 1— 8 —2=—4 para + 1, y = 1+ 3 —2=+ 2
2 ik e LS R e > 42 y=4+ 6—2=+ 8
G T e D g > 43 y= 9+ 9—2=+16
D= 7 — e B =1 = B > 44, y=16412 — 2=+ 2
L e P VR s 1 > 45 y=2+1- 2=+38
> +6 y=36+18—2=+52

para y=0
> — X = — 8.5616
> 4+ x = -+ 0.5616
representando & la escala estos valores, se tendra la curva
indicada en la figura‘22.
Si se entra & considerar la ecuacion
x’+ y?—16=0 se tiene: y=1V 16 — x*

Si en esta ecuacién se busca el valor de y =0, esto es, los

puntos donde la curva cortara los ejes, se tendra:

37:0:1/16—:{2 luego X=iV16—y?

pero si se busca el valor de y correspondiente & x =0

se tendra, x=1 16—y  luego 0= V16 - v
de donde y:iVi—zi4

Lo que demuestra que siendo las ordenadas y abcisas
maximas, iguales entre si é i‘guales 4 4, la curva sera una

circunferencia.

Adoptando para x diferentes valo-

res se tiene:

para Xx = — 1, y:VlG—-l = 3.87

L) PR

s x=—2 y= 164 =1+ 846

s x=—38 y=}18—9 =+ 264

S s z=—4 y=)16—16 = o0
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Luego construyendo por puntos esta curva resultars

!
pmx=+1 y=ViZ1= s i;‘}
> x=+2 y=)}16—4 =+ 2.8 1“[{
> X = 4 3, y=V16~9=i2.64 I‘IL‘E
> x=+4 y=)16—16 = o H
L

‘como ya se ha dicho una circunferencia representada por )'
la figura 3. |

CONSTRUCCION . GEOMETRICA DE LAS EXPRESIONES
ALGEBRAICAS 3

Después de adoptada la escala que ha de i‘epresentar la l il

A o : it
unidad, sean los siguientes ejemplos: i

il

T

10 x = 23 Gl e RO !
k@ )

a
2.0 X = Y -f‘"""z‘“‘" .

>|
k- ooy ) 3 R © S S SN TR

3.2 x = 22 eg una cuarta proporcional y se obtiene el valor 4l
de la semejanza de los triangulos ABC y ‘ e
AEDen los que siendo ABLm-AC=h;

AE=a y AD=x se tiene

Ik
m:b:a:x, loque di x:‘;—b
4.°=x V ab, expresién de una media proporcional — '
v . 0 Il
Siendo a = AB y b = BC sobre una misma linea recta !
si en B se levanta una perpendi- B I
cular BD, se tendrg de los dos /

triangulos ABD, CBD AB:BD::BD:BC & ei@—s=S¢ =

8€a a :x :: x: b de donde‘x?zab,x—_- s

= . il
8l hw Gyhhie gy = Wiar 2k

ez a? |
9.° — La expresién x — 5 © la de una tercera pro- I

|
TOMO I 12




s T8

porcional. Dela construccion adjunta forman-

do dos triangulos semejantes construidos con
lp un angulo cualquiera como lo indica la fi-

gura, entonces :

AB:Ac: AE:AD, sea a:b:x:a
a‘Z
b
6. — La expresion x = V& + b* es la representacion

de donde x =

de una hipotenusa.

7.° — La expresion x = 1/ ab + c2 puede ser descompues-
ta en x —Vab+ Ve pero V ah es unamedia proporcional
y puede hacerse Y ah =p; luego en la expresion general
sustituyendo este valor se tendra x :Vm que esla
expresion de una hipotenusa. Seria, pues, el valor de la
linea DE de la figura 5 pues, que p =BD representa
la media proporcional entre ayb. yDE la hipotenusa
del triangulo DBE en el cual BE = c.

8., — La expresion x = —;i_; esta puede transformar-

3
se en x’ _ 42" § también Lo B
3 a? 3

qj se construye A O como media

proporcional entre las lineas M O,

NO =4y3 y se tiran las lineas

AD =a y Dc paralela & MN, s tiene por el teorema
de que la linea AO divide la linea MN en partes pro-

porcionales 4 los cuadrados de los catetos

2 2 2

Y e
O 0 1 AN b AN mismo 2 . XD :AM : AN
6 sea también haciendo A C = x.

x?:a?in 43 de donde x?=-—"o-X=——
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9.°—Sea x — //a® — bd; si se hace bd—n® se tendrs

x = Va*—n? expresién de un cateto siendo a la hipo-

tenusa y n el otro cateto.
Ahora como n=}dh, n es una media proporcional
entre d y b facil de construirse
AB=d, BC=b y DB=n
Si desde D se tira la linea AE =
de manera que corte en E la prolon-
gacion de la linea ABC, se tendrj

del tridngulo ABE

BE:VﬁQ—ﬁZ sea  x

6 finalmente x = }/a®— bd
10.—Sea ahora la expresién x*> — ax + a ecuacién de

2.° grado que puede ponerse bajo la forma

(- _ 2 a’
T o O

sea AC=a y OC = ;. Deltriangulo

ACO se tiene AO = VA D B G o

= Vaﬂ + %2 =a+ _g_; pero haciendo AN’ = AN se tendra:

AN:x:OA—ON’:OA—-g- pero

3 2
oA_-%:Va?_;_%_g; luego AN = x

Esta expresion es adoptando el signo

Si ahora se toma el signo — se tiene:

2
AD = AO + OD = \/a’—l—%; luego AD = x
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Ecuacion del punto.—Llamando x ey las coordenadas
de un punto con relacién & los ejes rectangulares, es
evidente que si x = 0, el punto M se hallarda sobre el
eje de las ordenadas y.

De la misma manera si y = 0, el punto M se hallarg
sobre el eje de las abcisas x.

Ejes de coordenadas y signos de éstas.—Considerando

Y+ los ejes rectangulares formando 4 cua-

il T ] drantes, numerados de 1 4 4 en los cuales

o s | 2 se adopta que las ordenadas y de la parte
- superior seran positivas mientras que las

inferiores seran negativas. De la misma manera las
abcisas de la derecha seran positivas y negativas las de
la izquierda.

Asi se tendra la siguiente clasificacion:

1.er Cuadrante 2.0 Cuadrante 3.er Cuadrante 4.0 Cuadrante
s - =9 T3
4+ x 4+ x — X i x

2.2 Ecuacién de la linea recta—Sea OB la linea con-

siderada, que corta en o el eje de

la abcisa bajo un angulo m. El

punto M, tendrd por coordenadas
MP=y, OP=x

Del tridangulo MOP se tendrd y = x tang. m; lo que
indica que el valor de y variara con x y que para
cualquier punto de la linea O B el valor de tang. m sera
constante; haciendo tang.m —a se puede escribir la

ecuacion de la linea pasando por el origen o.

y=ax (1)
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Si la linea considerada fuera la CD que corta el eje
de las ordenadas, en N, & una distancia ON = b, del eje
de abcisas, pero con el mismo coeficiente angular
tang. M = a

Un punto M’ tendra por coordenadas

y=MP =Mm+mp =Mm+ Mo=y +b; x=0p

Pero para el valor de y’ seguin la férmula (1) se tiene
y’ = ax, de donde

y=ax+ b (2)
que es la ecuacion general de la linea recta.
Coeficiente angular.— De la férmula general y — ax + b

se deduce a = # = tang. m (3)

Si los ejes fueran oblicuos, haciendo el angulo

YOX = YBH = se tendrd para e T
DBH = n — m luego Bl
. x
sen. m & f
sen. n — m 67
Efectivamente, si se hace n — 90.° se tendra:
__sen.m _sen.m _ ...
~ sen. (0 — m)  cos. m °'

‘ Generalidad de la ecuacién y = ax + b.
Si a es un numero positivo, todos ¥

los puntos M. se hallaran en el primer

cuadrante, o’ como prolongacion en
el 3.e*—pues las coordenadas resul-
tan de signos iguales.

Si a tfuera negativa, las coordenadas resultaran de

signos contrarios y los puntos de la linea M’ M” caeran

en el 2.° y 4.° cuadrante.
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Siendo b la constante BO, N O... que indica la distancia
de la linea al origen O sobre el eje de las ordenadas,
toda ecuacién de la forma y = a x, representa una linea

pasando por el origen O.

forma a forma
2y +3x=0 9x=38y+5=0, 3y=2x-+5
para x = O, y=0 para x=0, y:—l—%:l—l—%M
pox=2,,  §=-8=M » x=2, y=+y=+3
» x==4%, == » » X=#4, \:+§:+4%
» x=—2, =+3=M" ) R = yzm%
» x=—4 y=+6 l » X=4 y:—fg—:—l

Ecuacién de las rectas que pasan por un punto dado M
cuyas coordenadas son x’ vy’
Ecuacion general de la linea ¢ =ax+b
» del punto dado y=a+b
de la segunda b=y — ax’; sustituyendo este valor enla 1.2
y=ax +y —ax ¥ transformando se obtiene la ecua-

cion general
y-y=ax-x) ®

9.0 Por un punto dado trazar una linea paralela & otra
linea dada.
Ecuacion de la linea dada y=ax +D
» del punto dado . y’=a'x'4+b
la linea que pasara por el punto dado sera segun (4)
y—y =2a (x —x)) pero, como ambas deben ser paralelas,
el coeficiente angular debe ser igual en los dos casos

a—a luego la ecuacién buscada sera

y—y =ax-—Xx)
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3.2 — Trazar una recta por dos puntos dados.

Coordenadas del punto M... y’ x’

4 » » M.y’ x"”

Ecuacién de la recta qre »~-~ por cada punto inde

pendiente: para M’ x’);
» M. Y

La diferencia entr alores dara el del coefi-
ciente angular que h linea pedida con el eje de
abcisas.

Sera =1L

Sustituyendo este valor en la primera se tendra la for-

” ]

mula general y-y=5L"Y(x-x) ()

x7 — x!
Expresion que también puede escribirse

e S Vi o
_xv_yn__yy

Si un punto de los dados fuera el origen 0 siendo para

X
;:':

ese punto x'=o, y =o; la ecuacién (b) se reduciria &

y)l

4.° — Hallar el punto de interseccion de dos lineas dadas.
A C una linea, B D la otra, M = punto inter-
seccion.

y=ax+bhb y=ax+Db

Siendo M el punto de interseccién de
ambas lineas, sus coordenadas son una sola, luego para
€se punto

ax+b=ax+l
de donde ax-—a' x=b—h

x=2=2 (§)

que es la ecuacién buscada.
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5.° Calcular el dngulo formado por dos rectas dadas
por sus ecuaciones
y=ax+b; y=ax+Db
fi-é4ngulo EMG =MGX — MEG

sea V=3a—a

dedonde tg. V =tx. (2 —a) = Lo el

T 14tg.altg a
q 0 2 il a’ — a
y si los ejes son rect%ngularfaf tang. V_ e 0
» » » » » oblicuos tar . V (3 =) DA BT ®)

sieléngulo V = 90.°, tang. V = a; dedonde ;2=
6.° De un punto dado M. bajar una perpendicular &

=a seal+aa =¢

una linea dada y calcular la distancia de ese punto &
la linea.
El punto M tiene por coordenadas

x’y’. La linea dada BL responde a’;

dicular MHG & BL.

La ecuacion de la linea que pasard por el punto M
serdg y —y’ =a’ (x—x’), en la cual es desconocido el coe-
ficiente a’,

Siendo los ejes rectangulares y el angulo V- o se
tiene 1 + aa’ =0 de donde a’=— > que sustituido en la
ecuacion anterior da para la ecuacion de la perpendicular

y—y’:—;(x—x’) 9)

Conocidas las coordenadas de M, si se conocieran

las de H, facil seria deducir la distancia MH por la

ecuacion

D=V — 2+ (y =y

S T ————
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asi que empleando esta férmula y haciéndole sufrir algu-

nas transformaciones se obtiene la férmula general del
‘caso

D ==l -8B DB

V14 e

y’ representa la ordenada MP =y’, luego la expresién

ax’ —b la ordenada NP que corresponde & la abcisa
AP=x" luego la expresién y’ —ax’ — b representa la
ordenada MN.

Si el punto M se encuentra & la parte superior de la

linea BL, sera positiva su ordenada, se tendra,

Ui | !_b
y —ax’ —b>o0 yD:y—ax

Vita

Si M estuviera en la parte inferior seria

Y —ax’ — b<o y I)Z%b_—-_y‘
V1 -+ a?
Si el punto desde donde debe bajarse la perpendicular
fuera el origen de las coordenadas; se tendria x’ =o,y’ = o

i

luego D = {I\Jﬁ' /
Vit e
el resultado serd positivo si el punto B’ /ﬂb/

- se halla en la parte superior del origen y negativo estande.

en B en la parte inferior.

Si fuera la linea dada BL la que pasa por el origen A

entonces, b =o dedonde:p-Y "3 . o p_3X — ¥

Vitar Vita

Si los ejes de coordenadas no fueran rectangulares, se

tendria para la relacion 1 4aa’ - o; 14-aa’ 4 (a4 a')cos. §= o
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‘ St (1 + a cos. )
de donde a_—_a—l—cose

-expresién que sustituida general da
(yv —ax’ — D) sen. §

Vl—i—a?—l—Za cos. §

7.2 Por un punto dado fuera de una recta dada, trazar

D=

otra linea que forme con esta un angulo dado
La ecuacion de la recta dada es y=ax+b
» » » » » @ trazar es vy — Y= a’(x — x') (p)
y como éstas dos lineas deben hacer entre si un angulo
2 —% _m;6se —
1+ aa B + Tz aa’ il
pero las dos relaciones pueden reducirse & una

determinado m, se tiene

Dt a4+ m
2 =3 _ 4+ m de donde a =-—-=
1 4+ aa 1F am

expresién que sustituida en la ecuacién (p)
a+m

= e x) (1)

1+ am

8.° Hallar la distancia D queseparados puntosdados M. M’

da y—y =

del triangulo W' MR, MM" ~ MR ' MR ;
pero MR—=MP -~ RP=y —y" también
MR=PP=x —x" luegosi MM =D

se iene D=V (G —y )Y+ & - x") (12)

ECUACION DEL CIRCULO

Sea un circulo de radio = r; sise llama

A B = P, O B=q coordenadas del centro O.

: } -y sehace M O=y, A P=x las coordenadas
i
P : — de un punto cualquiera M de la circunfe-
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rencia se tendra, como expresién de 0 M segun férmula (12)
bf (2 Pl ik (= 9%, 5(13)

que es la ecuacién del circulo y que caracteriza, cualquier

punto de la circunferencia, siendo las constantes las coor-

denadas del centro.

Si los ejes de coordenadas fueran oblicuos se tendria

r'=&—p 4+ — @+ (x—p) (y —q) cos. B (1%

La ecuacién 13 puede tomar una forma mas simple se-
gun los siguientes casos:

a Si el origen de las coordenadas se encuentra en un
punto M’ de la circunferencia r> — p® + q2lo que convier-
tela 13 en x> — 2px + p* 4 y* 2qy 4+ ¢* = 1* de donde su-
primiendo las cantidades p?, ¢2, r* se tiene

X! — 2px + y* — 2qy = O

b Si el origen estuviera en el punto R extremo del
diametro p = r, ¢ = 0. de donde se tendra; y? = 2rx — x2

¢ Si el origen estuviera en el centro O se tendria

r2=x2+y?,=y=Vr2—X?

Desarrollando la férmula (13) se tiene

r? = x2 — 2xp + p2 4 y2 — 2yq 4 2
Y2 — 2yq =12 — x2 4 2px — p2 — @2

dedonde y=q+ Vg +r — x fopx — p — g

que es la ecuacién de la circunferencia en coordenadas
rectilineas rectangulares y, haciendo 2 — qz2 —p2 —C., —2p
= A; 2 =B, puede escribirse la misma ecuacién bajo la

forma,

¥+ x4+ Ax+By+C=0

de donde, y — 5 + }iB:— x* L Axt C
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Lugar geométrico, se llama asi la linea recta ¢ curva
cuyos puntos responden & la misma ley de generacion 'y
cuya expresion algebrdica que es la ecuacion de lugar y de
la forma: F (y . x) = O, es la misma para todos los puntos.

Toda ecuacién de primer grado, entre dos variables x
6 y que representan coordenadas de proyeccion, tiene
por lugar geométrico una linea recta.

Asila ecuaciéon y=ax-+b enlacual siempre, a = tang.a,
lo que conduce & decir que cualquier valor que se asigne
4 la variable x, el resultado para y serd siempre el de
una ordenada de una linea recta en que a es constante.

Toda ecuacién de 2.° grado de la forma -

x24+ y2+ Ax + By + C=0
que no comprende el producto xy, de las variables y en
la cual los coeficientes de los cuadrados son iguales a la
unidad 6 iguales entre si, tiene por lugar geométrico una
circunferencia.

De la ecuacién general del circulo relacionada & los
ejes rectangulares (x — p)z 4 (y — ¢)2 =12
se tiene efectuando la operacion, x>+ y*—2px —2qy+p?
il pi=o 1Y haciendo —2p=A,- 2q=B,p*4+ ¢ —r*=C

de donde p = — &, q=—2, r=p+q@-C

e=Vp24 - é:V&E? ki)

Lo que indica que sien un sistema de ejes rectangu-

lares se construyen las coordenadas %, ; y del punto O
. . . . 2 2
se describe una circunferencia con el radio, r = VA ‘[‘:li_

ésta sera el lugar geométrico de la ecuacion.

#
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Ejemplo. — En un sistema de ejes rectangulares, cons
truir la ecuacion 2x24 2y2 —3x + 4y —1 =0
dividiendo por 2; xz4 y2 — 2 x 42y =

agregando 4 ambos miembros [1(_ i)]-+[i(2>]-=i 412

2\ 2 2 16" " 16

: 3\? / S ) 33 |

se tiene (X———4—> —|—ky—|—1> 6+z =3V
Luego el punto O tendra por abcisa % — y por orde-
nada y = — 1, fijado asi ese punto O, si desde él se

describe una circunferencia con el radio r=—3)/ 33 se
tendra representado el lugar geométrico pedido, por
dicha circunferencia.

Si los ejes fueran oblicuos se 2ty

MPegy’

tendria MM =MR +MR

—2MRX M'R cos. MR M’ /
0 .

pero como, MR=y — v, A3
M’R'_—_'X, — X, MM’=1‘ M P =
cos. MRM’ = — cos. MRK = — cos.§ MP=V¥

AP =X’
Asi la ecuacion anterior puede AP=x

escribirse r*=(y’ — y)*+ (x’ — x)*+2(y’ — y) (x’ —x) cos. §

TANGENTE AL CIRCULO

La secante SMM’S’ que pasa por - ok

los puntos MM’ cuyas coordenadas

son respectivamente y’x’, y” x”’, tie- ] .
ne por ecuacién como linea recta < S
¥ = W

N y = X" = (X — X’) Mc¢ = radio

Tt = tangente -
Hamendo variar el coeficiente an- TP = subtangente
MN = normal

gular &= desde cero hasta que se pc = subnormal
CT =
confunda con el de una tangente op _ »|delatang. buscada
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cualquiera Tt y recordando también que para cada uno
de los puntos M.M’ se tiene x’2 4 y?2 = r?
RSy A= R
Restandolas una de otra, x’2 — x2 4 y’2—y2 =0
6 sea también (x4 x) (x7 —X) + @ +y)G - yv)=0
de donde %%}y; = — %——i—;

Ahora si se admite que y’'x’ sean las coordenadas del

punto de tangencia lo que implica hacer x” =x’, y’ =y
. D7, yz x'
setendrd ;v — o = ~ ¥

y la ecuacion primera se reduce &
y—y=— 5 (x—X)
Y

que es la ecuacion de la tangente al circulo, con su centro
como origen de coordenadas.
También puede expresarse la tangente, relacionada al

mismo origen haciendo

de; et yr=r2, yde y-—y= —-;;,(X——x’)
se puede deducir vy’ 4+ xX = y'2 4 x®
6 simplemente xX’ fyy =1r°

ecuacion en la cual figuran los rectangulos xx’, Yy en vez
de los cuadrados x2, y*

Sise hace y = O y luego x =0, la ultima ecuacién dara
r? r?
X=; §=

X y'?

que son las coordenadas TC=x, CU'=y de la tangente.
La sub-tangente en este caso, siendo PT = CT — CP sea

r? - r2 — x'2 ’2
=y x2 se tiene PT = FTETh LT % que

es la ecuaciéon buscada.

Como aplicaciéon de lo que precede, sea
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trazar desde un punto dado, una tangente & una circun-
ferencia. Para el punto N setiene: abcisa — a,
ordenada = b y para el punto de tangencia M, x’ y’

La ecuacion de la tangente en M, yy’ 4+ xx’=r2 y la del

punto N ax’ + by =r2 delacual y' = & _b ax|

valor sustituido en x’2 4 y’2 = r2
y después de ordenado por x’ da
(a24Db2) x’2 —2r2ax’ =r2h? — 12 O reduciendo

LA & (ra+b Vd-" -+ b2 —r2
Ty a'2+bz

asignando & x’ diferentes valores se tendra

s_rorFalaqgp- 2
I a2-|-j)2

6 también para la ordenada y del punto de tangencia en M

5 raibVa2+b2—1-2
rb ¥ a V a2 -+ h2 — r2
De estas expresiones se deduce que pueden trazarse

dos tangentes desde el punto N y que dicho punto tiene

que estar fuera de la circunferencia.

DISCUSION Y CLASIFICACION DE LAS CURVAS REPRESENTADAS
POR LA ECUACION DE 2.° GRADO CON DOS VARIABLES

Sea la ecuacién general:
Ay? 4 Bx 4 Bxy 4 Cx2 4+ Dy + Ex + F = O. 1)
que representa todas las curvas de 2.° grado y que resuelta

con respecto & y, puede ponerse bajo la forma

y=ax+y+ VM4 oNx+ P=ax=b+Y (2)

esto es haciendo; Y=V Mxz+4+2Nx+P (3)
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Para construir la curva, se trazara la recta
y = ax 4+ b; (4)
y 4 partir de ella se levantaran en ambos sentidos las
ordenadas Y, segin los diferentes valores que toma al
sustituirse en la cantidad subradical, valores sucesivos
de x; pero los valores de x dependeran de la naturaleza
de la curva que la ecuacion represente.

Es pues necesario conocer la forma de la curva y para
‘esto supongamos resuelta la ecuacion; Mx2 + 2N 4 P =0 (5)
que resulta de igualar & cero el término subradical de
la (3); por otra parte, sean o« Yy B las raices (en la hipo-

tesis de ser o« < B) de manera que la (3) puede expre-

sarse por Y=+2LVMGE—-—9 —-PF ®

Dando ahora & x, valores comprendidos entre oy B
setiene: « < X < B, dedonde, x —a>O0; x — B<0;
y el producto (x — @) (x — B) sera mnegativo.

Si se dé & x, valores menores que « y con mas razén
menores que B, los factores binomios (x — @)y x—f
seran negativos. |

Si x toma valores mayores que  y de consiguiente
mayores que «, los mismos factores binomios seran
ambos positivos y el producto (a — @) (x — B) también
positivo para todos los valores de x no comprendidos
entre o y B.

De lo que precede se deduce; que anulandose ‘el binomio
subradical para x — « ¥, x — [3, se tiene Y = O. lo que

significa que en este caso los puntos de la curva estan

sobre la recta (4).
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Para que otros puntos sean de la curva, es necesario
que los valores de sus abcisas, sustituidas en vez de x en
la (6), den resultados reales. Hay, pues, que dar 4 x valo-
res tales, que hagan siempre positiva la cantidad subra-
dical: asi es, que determinado ya el signo del producto
{x—a) (x —B) para las variaciones de *';(, resta considerar
el coeficiente M en la triple hipétesis de ser M g 0.

1.* M < 0; el término subradical sélo se conservars po-
sitivo para valores de x comprendidos entre « y B; luego
la curva serd limitada en el sentido de las abcisas. Ade-
mas no figurando x en el denominador, los valores de y
no pueden hacerse infinitos; de consiguiente, la curva es
también limitada 4 ambos lados de la recta ¢ sea en el
sentido de las ordenadas.

2.* M>0; la cantidad subradical sélo se conserva, posi-
tiva para valores de x no comprendidos entre o v B, lo que
significa que la curva se extiende indefinidamente en el
sentido de las abcisas desde x — a Yy x =

Ademas, los valores reales de y pueden crecer hasta el
infinito, de suerte que la curva se extiende también inde-
finidamente en el sentido de las ordenadas.

3.* M = 0; esta hipétesis reduce la ecuacion (3) 4 la
formas:

y=% 35 VaNy1 P
lo que significa consideraciones respecto al signo de N
para reconocer la forma de la curva que la ecuacién que

precede representa.

Para N> 0, y permanecers real para todos los valores

TOMO I 13
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positivos de x, lo que significa que la curva se extiende
indefinidamente en el sentido de las abcisas positivas;
tambiény crece hasta el infinito, luego la curva se eX-
tiende & la vez indefinidamente en el sentido de las orde-
nadas 4 ambos lados de 1a recta (4). Para el punto donde

la recta (4) es cortada por la curva se tiene

Para N<O, se encontraria qﬁe la curva se extiende en
el sentido de las abcisas negativas.

La discusion hecha, supone completa la ecuacion gene-
ral (1); pero en el caso de que faltase uno 6 dos de los tér-
minos de 2.° grado (no pueden faltar los tres porque la
ecuacion se reduciria al 1¢ grado), facil seria comprobar
la generalidad de la clasificacion establecida.

Respecto & las raices de la ecuacién Mx2 +2N+4P=0
se las ha supuesto, en lo que antecede, reales y desiguales;
pero en el sentido de ser iguales se verificaria con senci-
llez que la curva se reduce & un punto 6 al sistema de dos
rectas. En el caso de ser las raices imaginarias, la ecua-
cion representa una elipse imaginaria 6 una hipérbola

real.
La ecuacion general (1) representa, pues, tres géneros de

curvas de 2.° grado, caracterizadas por el signo del valor

de: M — B2 — & A C, las que son:

fer género (M < O) curvas limitadas cn todo sentide Elipses

90 » M>0) » ilimitadas » » »  Hipérbola

300 s ((M=—O) » en s6lodos » Poardbola
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Centro, didmetros Y ejes de las curvas de 2.° grado

Centro.—Se da el nombre de centro 4 un punto fijo que 3
Se encuentra & igual distancia de los de la curva conside- 1
rando éstos dos 4 dos Y simétricamente colocados con reg- .“il
pecto & él. .

La elipse y la hipérbola tienen centro y puede avari- '
guarse si una curva de 2.°

grado representada por la ecua-

1
¢ién general tiene un centro; también Puede hacerse I

directamente esa averiguacion.

Este método ests fundado en e] principio de que: cuan- i

do el origen de las coordenadas es centro de una linea de

2.° grado, la ecuacion de lalinea a que Dertenece, no contiene

i
términos de 1¢" grado.

Sea:

A x2 +2I}xy—|—Cy2—}—2Dx—|-2Ey—[—F:O (1)
. 1a ecuacién de una linea de 2.° grado que tiene su centro
por origen; la ecuacién de la recta que basa por su origen
es de la forma y — 4 . (2)

Eliminando x entre ésta ecuacion Y la de larcurva resul.-

tara la siguiente:

(A+2Ba+Ca2)x2+2(D+Ea)x—i—F=O (3

que fija las abcisas de los dos puntos de contacto.

Hallandose el origen en el medio de aquella rectu; Ia

(3) debe tener dos raices iguales Y de signos contrarios,

lo que exige que el coeficiente de Ia primera potencig, de

TR ===,
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x sea igual 4 cero; de donde: (D 4 E a) = O, pero como ésta
expresién debe satisfacer a infinidad de valores de a se
tendra D=0, E = 0.

Como consecuencia de lo que precede, cuando la ecua-
cién resulta tener dos raices iguales y de signos contra-

rios, cualquiera que sea el valor de a el origen de la

curva se halla en su centro.

Didmetros.—Si se considera una curva de 2.° grado cor-
tada, por una serie de cuerdas, la linea recta, que pasa
por el medio de todas ellas es un didmetro.

Sea a el coeficiente angular de esas cuerdas paralelas

y la ecuacién de la curva:

f(xy)=Ax® +2Bxy4+Cy?+2Dx+2Ey+F=0

Transportando los ejes paralelamente, por un punto I
del plano, teniendo m n por coordenadas; 1a ecuacion se

convierte en:

(A42Ba+Ca?)x'2+ I_ f o, (m.n) 4+ £, (m. n)a].x’
+ f (m. n)=0 (3)

por esta ecuacion se hallaran las abcisas de los puntos de
contacto.

Cuando el valor de a, no anula eltrinomio (A 4+2Ba+Ca?)
cada una de las secantes corta la curva en dos puntos.

Si se supone el origen I en el medio de una de las cuer-
das, las raices de la ecuacién seran iguales y de signos

contrarios por lo que se tendra:

£ (m.ny 4 a ') (m. n)=0

#
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Esa ecuaciéon que debers hallarse satisfecha por las
coordenadas del punto medio de todas las cuerdas consi-
deradas, es la ecuacion del lugar.

Reemplazando en esa ecuacién m n, por x y se convier-
te en

Frxy)t+at,xy)y=0
y finalmente en
(Ax+By+D+aBx+Cy+E=0 @3

Como esta ecuacién es de primer grado, se deduce que
el didmetro que corresponde 4 una serie de cuerdas para-

lelas es wna recta y sia’ es el coeficiente angular de ese
diametro se tendra:

74 L A+ Ba e
2 (*)

6 también: Caa’+B(a+a)4+A=0 (6]

a) Cuando los valores de x & y satisfacen a las ecuacio-
nes simultineas (Ax+4By+ D)= 0; (Bx+C y+E)=0
la ecuacién (3) se encuentra resuelta cualquiera
que sea el valor de a, 1o que indica que si la curva
tiene un centro tnico, todos los didmetros pasan
por él.

b) Cuando la curvaes una Elipse,el trinomio A 4-2B4 + Ca2
teniendo raices imaginarias,difiere siempre de cero,
Y & toda direccién de las cuerdas corresponde un
diametro definido por la ecuacion. (3)

¢( En el caso de una Hipérbola, el trinomio, A 4 2Ba L Ca2

se anula para dos valores reales de a Jjustamente.

cuando éste es el coeficiente angular de las asinto-
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tas y si en la ecuacion (3) se atribuye 4 a un valor
como parametro, ésta representara todas las rectas
que pasan por el centro; de donde sa deduce que
todas esas rectas, menos las asintotas, son dia-
metros.

d) Para una Fardbola, B: — A C =0, 0 sea g:g-; de donde
resulta que el valor de a’ de la (4) corresponde &
—%— de suerte que todos los didmetros de la para-
bola son paralelos entre si. La ecuacién (3), en la
cual a, considerado como parametro, representara
todas las rectas paralelas & la direccién —-g—; de
donde: toda recta paralela 4 esa diseccién es un
diametro de la parabola.

Didmetros conjugados. — Cuando dos diametros que se
cortan, dividen en dos partes sus respectivas paralelas se
les llama & causa de esa propiedad, didmetros conjugados.

La elipse y la hipérbola tienen infinidad de didmetros
conjugados.

Ahora, todo didmetro perpendicular & las cuerdas que
corta en dos partes iguales es un Eje de simetria. Como la
parabola tiene todos sus diametros paralelos, si se imagi-
ha una serie de cuerdas perpendiculares 3 aquellos, el
que divida esas cuerdas en partes iguales sers eje de la
curva. El coeficiente angular de esos diametros es —%—;
luego si los ejes de las coordenadas son rectangulares, el

. o : c
eje de la curva es el diametro de las cuerdas teniendo -

por coeficiente angular,y su ecuacién es:

BAx+By+D)+CBx4+Cy+E) =0 (3)
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Cuando la curva es una elipse 6 una hipérbola, & todo
eje determinado en un sentido corresponde otro que le es ‘

perpendicular formando asi un sistema de diametros con-

jugados.

Las curvas de segundo grado referidas a ejes especiales’

I.—La elipse 6 la hipérbola referida dun sistema de ejes

conjugados.
Si en esas dos curvas (curvas con centro) se toma por 1

eje de abcisas un diametro de la curva, siendo cualquiera
el origen de las coordenadas y por eje de ordenadas una
paralela & las cuerdas conjugadas de dicho diametro; para
cada valor de x resultard para y dos valores iguales y
de signo contrario. Para que eso se cumpla, necesario es
que la ecuacién de la curva, resuelta con respecto a y,
tenga raices iguales, lo que exige que no existun en ella

término de primer grado en y.
Asi, la ecuacion general de segundo grado -
Ay +Bxy4+Cx2+Dy4+Ex+F=0 (1) 4

que por la condicion que antecede debe tener Bx 4D go;

variable), quedara reducida & A y2 4 C x2 + E x + F=0.
Si ahora, quedando fijo el eje de las x, se traslada el

!
|
pudiendo ser separadamente, B = 0, D =0 (porque X es I

origen de coordenadas al centro de la curva, el eje de las
y pasara & ser el diametro conjugado del que se ha tomado il
por eje de las x. La condicion establecida debe cumplirse

también para las abcisas, lo que implica hacer E = O, re-

&
'
{4

IE
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duciéndose la ecuacién (1) 4 A y2 - Cx2 4+ F = 0, 6 sea la
elipse y la hipérbola referida 4 un sistema de diimetros
conjugados.

IL.—Lu pardbola referida d un didmetro y la tangente en
el extremo de éste.

Por las consideraciones hechas con respecto 4 la elipse
¥y a la hipérbola; la pardbola, referida & un sistema de
ejes en que el de las x sea un diametro, el origen en un
punto de éste y al eje de las y una paralela 4 las cuerdas
conjugadas de dicho didmetro, la ecuacién (1) queda re-
ducida 4 laforma: Ay +Cx24+Ex 4+ F=0 (2).

Resuelta ahora la ecuacién con respecto & x, como el
didmetro y por lo tanto las cuerdas paralelas & éste, no
cortan la parabola mas que en un sélo punto, debe resul-
tar para cada valor de y un sélo valor para x, lo que impli-
ca que el término del cuadrado de x debe desaparecer,
siendo por consiguiente: C x2 — 0, 6 sea C = O, por cuanto
X, no puede perder su caracter de variabilidad.

Esto reduce la ecuacion (2) 4 la forma

Ay24+Ex+4+F=0 3)

Trasladado por fin el eje de las y paralelamente hasta
el extremo del diametro tomado por eje de las x, pasara 4
ser tangente 4 la curva como posiciéon limite del sistema
de cuerdas conjugadas con dicho didmetro; pero el origen
entonces 4 estar sobre la curva y para x = 0, debe tener-
se: y =0, lo que implica F = 0, quedando asi reduc’id_a

laecuaciond A y24 Ex=0 (4 0 sea la pardbola refe-

rida & un diametro y & la tangente en el extremo de éste.
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Reduccién de la ecuacién general de las curvas de segundo.

grado por transformacién de coordenadas

Demostrado ya que la ecuacién general de segundo gra-

do (1), puede ser reducida para la elipse y la hipérbola &

la forma: A y2 + E x — 0, y siendo ventajoso paaa estudiar-

las propiedades de estas curvas, tenerlas en sus expre-

siones mas sencillas, conviene exponer el método para.

llegar 4 ellas.

La ecuacion (1) Ay2 + Bxy4Cx24+Dy+Ex-+F =0 re-

presenta la curva referida generalmente 4 ejes oblicuos;

pero por una sola transformacion se le puede referir &

ejes rectangulares sin cambiar el origen.

Estas férmulas reducidas & la forma de las 3) v (4)

precedentes seran:
My24Nx2+4+P=0 My2+4+Sx=0

representando la elipse y la hipérbola referidas 4 su sis-

tema de diametros conjugados perpendiculares, ¢ sea 4.

sus ejes y la pardbola referida al didmetro que forma eje

de simetria de la curva y 4 la tangente perpendicular &
¢l en su extremo.

Se ha visto ya que la condicién de confundirse el eje.
de las x, con un diametro, implica la anulacién del térmi--
no x y, enla ecuacion de las tres curvas; dadas las for-
mulas de traslaciéon paralela de ejes, igual cosa se verifi-

cara tomando el eje de las x paralelo 4 un diametro.

Haciendo, pues, girar los ejes de un angulo «, de suerte.
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‘que desaparezca el término en x y, se tendra el eje de las
x paralelo 4 un eje de la curva. Sustituidas asi en la
ecuaciéon general (1) en vez de x é y; los valores expresa-
dos en las férmulas de rotacién de ejes rectangulares

seran:
X = X, cos & —y1sen®

y = x1 sen % - y1 cos &
y se obtendra una ecuacion dela forma
Myi24+Lxiyi+Nxu24+Ryi+Sxi+F=0
en la que

(@) M= Acos? % — Bsen&®cos®-Csen? &

() = Acsen? &} Bsen®cos® | Ccos? &

(¢) L=2Asen %cos&-+ B2 (cos? & — sen? o) —2Csen ®cos®
(@ R= Dcos —Esen&®

(¢¢) S= Dsen %4 Ecos®

Siendo el objeto de la transformacion hecha, la desapa-
ricién del término x y, el angulo « quedard determinado
por

%—2 A sen dcos @ -} B2 (cos? @ = —sen2 @) —2Csenxcosd

y se tendra: My2 +Nx2+Ry+4Sx+F=0 (§)
Transformaciones

La ecuacién general (1) puede también ponerse bajo
la forma (A - C) 2 sen. & cos. & + B (cos.” @ —sen.?@) = O
y transformarse luego en

(A — C)sen. 2a 4 Bcos. 2a=20
de donde se deduce tang. 2 @ = &

de la cual & su vez se deduce
1

Vi_—i- tang.” 2 @

6 simplemente

tang. 2 a

Y1+ g 2 a

cos. 2 a c sen. 2a =

, ,
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A—C ; — I8
cos. 2 o = - sen. 2 a4 =

Via—ce ¥ B Via—-cr+ B

Por otra parte, sumando y restando entre si las ecua-
ciones (a)y (b), recordando que cos.?a 4 sen.? @ =1; ¥
M + N = A 4 C sellega 4 tener

M —~-N=(A—C)cos. 2% — B sen. 2 &

en la que sustituyendo sen. 2 @ y cos. 2 « por sus valo-
res se llega & M—N=V(@&—cCy+ B
De los valores de (M 4+ N) y (M — N), se deduce
PN g W - Pt )
M=—'1,' +3V@Aa—-cr+B
A+C e

N=AFf s Va—grw
— B? 2 .— 4
MN_AC—B B .—4AC

4 %
‘Segl’ln el valor que resulte para B: — 4 A C, sea
B?——leAC;O’ B2—4AC=0
sera, pues, siempre posible hacer desaparecer los tér-
minos en x é y, relacionar al nuevo sistema de ejes y
volver & la ecuacion primitiva
My +Nx=P 6ala y2=Qx
Asi, pues, de la ecuacién general puede deducirse que

segin B? — 4 A C < O la curva serd una Elipse
» B —4AC>0» > » » Hipérbola
» B2— 4AC=0» » » » Pardbola

Ejemplo de una transformacién en la que B> — 4 A C <O
yv2—2xv+4+3x*42y—4x—3=0
se tiene A =1,B=2C=3,D=2E=—4F=—3
B:—4AC=4—(*tX1X3)=4—-12=—28

luego la curva es una elipse.
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Aplicando las formulas se tiene:

o o T e
=B _4AB 8 Jokg
. ZCD——BE_ B
e T TR
APLICACIONES

Transformacién correspondiente & B* —- 4 A C ; (6]

y2—2xy+3x?—|-2y—4x—-3=0

haciendo

A= 2 c=38D=2E=i—4F=—3
se tiene

B22 —4AC=4—(4X1X3=4—12=—28

que es una elipse.
Aplicando ahora las férmulas anterlores para trans-

formacion:
: 00 e (il
B — 4AB 8 2y
e DBl T
B — 4 AC g
Db4-EA (= 9
F=Ft— b =—3t——=—7y
Sea sobre X X, AC=Pt=1%;
CO=10=h=—7%

Por O se llevaran los nuevos ejes Ox’, y O; asi la
curva se hallara relacionada & los nuevos ejes y sera:

B 2
tang,.2a_-—A_C_:2_

de donde tang. PO x’ = — 1




luego

| —
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El tercer sistema de ejes sera 0 X, 0 Y”, dividiendo

en 2 partes iguales el angulo L O X'

Se tiene tambien
AR .
M=2FEC i va_—orm=2+V2

N=AEC V@ o rB=2-V2

=

que dan para la ecuacion final:

E+VE) v+ E—Va)e=3=My+Nx=P
Para compararla con la fundamental:
A® ¥° 4 B xf = A" B?

y deducir de ella los ejes principales 2 A y 2 B, hay que

multiplicarla por

7 9

h =g = =

iy

se tendra pues:

9(2_11‘@},?_*_(‘)_(3;,_@)-:(2:81

A Vaa +Ve2 —29; y, 2A=550
3 5 : ;
B = 9 Y2 =110 y,2B =220

Asi el eje de la elipse se hallard en la direccion
ox”, 0Y”
2.9 ejemplo. — Relacionar el sistema Y Y, X X, con el
X’ x”, y’y’, que pasan por O.
3‘2+2xy—2x?—4y—x+10=0

aqui es
A=1,B=—|—2,C=—2.D:——4,E=41~,F-:'10
luego B — 4AC=4+48=12 lo que indica

que se trata de una hipérbola.

—— &
A e e
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Efectuando la aplicacién de las anteriores férmulas,

resulta a=+44 b=+3 F=1

Sobre A X, téngase

X

O sera el nuevo origen de las

Z

coordenadas Y’ O, X’ 0, y la pri-

mera transformada sera

e

v+2xy—2x4+%-0
. de donde

B - —
A=C =

=

N
W A
-

ol 1o

tang 2 a =

Luego el segundo sistema de coordenadas se trazara
dividiendo con el eje 0 X" el dangulo L O X’ en dos
partes iguales.

Siendo B positivo, resulta:

ol
&
w

M=—%—%118; § N=_%11%

de donde la transformada final:

: T O T
. el = e
y como la ecuacién aqui es My —-—Nx*=4P

se cambia en «x viceversa, resuita que el eje prin-
S y )

cipal B B’ se halla sobre la linea 0 Y.

3.7 e¢jemplo. —En el que se tiene B> — 4 A C — 0
V—4xy+4x 42y —7x—1=0
se tiene A=1,B=—4C=4D=2E=-7F=—1

B*—4AC=16 - 15 =0, se trata de una'pm-dbola.

R —




O
Aplicando las férmulas
tang,‘lm:-f__l_gic-:_% ‘
cos X & = ——%— siuus x & = + _?;
de donde sin & = .L/_L:.._,Zﬂ?}_“ == Vs
o [t K'_lvtilzcos 2« - _15_ Vs— '
M=A;C+%V(A—C)2+B2=—3—+%=5
.

R:Dcos“-Esin“:%q'\/g,_
S=Dsix10’«+EcosOC—{—Ecosdz——%'[/g

y por primer transformada

16 - 3 . = '
5Y2+*5‘V5=§V5X—1=0 |

Sobre A X tomese AC=1yCD=— _!;— y tracese

la linea D A B, de donde tang B A X = — %

Dividiendo en dos partes iguales el angulo B A X

l
por la linea A X' se tiene el segundo sistema de
|

coordenadas. i
|
B—4MF 8. — i
Luego a=—fpyg— =7 /5 = 27 4
R 8 L — . ‘
y b=—gy == V5 =—0T
y la 2: transformada 5y'—’—% /5 x =0
S=—%V§=—l.3.

Por fin, tomando sobre A X', AE=—270, ¥ tra-
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-zando la perpendicular E A’ = — 0.7 y desde A’ los
paralelos A’ X7 A’ Y” se tendrd el sistema de ejes
4 los cuales corresponde la ecuacidn 5 y>=1.3x =0
-de la parabola cuyo vértice estd en A’ y cuyo para-

metro es, pues, 1.3.

Coordenadas polares

Si sobre una linea adoptada como base y desde un
punto O llamado Polo, se obtiene el dngulo ¢ que for-
ma la linea O M con la O B, y la
distancia O M radio vector = r del
polo & un punto M de una linea

dada, se comprende facilmente que

0

la linea 6 curva M B se hallara determinada si se es-

‘tablece una relacion entre r y ¢ que sea verdadera para
-cada punto; pues dando & ¢ una serie de valores, se
-obtendra de la relacién f (r, ¢) = o, valores correspon-
dientes de r.
Las variables ¢ y r son llamadas coordenadas polares.
Para pasar de un sistema de coordenadas rectangulares
-4 otro de coordenadas polares es preferible siemnre supo-
ner que ya la curva es definida por sus coordenadas
rectilineas: sean, pues, A X y A Y los ejes oblicuos con
relacion 4 los cuales la ecuacién es f (x, y) =0; O By

O el Polo y la base de las coordenadas polares; O ¥ y

‘0 y’, paralelas a los ejes pasando por el Polo O.




— 2ff) =

a y b las coordenadas del polo O, « el éngulo B O X’
0 el angulo de los ejes V A X, O M = radio vector = r.

MOB=¢0MK=0—¢—a), MOK = (¢ + @)

Las coordenadas del punto M, seréan:

AP=X a+O0K, y MP=b MK=y

En O M K, se tiene:

OK:sinOMK::0M:sin MK O, KO:rsm(e_cp_a)

sin @
también
MK:sinMOK::OM:sin MK O MK:Q&&;W)

Sustituyendo esos valores:

S o
) iy b R ) g

sin 6

x = a4

Llevando ahora estos valores de x 6 y en la ecuacion
dada, f(x,y)= 0, se obtendra la nueva ecuacién polar
Si los ejes fueran rectangulares, 0 = 90°; luego
sin 9 =1; sin (0 —¢@ — @) = cos (¢ + @)
y las férmulas (2) se convierten en
x = a 4 r cos (& + @)
y=b 4 sin (9 4 )
Sila base O B es paralela al eje A X, el angulo a = 0;
entonces x=a-+rcos®; y=Dhb-4rsing®
Por fin, si se confunde el polo O con el origen A de los

ejes, a y b desaparecen y queda

X =17rcos ¢, y = r sin ¢

Transformacion de las coordenadas

Es decir, pasar de un sistema de coordenadas & otro.

1.e* Caso.—Traslacién del origen 6 transporte paralelo

TOMO I 14
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de los ejes; sea y = f (x) la ecuacién de una curva con

vy el relacién 4 los ejes rectangulares, oy
.

E-" 0X, enelcual x=0P y=MP

apt 'tg pasar ahora & otro sistema Y A, X A

S ‘,,— x cuyo origen A tiene por coordena-

das OB=a, AB=b.

Las nuevas coordenadas de M seran A Q =t, M Q =u,
de donde x =a 4 t,y=Db+ 1, sustituyendo esos valores
enf® =y btu=flatty u=fla+t)—b

Siendo ejes oblicuos y teniendo el

primitivo A Y, A X, pasar al nuevo
ANY,NX.
Parael 1., AP =x, M P =y, son

las coordenadas.
Parael 2°, A’ L' = x’, M’ L’ = y’ seran las coorde-
nadas.
AB=a A'B=1D; Y'AX" = X A X" =q
YA X' =Y A X =
Son conocidos a, b, 6,  y x".
AP=x=at+BP=a+ A K4+ PH
MP=y=b+4+ML=b+MH+PK

se tiene APK=PAY =0—«
‘ ANKP =ALM=180° —ML X" =180 — 6
gea: . sin 0, PMH=0—a =Y AY"

PHM=AL M= 180 §

entonces A’K : A’ P’ ::sin (AP’ K) : sin (A’ R P)

x’ sin —

AK:x ::sin(® —a):sinb; A’K=———.(e——“)
sin O
28 K:_A’ P’ ::sin PP A”K :sin A” K P’
PP K :x’::sin g :sinf
x” sin &

4 e
SRS sin 0

—
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PH :MP ::sinPMH: P HM
P'H:y’::sin(e_’o;):sine

y’ sin (6 e a’)

Be== sin §

MH:MP ::sin MP H:sin PHM; MN:y' ::sin ¢ : gin 0

It ek
sin 0

Instituyendo ahora, se tiene:

)i‘“sin (0 — a) + ¥y sin 0O —a)

sin @

3) X =a-+

. . )
x’ sin & 4 y’ sin &

Wb sin

Tal es la ecuacién general para la transformacién,
cuya aplicacién puede comprobarse por los siguientes

Casos:

1.° Los dos sistemas de coordenadas son paralelos
entre si o =0 y 0 = o
de donde sin (§ — a) = sin f, sin (§ — o) = 0

sin ¢ = 0; sin ¢’ = sin §
Las foérmulas (3) se convierten en
X Sa o xE el (8

2. Se pasa de un sistema rectangular 4 uno oblicuo;

en este caso; = 90°  de donde
sin f = 1, sin (6 ~ o) = cos o, sin (9 — oc’) = cos o)
y las férmulas (3) se reducen &
y=x’'sin® 4 y sin® 4 b
B) Xx=1x"cos & 4+ y cos @ 4 a i
y conservando el mismo origen a y b =0 se obtie‘he;

y = X’ sin @ 4 y’ sin & N

-y

Y )
x = X’ cos &% + y’ cos &
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30 Pasar de un sistema rectangular & otro igual.
§ = 90°
En este caso
@Y AX = VAT X AKX =90+

y 'sin6=1sin(6=a)—cosa
sin (9 — ag’) = sin (U° — 90° — o) = — sin o
sin & = sin'(90° 4+ @) = cos ®.

Luego las férmulas (3) se ‘convierten en:
x = x’ cos & — y’ sin & 4 a
(C) y:x’sina+y’cosa+b
y si el origen de ambas fuera el mismo, seriaza y b =0
entonces vendria x = x’ cos & — y’ sin &
y = x’ sin & 4y’ cos &%
4.° Pasar de un sistema oblicuo & uno rectangular.

En este caso % — Y A X7 =90 4+ «, de donde
sin @ = cos &
sin (0 — o) — sin (B — 90° — ) — — sin [90° — (0_a)] ——cos(®—)

y se tiene entonces

pox i B @ sialioon ) o iy

sin 0

x’ sin ¢ + ¥’ cos ¢
sin 0

(D) il — +b

5.° Pasar de un sistema de coordenadas rectangulares
4 otro polar, adoptando como polo el origen y el lado
positivo de las abcisas de los ejes primeros. |
Las coordenadas del punto M.
son:0 P =x, M P = y ya conocidos.

y como se da el dngulo ¢, resulta

x=rcos® y=rsn¢

____————d
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y si el polo tuviera coordenadas, es decir, no estuviera
sobre el eje de abcisas se tendria:
x =h 4 rcos @ y=Dh-+4 rsin®
Si al contrariohubiera que pasar de coordenadas polares

4 rectangulares se tendria:

r = sz —{—-);: tang. ¢ = Y

Lineas de 2.° grado 6 funciones de 2 variables.

LA ELIPSE

Es una curva cerrada que tiene todos sus puntos situa-
dos de tal manera, que si desde cualquiera de ellos, se
trazan 2 radios vectores 4 los focos F, la suma de ellos

sera siempre constante é igual al eje mayor.

A B = eje mayor; F yF’ = los focos
F O =F O = la excentricidad.
M D =eje menor. FM,M'FM” F=

radios vectores, m n = el parametro

propiedad: FFM +F M =AB de donde
FM=FM=-AB
. A B
haciendo ahora T a; OM=Db; OF =c¢

se tiene por el tridngulo M O F en el cual

FM:%AB:a

a? = b? 4 ¢ b2 =a2 — c2; c2 = a? — b2
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Para buscar ahora la ecuacién de la elipse tomando los
dos ejes por ejes de coordenadas se tendra:

FPP=e+x FP=e=xXx

mM2 =12 = FPP24+MP2=(et+Xx)2 +y2=
y2 +e2 +2ex + x2

FM2 —m2 = MP2 + P F2 =y2 + (e—x)2=
y2+e2—2ex-+x2
restando una de la otra; r2—r2 =4 ex

r—r2)=(r1 +r)(n—m)=4ex de donde

4ex 4ex 2ex

r —r = == —
r1 +r 2 a a
sumando los dos valores
2
(1 dr)=2a,y,@—1)= 4=
a
: 2ex
se tiene: 2l = - 42 a
de donde
e X " e2 x2 - 2+2
r=— 3 _— a e X
t a + a; r a?

pero ya se conocia otro valor de r.2 luego igualandoles
¢c2x?2
y2+eﬂ+26x+x2=———é——|-a2+2ex sea
a

a2 y2 J-a2 e? +2a2 ex+{a%x? =e2x2-tat|2a2cx,
sacando el término comun 2 a2 e x
azy2 4 aze? | a?x2= e? x2 | at,

lo que también puede escribirse

‘ a2y2+(a2—e2)x2=a2(a2—e2)
pero como se tiene segln la figura 1
FM=a MO=b y oF =e¢ resulta que:b? = a2 — e?
luego puede ponerse la ecuacion general
(%) a2y2+b2x2=a2b2.

Ecuacién general de la Elipse con relacion a su centro y

sus ejes.

| .
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De ella se saca

Y=iEVa2—x2; X=i%Vb2—y2
a

la férmula (4) se acostumbra también poner bajoesta forma:
A2 y2 + B2 x2 == A2 B2 6 tambien A y2 4 B x2= C

2.2 Con frecuencia se llega, en la busca de un lugar geo-

métrico, con relacion & sus ejes rectangulares, & la-ecua-

ciéon (5 )M y2 4+ N x2 = P enlacual M, N, P son positivas.

Si se hace en esta ecuacion y = o resulta

P e
X:i‘/ﬁ?‘ yparav X=0,y='_|'_Vﬁ

Sobre dos lineas (ue se cortan & 4ngulo
recto tmese OA=0B=A yOC=
O D = B: desde C con un radio = A iX —F——»
\
\‘_.l

describase un arco de circulo, los pun-
tos F I’ serdn los focos.

pues

OF=0F =Vor:—Toz:=VA2—Br= o=}/ EON

como x llega hasta 0 B = A’, e y hasta B, puede ponerse

: . It P P
A=Vﬁ y B.—.:VE de donde N=1A—2’yM=B—2-

luego la ecuacion (5) puede ponerse bajo la forma:

12
Ry}

ecuacion de la elipse cuyos ejes son

B ) B
2 Vﬁ y 2 Vﬁ

3.° Para convertir la ecuacién M y* + Nx*=P 4la

+ % x 2 = P d6reduciendo; A2 y2-+ B2 x2 — A2 B2

forma general (4) basta multiplicar sus dos términos por

g bl
» MN

h

—




S e
En efecto, resulta & v + MR
_F L Ly e P. _P2
pero A= g B = AB =5 X | = 7N
P P P (M — N)
IR TR, e
y e A B N M T

luego quedara A? y2 + B2 x2 — Az B2

4.° Sea la ecuacién 5 y2 4 3 x2 =6, multiplicando por

6 6 .2 6 12
—_— = e = — i 2 L— Ho=
55 3 T 5 resulta 2 y2 4+ 5 X 5

de la cual A =12 BZ%V%? ez._?:_ Vs

Tangente a4 la Elipse

Siendo la ecuacion general reducida & sus ejes y 4 su
centro: a2 y2 4+ b2 x2 = a2 b2 (1), hallar la tangente
y la normal & un punto M (X, y,), asi como la subtangen-

te y la subnormal.

J& a Calculando primeramente la

.
= o

ol ar AT PR secante S S’ que pasa por los
o
\ /N // puntos M’ M”, se tiene
| , sy =y-—y=5=5x-x0@
T’ T = tangente i
M N = normal Como para cada uno de los

T P = subtangente ) )
u
o L P puntos M’ M” corresponde la

x=0T misma ecuacién, se tiene para
x’=CP
ellos:
a2 y’? 4 b2x’? = a2 b?
y restando la segunda de la pri-

a2 y’'? 4+ b2 x’? = a? b?

T ——
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3 b2 X’+X”

mera, resulta L — ¥ = 2y Ey”

Por consiguiente, se obtendrsa la ecuacién buscada si

2]

se hace coincidir el punto M’ con M”, llegando & tener

v =y, x" =x", lo que da para la ecuacion de la
tangente:
R b2 x’ X .
¥ == Z—EQ—y;(X"‘X)(Eﬁ
0 también a2y’ y 4+ bh2x’ x = a2z h? (6).

De esta ecuaciéon se deduce la de la normal:

7_a'2y’ H
N =Y _b2—x’(x—x)(7)'

Haciendo en (6) y = 0 resulta la abcisa

(O e iy o

7

X

y por lo tanto, la ecuacién de la subtangente:

x’—x=x’—x—,(8)

La abcisa del punto N se halla deducida de (7)

a2 — b2

CN =x = a2

x’

y la ecuacién de la subnormal:

7 b2 y
Si1 = x — ¥ = — — x.
a2

La normal en un punto M es la bisectriz del angulo
formado en ese punto por los dos radios vectores.

La tangente, siendo perpendicular & la normal, es & su
vez la bisectriz del 4ngulo formado por uno de los radios

vectores del punto y la prolongacién del otro.

Problema. — Teniendo una elipse trazada, hallar su

centro, sus ejes y sus focos.
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Sea A B C D la elipse; tracense dos
cuerdas paralelas, m m’, n n’, témen-
se las mitades de éstas y tirese una

linea H H’, que serd un diametro; el

punto medio C de ese diametro, sera
el centro de la elipse.

HIPERBOLA
Se llama asi una curva tal, que la diferencia entre las
distancias de cada uno de sus puntos a dos focos F y F’
es igual y constante 4 una distancia 2 a:
FM—-—_MF=AF -AF=2A=A0+4+08B

Para hallar su
ecuacién con rela-
cion 4 sus ejes y su
centro O. Siendo:

O P = X » M P =] y
r—ry=2a
gl r= F"’P=e+4x

FP:(X = e):r,

r2 =y2 4 (x 4 e)?2

I']2= y2 +(X =2 6)2 {
restdndolas después

de desarrolladas, re-

"

sulta rz —r’=4ex

A y B = vériices
F y F’ = focos
F F’ = 2 ¢ = distancia focal
O = centro de la hipérbola
A B = 2 a = eje transversal
OA=0B=a
— |/ a& & b2

Excentricidad e = id = IR e
¢ a a2
m m’ = parametro p
F M, F’ M = radios vectores
FM—-—F M=2a
M’ T = Tang. al punto M’ = hisectriz del
angulo F M’ B’

sea
(r+r)(@®—r)=4ex
Pero dividiendo por

(r—ir)=2a
queda

T 2 z X
suméndole

r—r)=2a




-
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. G e X a2
se tendra r = —at—

y substituyendo este valor
en (1), sea r2=y*4 (x4 cp2 se tiene

(ex 4 a%)

yE = (xosk e
6 también 32y2_.(eg_32)X2:-—a2(e2_.a2).
Si para simplificar se pone e2 —a2=>b2z se tendra

para la ecuacién pedida:

a2 y2 — b2 x2 = — a2 b2 6 A2zyz — Bzx?2= — A2 B?
6 también Ay —Bxe=_C |
Tangentes

Sea M’, (y’ X’) un punto de la hipérbola cuya ecuacion es
a2 y2 — b2 x2 = — a2 b?
y tracese una secante que pase por los puntos
Ny M” (x”y7)
la ecuacion sera:
R 1.4

V=& =X,—XN(X—X) 2.)

Para cada uno de estos puntos M’ y M” hay la ecuacidén:
a2 Y’? = b2 x’2 — a2 b2
a2 .y”z — b2 x’’2 — a2 b2

. 2 x’
se obtiene el valor "y —y = % (x — x’)
6 sea a2y y4b2x x=—azbh? (3)

} las que restandose

que es la de la tangente.
Esta ecuacion es igual 4 la de la elipse, con la diferen-

cia del signo de b’. Para la subtangente T P’

b ) az
X —x =X — =
X

%}
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De estas ultimas ecuaciones se desprende que la tan-
gente cortara el eje x x siempre entre O y B, porque X’

nunca sera menor que a — O B, pero por x’ —a re-
b2 x’

a2y’

sultara en %2 =0T, a=0T, luego

=0

y la subtangente = 0, es decir, la tangente al vértice

‘sera perpendicular al eje.

También, como en la elipse, la tangente en un punto
cualquiera de la curva, es la bisectriz del angulo formado

por los radios vectores en ese punto:

Asintota

Es toda linea que se acerca sin cesar a una curva sin
alcanzarla jamas, sino en el 2o

La hipérbola tiene dos asintotas que se pueden construir
facilmente. En los vértices A 6 B se levantan las perpendi-

culares.

\ : N BD=AG=01 semi diametro

menor b= Je—az=1)53 o5
y las rectas OD y 0G son las

asintotas cuya ecuacion es:

X y el angulo

_+b
[ ety

sera:

tang @ = %




PARABOLA

Es una curva en la cual cada uno de sus puntos

dista igualmente de un punto fijo

llamado foco y una linea recta -
llamada directriz.
Fn=mm’ ,OA=AF,NM=FM,
Para hallar su ecuaciéon general
con relacién 4 sus ejes y origen en

el vértice A se tiene AP=x; MP=y

1 g
y,AF:%_—_OA, pero

FM=MN=OP=0A4AP=1%p+}x
Y FP=AP—_AF=x—1p

F = Foeo
Ahora como 0 X = Eje

N O Z = Directriz

R F 8 = parametro = 2p
RF=FS=0F=p
O"A = A'Fi= % piv

MP +F P"=FM* sea
Y+ G&—ip)lf=(iptx)

desarrollando y2 4 x2 — pTx i % g %‘ g % .

2 g ¢
de donde y2z— x2 -} % + % —x2 4 l’z—x = %i y finalmente 1

la ecuacion vP=px ¥ y=FVopx 1) |
si se adoptara para la representacién del pardmetro 2 p en ‘
vez de p resultaria OA =AF =} p; y la ecuacién final
seria: ' l

s 1
v =2px  y=%FV2px también ye— 2L

de todas maneras el parametro es igual 4 4 A F 6 2 veces

la excentricidad O F. Si se hace x=14 p se tendrs

;
2 =9 Rl oy, N B
Y P+ -5 =P; y=%Pp '
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Tangente

Dado un punto M de la parabola sus coordenadas x' v’ y la

ecuacion y = V/pa hallar la tangente, subtangente,
normal y subnormal.
’f Adoptandose para ello
2y = e > . ' otro punto M’ (x’y”) la
N
/"/ :“ :\\\ ecuacion de la secante S s
2 | N
g {‘| \\ que pasa por M” y M” sera:
Vi . | V.4 A 1__ ]
/" A P y——y’=il_§,, (x—x) (1)
7
y ==px’ y’2 =px’’; restando
una de la otra
y72 - y’lz — pY (X'—X”) Sea’
T t tangente ¥ —=y)(y+y)=pE'—x"
P T = subtangente ”
M N = normal de donde
PN = subnormal (Y + Y'’)

Substituyendo este valoren (1) y —y = -+ (x—x')

y+

para la secante y,haciendo coincidir ésta con la tangente

hasta tener en M, y = y”, setiene

e p(x—~x) 6)

6 multiplicando todo por 2y yrecordando que yz= p x/,
2yy —2y2=px— px; Seal 2yy =px—px +2px
de donde la ecuacion general de la tangente
Yy =tp(x—Xx)
Si se hace y -= 0 para hallar el punto T de intersec-

cién de la tange‘nte ydeleje A x, setiene x =—-x' =AT,

y por lo tanto A T = A'P, pero
FT=3p+AT ¥ FM’=M’S=.Z_+AP

L-——é
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luego FT =F M ylosangulos FMT=8 MT, de
manera que toda tangente divide en dos partes iguales
el angulo S M’ F.

Si en el punto M’ se levanta una perpendicular M N
4 la tangente, M N sera la normal y PN la subnormal; i
por consiguiente, siendo

FT=0OP,AF=0A y FP=OT,
getiene AP=AT=x y TP=2x En el tridngulo
rectangular T M N se tiene, haciendo la subnormal
PN =S, considerando y como media proporcional
entre PN y TFP:
2=PNXTP=SXTP=SX2x=2S8x

La ecuacién del punto M es también y2=2p x.

Asi, igualando esos dos valores de yz se tiene
2px=28x, de donde S=p, es deéir, qﬁe la sub-

normal es constante é igual al medio parametro
En la ecuacion (6) el coeficiente 2—27 es la tangente geo-

métrica del angulo - M T X.

Por lo tanto, de la semejanza de los triangulos
TMP y PMN
se deducen los siguientés valores:
Tangente, T =7 (p+ 4x)x
Subtangente, t=2x’, puesque AT=AP Yyque la |

subtangente es A P.

e :
Normal, N = Vp x’ + P—4— Teniendo A N’ = x'+%p.

Subnormal, S = ip. |

—
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Diametros

Por expresiéon de diametro de una curva, se entiende
toda recta que divide cuerdas paralelas en dos partes
iguales.

Sean M N, M' N’ partes
de una curva. La linea O T
que divide en partes iguales
las cuerdas paralelas entre
si MM, NN, esun dia-

metro; teniendo conocidas

las coordenadas a b del

punto O y los angulos ¢ y B
y las coordenadas de M, sean AP = x, M P =y, pue-
den calcularse las nuevas coordenadas 0Q=ty MQ=u,
de la ecuacién de la curva y = | (x).

Segun lo expuesto en la transformacion de coordenadas,
x=a+tecos®+u(@+h) (1
y=Db+tsin®+u(@+f @

La nueva ecuacién entre ¢ y u de f (x) =y sera del

2.2 grado afectando la forma: Auw4+Bt24+Ct4+ D=0
do donde u—+ |/—(BEEET+D)

A)
Se llaman didmetros conjugados, dos diametros que se
cortan de tal manera, sea formando entre si un angulo tal,
que cada uno de ellos divide en partes iguales las cuerdas

paralelas al otro.

1_4
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Siendo M M’ y N N’ dos
cuerdas paralelas entre si,

O P que las divide en par-

tes iguales sera un diame-

tro; ahora sirsty u son

otras cuerdas paralelas &
O P, la linea R S que los divide en partes iguales ser otro
diametro que cortara el primero O P en el punto C y
bajo un angulo § llamado dngulo de conjuncién,

Averiguar si la pardbola tiene diametros. En la ecuacién
y = p x sustitiyase x é vy por los valores

) y2b4tsing4 usin(p+ P —
p [a 4 tcos ¢ + ucos (p4B)] =0.

Desarrollando esta ecuacion, ordendndola y destruyendo

los términos afectados de at y u haciéndoles — 0,4 fin

que-la ecuacion tenga la forma (2) resulta
(3) 2sin ¢ sin (9 +B) = 0.
(4) 2bsin (p4+L) — p cos (948) = 0.
De manera que dos de los cuatro valores, a, h ¢ y B quedan

indeterminados y arbitrarios.
De ahi

= tang (¢ HP) = 555

asi que para que la ecua-

cion (4) satisfaga lo que

se quiere, es preciso que

¢ sea 0. Haciendo, pues,

AB=a Yy OB=Db, la ecuaciéon del punto O serd

TOMO I 15
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b2=pa=0. Por consiguiente  tang & :-__)p»h ;  pero

como haciendo ¢ =0 la ecuacién (a) se transforma en:
sinffu2—pt4n2—pm=20
y refiriéndola al didmetro O T, se obtienen:
sin2Buz=npt.

De éstas formulas se obtienen:

P b b
g = o e ~ '

C
w

haciendo asi A O=AB =a serd tang § = g

La recta 0 G indicara la direccion de las cuerdas divi-

didas por el didmetro O T.

Por consiguiente se deduce, que toda recta O T que pasa
por cualquier punto O de la parabola, para ser un dia-
metro deberd ser paralela al eje, y las cuerdas que le co-
rresponderan seran paralelas & la tangente que pasa por
el punto 0.

La elipse tiene infinidad de didmetros y diametros con-
jugados,siendo todas lineas rectas que pasan por el centro.

En la hipérbola todos los didmetros son lineas rectas

que pasan por el centro.

RESUMEN

Para los ejes rectangulares; con origen de coordenadas

en el punto O.
Ecuacion de la linea recta — y = x tang 9

I3

0 ‘'y=x lang ¢ — b

Py
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Ecuacién del circulo, para el centro, sus coordenadas

son a b para un punto M '

Y= Dbt 1/1)2—{—1“2~><2-—}—2ax—-a2 — b2
Si el origen de coordenadas es el centro:
=y 4x, y=3r_x

Ecuacion de la elipse relacionada 4 su centro y sus dos

ejes:  a*b? —azy® 4 h2x2. _
Ecuacién de la parabola relacionada & sus ejes, vérti- '
ce A, ‘
e yz X2 o i

vy==%V2px; Sy by et '
Ecuacién de la hipérbola relacionada & su centro 0, y i

ejes: —a?2bh?=a% y2 — b2 x? .

Secciones colnicas

Si se .corta un cono recto por un plano, el perimetro
e ’ : |

de la seccién obtenida representara cuatro curvas carac- I
teristicas llamadas: Circulo, Elipse, Pardbola ¢ Hipérbola. |

Si el plano M N es completamente ‘

)

e

paralelo & la base B D del cono rec-

to, la seccién EF G H, es un circulo g

cuyo radio: d
EE=NOIRR=NONHE=EC G

La ecuacién de un punto de la cir-

cunferencia, tomando el punto E ex-
tremo del diametro como origen de las abcisas x.

es: y=+ V2rx—x
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y siel origen de abcisas lo es el centro de la circunfe-

rencia, se tendra:

y== Vrz—— xz—

En el dibujo se traza esta curva con el compas siempre
que el radio lo permita.

Si el radio fuera demasiado grande, puede emplearse el
compds con regla ¢ el trazado por puntos.

Para trazar una curva sobre el terreno, siendo el radio
mayor del que puede manejarse con una simple cinta que
sirve de radio, hay que proceder por fijacion de puntos,
4 cuyo efecto se puede hacer uso de varios procedimien-

tos que se expondran mas adelante.

Elipse

Si el plano que corta el cono recto no es paralelo al de
la base, pero corta las dos aristas, la seccién serd una
elipse.

Llamando:
dngulo en V=0
» ABV=¢
» VC=d
sinDR V =cos 3 §
sen A BR = sen (T — ¢)

Siguiendo la figura se llamara:
A B, eje mayor — 2a, C D, eje menor =2b, Fy Fi focos si-

tuados 4 igual distancia del centro 0; M F ¥ F’ M = radios
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vectores Condicién funda- e
mental: FM + M F-'= A B iy
: o \
— 2 3, esto es: la suma de los L S 3
A 7 — 2
s g g 0 F
radios vectores, es igual al 3

!
eje mayor; ecuacién gene- s /
2

b
ral y2=i*a—2(2ax—x2) /)

si el origen de abcisas es el extremo del eje mayor. Si el

origen fuera el centro, la ecuacion se transformaria en:
he’
y2=— (a2 —x2)
a2

y siendo el origen, el vértice del eje menor:
a2 ‘

y2=—(2bx—x2)
h2
Pardmetro.—

! 2 he
del eje mayor p =

a

. 2 a2

del eje menor -

1
|
|
p p— "7b 1
y la ecuacién de la elipse con relacién al eje mayor:

2 = ?)[::(23,—)(2)
Excentricidad.—
dislancia focal F F’ =2¢c
; 2 _ b2
y excentricidad e = TERY Fad |
a a2

Los limites de la excentricidad son: 0O y 1.

Con el limite 0, la elipse se convierte en una circunfe-
rencia y el |, en una recta C=7/ a2 - b2

El radio de un circulo de igual superficie a4 la de una
elipse r =7 ab

Toda tangente & un punto de la elipse, es perpendicu-

_
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lar 4 la bisectriz (que es la normal) del :ingulo formado

en ese punto por los dos radios vectores.

Trazado por puntos.—Determinacos los dos ejes 2a y
2 b, y trazados sobre el papel 4 la escala adoptada, se
describira desde el centro una circunferencia con un ra-
dio r = a, luego se divide (a) en un numero de partes
iguales y calctlese la ordenada 7y = % a2 — x2 Osea,
multipliquese el valor de cada abcisa por la constante

b @ o
5 e obtendra asi el trazado por puntos.

Trazado continuo.—Colocando en los ‘dos focos F F’ los
extremos de un hilo de longitud igual 4 2 a, se estira lue-
go éste con la punta de un lapiz, haciéndole describir la
curva, segun lo permita la tirantez del hilo.

Otro.--Fijados los pun-
tos locales F F' = 2 ¢ asi

como el largo delos ejes:

AB=2a y CD=2b

se describe tomando co-

mo centro los focos; un

arco a b con un radio
igual 4 r = a — ¢, luego tirense las lineas CFyCF yDF
y D F’, desde los extremos de eje menor 4 los focos; asi
quedara determinado el largo del arco a b; ¥y desde los
extremos C y D con un radio igual al eje menor C D, se

describiran los dosarcos aCa ybDb.

Otro método.—Sobre una regla delgada marquense los

tres puntos C E G de tal manera que C G = a, y E G = b lue-

_—
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go de trazados los dos ejes, el
se movers la regla de ma-

nera que el punto C per-

manezca siempre sobre

M Ny el punto E sobre A B;

entonces el punto G des-

cribird la curva eliptica.

Parabola

Si el plano que corta el cono forma un angulo cualquiera
con el de la base y no corta mds que una de las aristas, la
seccion serd una parabola.

A. X. eje de la pardbola y de las oy
abcisas. i

A. Y. eje de la parabola y directriz.

. F = foco; B = vértice
FM,FM'. Mm, M' m’

son radios vectores — .,

A B=B F= 7 parte de] pardmetro.

Parametro 2p = 2 (AF)=4. BF.

El pardmetro es, pues, igual al doble de la constante
A.¥. del foco 4 la directriz.

M. T. = tangente al punto M. Toda tangente divide en
dos partes iguales el angulo m M. F— 9.

M N=n, normal del punto M. Toda normal es per-

pendicular & la tangente del mismo punto.
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S’ T’ = subtangente.

R = radio de curvatura.
m | o
PQYy W S, didmetros.

2 La condicion fundamen-

tal de la parabola es que

los radios vectores de cual-~

quier bunto de la curva

son iguales.

FM=Mm FM=M m
Del triangulo M S F

formado por la ordenada
y del punto M’ Yy el radic vector, se deduce :
FM=rr=MS +F $2=y24(x — % p)°
Mm=r*=ASyr=(x—7%p)
v+E—Fpr=x"4tp+px

de donde la ecuacidén

yi=epx; y=3V 2px

Asi, pues, para una misma ordenada x, cori‘esponden
dos abcisas de signo contrario y la curva es simétrica con
relacion al eje de abcisas.

La ordenada y correspondiente al foco es igual &4 p,

medio parametro, esto es; para

X = — se tiene y2=1p2 y y=p

2

De BYC e

se desprende que la relacion del cuadrado de la ordenada

& su abcisa X, es constante é igual al parametro 2 p.

————
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La tangente T=V2pxtéx =Vy fix.

3

El radio de curvatura R = _“2,_
P

Trazado continuo para dibujos

Después de trazadas la directriz y el eje de abeisas, asi ‘
como fijado el foco F; se fija en el punto F el extremo de |
un hilo de longitud igual 4 A F
medio parametro.

El otro extremo del hilo se
fija 4 una escuadra que debe

correr sobre una regla puesta

sobre la directriz debiendo estarg

el extremo O sobre la escuadra
frente 4 F, estoes: (O P=FA.
Luego con un ldpiz, cuya

punta se coloca en B (mitad del

medio parametro) se le hace

correr de manera de arrastrar el hilo y la escuadra. La

curva trazada sera la parabola.

Trazados practicos

1.° Se tiene el eje A 0 yla ordenada y=0B=0M,

son estas las dimensiones que debe abarcar la parabola.
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Dividanse ambas lineas A o y
B O en un numero de partes igua-

les, 4 por ejemplo y por cada uno

T ~ - w*\g

de los puntos 1,2y 3 de B O, tra-

cense paralelas al eje A O.

~.

1z Luego desde B tirense las lineas

B’ 1, B’ 2y B' 3 por los respectivos

puntos A 0, las que se prolongaran
hasta encontrar las lineas paralelas 4 A 0, la intercesion
de las lineas B 1 aContia, B2bcon2hbyB3ccon 3c, ete.,
seran otros tantos puntos de la curva.

2.° Hay que construir una pardbola para la cual se

conoce: un didmetro A B = ay la abcisa C E, dados por la
3a 1
férmula general oS- g b (ax— x2)

en la cual x puede variar desde 0 hasta a.

La mayor ordenada serd para x — en cuyo ¢aso:

Y.

2

1 e B\~ 1
Y=?P[6‘7—(‘—,\]=7P=CE'

A una escala dada se asignars
a a la linea A B el largo que le
v corresponde y en su medio C se
v levantard la perpendicular ¢ E
de una longitud equivalente &
su valor; hagase ED =CE y

trécense las lineas A D Yy B D

?

N\& asi como por el punto E una

paralela 4 A B, linea F G.

P——. ]
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Después tracense las lineas A Ey B Ey desde F y G otras
paralelas & C E.

Los puntos H y I, mitad de las lineas F M y G N, seran
puntos de la parabola.

Unase luego H é 1 por las lineasA H, HE y E I, I B tra-
cénse por H una paralela KL & A E y por 1 otra parale-
la 4 E B, bajense de los puntos K, L, O, P, lineas paralelas
4 CE y por mitad de las lineas K Q, LR, O V, P U, pasara
la curva buscada.

Restara finalmente ligar todos estos puntos para tener
el trazado de la parabola.

Si los puntos sefialados no fueran suficientes, se segui-
ri el mismo érden de operacion para sefialar otros tantos.

3.° Para ligar
por un arco pa-

rabolicolospun-

tos a ) siendo co-
nocidas las direcciones de las tangentes a Sy b S; dividan-
se las lineas a Sy b S, en un numero igual de partes, y ti-
rense las lineas b1, b2, b3... ¥ a1, a2, a3... la intersec-
cién de las lineas de igual numeracién, determinaran los

puntos de la curva, como facilmente se deducira de la

figura.
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Hipérbola

A B B’ — 2 a = eje primero
AA’ =2} = eje segundo
0 = el centro
Fy F =focos
FO—F 0= C distancia del centro &

los focos.

FM, F*M, son los radios vectores,
ot =a?tb2seaC =+ /32 4 12 enlacuala serd conocido
y 1 sujeto al valor que se le

asigne.
La condicién fundamental

( de la hipérbola es que la dife-
rencia de sus radios vectores,
es constante ¢ igual & la dis-
tancia 2 a de sus vértices. Sea:
FM —M FF=BB =2a
FM —MF =2a
La ecuacion de la hipérbola tomando por ejes de coor-
denadas, los dos ejes de la curva, se deduce de la ecua-

cién general y resulta ser:

b —
y=t XY e
tomando por origen de abcisas el centro O.

b V::ax—{—x?

tomando por origen el vértice B 6 B'.

| )
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Los radios vectores de un punto M, seran;

g Vein L,y e VEkr
a a
La hipérbola es una curva de dos ramas simétricas é
infinitas.
La distancia 2 ¢ = F 0 4 O F’ se llama distancia focal; y
la excentricidad e, es la relacion existente cntre la distan-

cia focal y el eje primero, 2 a.

e:£=VEEE
a a?

Si se hace b — a la hipérbola es Equildlera.

El Pardmetro, es una tercera proporcional de un eje al
otro; se tendrd, pues, para el eje primero P = 2% esto
es, la doble ordenada que pasa por los focos.

La Tangente, en un punto cualquiera M’ es la bisectriz
del angulo formado por los radios vectores.

La Normal, es la perpendicular & la tangente en el pun-

to indicado.
Trazado

Por un movimiento continuo.—Establecidos: el eje prime-
ro, los focos y los -vértices
B B’, se fija en un foco F el
extremo de una regla de una
longitud, tal que se tenga,

FE=BB +F ME
luego tomando un hilo de lon-

gitud igual & F M E y fijando

uno de sus extremos en E y

_
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otro en F’ y aplicando contra la regla la punta de un 14-
piz que al mismo tiempo tenga tirantes las dos fracciones
F° M, M E del hilo, se trazara la curva deseada sin inte-
rrupcion alguna.

Por puntos. — De F con radios

bm, bn, bo.... tracense varios ar-
cos equidistantes y luego desde I~
con radio igual &

FM—-—BB, FN, —BBetc....
se describen otros arcos que fija-

ran los puntos:

m’, n’, o’y etc. ..

de la curva.
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GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

La geometria analitica de tres dimensiones tiene por
objeto estudiar las superficies y lineas, sean planas 6 de
doble curvatura. En este estudio se siguen métodos analo-
gos 4 los que se expusieron en la geometria de dos dimen-
siones.

Proyecciones.—Ya sabemos que la proyeccién de un
punto sobre una recta es el pié de la perpendicular bajada
desde el punto & la recta.

La proyeccién de una recta de longitud determinada
sobre otra situada en el mismo plano que la primera 6
que esté fuera de él, es en wvalor absoluto, la distancia
comprendida entre las proyecciones de los extremos de la
primera. Las proyecciones tienen mucha importancia en
la geometria y es bueno recordar los siguientes teoremas
faciles de demostrar.

I. La proyeccién de una recta A B sobre un eje O X
estd representada en magnitud y signo por la longitud
absoluta de la recta A B multiplicada por el coseno del
angulo que forma A B con el eje O X.

IL. * La suma algebraica de las proyecciones de varias
rectas consecutivas sobre un eje O X esigual 4 la proyec-

¢ion de la resultante.

—
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III. La suma de los cuadrados de las proyecciones de
una recta sobre los ejes rectangulares esigual al cuadrado
de esta recta.

IV. La suma de los cuadrados de los cosenos de los
angulos que forma una recta con tres ejes rectangulares

es igual 4 la unidad

cos? & - cos? B+ cos® v = L.

V. El coseno del angulo de dos rectas es igual & la
suma de los productos de los cosenos de los angulos que
éstas rectas forman con los tres ejes rectangulares.

Problema.—Conociendo las proyecciones p q r de una
recta sobre tres ejes rectangulares, hallar la longitud de
ésta recta y los angulos que su direccién forma con los

ejes. Eu virtud de los teoremas precedentes tendremos

g Ry r

= = =D de donde
cos & cos P cos Y
2 % g 2 4y :
P i q? oy r2 % 2 + q2 412 =D2=vl)'4+q2+r2
cos® & cos? B cos® Y 1
i Bl v
COSIOs—1a e Ze el —/]m
V424 Va2 4o

. r

R VeEtete

Proyeccion de las dreas. — La proyeccion de un punto
sobre un plano es el pié de la perpendicular bajada desde
el punto al plano.

La proyeccion de una linea sobre un plano es el lugar
de las proyecciones de todos los puntos de esta linea sobre

el plano.

———4
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La proyecciéon de unu drea plana sobre un plaho es el
area lbuitada por la proyeccion del contorno de la pro-
yectada.

I. La proyeccién de una recta sobre un plano es igual
4 la longitud de la recta multiplicada por el coseno del
angulo agudo que la recta forma con el plano.

II. La proyeccién de un area sobre un plano esigual
al producto de esta drea por el coseno del angulo de los
dos planos.

III. La suma de los cuadrados de las proyecciones de
una area plana sobre tres planos perpendiculares es igual

al cuadrado de esta area.

De las coordenadas rectilineas

Representacion de un punto.—El sistema de coordenadas
mas usado, es el de eoordellladas rectilineas que compren-
den esencialmente tres rectas fijas, no situadas en un
mismo plano, que pasan por un mismo punto O llamado
origen, y que se llaman ejes, distinguiéndose los unos de
los otros con los nombres de ejes de las x, ejesdelas y y
ejes de las z.

Los tres ejes, tomados dos & dos, determinan tres planos
X0Y,XO0Z YO Z que se llaman planos coordenados.
Cuando cada eje es perpendicular al plano determinado
por los otros dos, el sistema de coordenadas se llama

rectangular, en caso contrario oblicuo.

TOMO I 16
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La coordenada de un punto relativo & un eje es la

porcién de este eje interceptada entre el plano de los

zZ P otros dos ejes y un plano
L ~ ‘paralelotiradoporel pun-
P 2
| ll to que se considera.
P v* 0A OBYOC son las
Szt A S . coordenadas del punto
- A
B-‘ / | M. También se puede de-
) /' R cir que las coordenadas
Z de un punto son también

las distancias de este punto & los tres planos coordena-
dos, estando medida cada distancia paralelamente al eje
no situado en el plano de que se trate. Generalmente se
representan las coordenadas de un punto colocandolas
entre paréntesis, por ejemplo: M (x, y, z,) que quiere decir
x=x,y=7,z=2. Toda ordenada estara representada
por un numero acompafiado de un signo. El numero re-
presentara el valor absoluto de esta longitud con relacion
4 una cantidad convenida; y el signo el sentido en que se
ha de contar esta longitud en el eje correspondiente &
partir del origen. Se ha convenido que la parte positiva
sea0X,0Y,02zYyla negativa 0 X’, 0 Y’, 0 2.

Dadas las coordenadas x'y z ,x"y” z de dos puntos
M’ M” hallar la distancia que los separa. Tirando planos
paralelos & los coordenados formaremos un paralepipedo
que tiene M’ M” por diagonal y que sus aristas estaran de-

) ’

terminadas en valor absoluto por x” —x’,y" —y, 2" — 2.

&= xRy =Y =)

-—#
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=V R Sy R e e
Supongamos ahora que los ejes son oblicuos. Hagamos
MA=C MB=f, M'C=y¢ Llamando h,u, v, los an-
gulos que forman entre si

los ejes y a, b, c, los de los
ejes con la diagonal M’ M”
Y proyectando sobre M’ M
la poligonal M A R M” se

tendra:
d=ecosa+fcosb 4 gcosc ‘j
dz:edcosa+fdcosb+gdcosc [1]
Pero si se proyecta m' M Y M'ARM” sobre M’ A se
tiene:

dcosa=-e 4 fcosV + gecosu
lo mismo: dcosb=-ecosV+ f+ gcosa

dcosC=ecosU4 fcosa +g

Sustituyendo estos valores en la ecuacion [I] tendremos:
d2 — ez | f2 +8°+Rfgcosa +2egcos U4 2efcos v
y reemplazando e, f,g POr x” — x’ |y’ —y 2z’ _ g

y extrayendo la raiz cuadrada:

doil/ & =2+ 37— 502 + @ —2)2 + 2 (y7 —y) @ — z’) cos a
+ 2 (x” — x') (27 — 2’) cos U + 2 (x7 — xX) {y” —h’) cos V

Transformacién de coordenadas

Cambio de origen.—Si se quiere sustituir 4 los tres ejes

0X,0Y,0 Z los nuevos 0’ X’, 0’ Y’ ( 2’ respectivamente

—
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paralelos; el nuevo origen O’ se hallara fijado por las

coordenadas m.n.p €O respecto 4 los primitivos ejes.
Sean x, v,z las coordenadas de un punto M con rela-

cién 4 los primitivos ejes, y x' ¥’ » las correspondientes

4 los nuevos.

Proyectando sucesivamente sobre cada uno de los tres
ejes primitivos y paralelamente al plano de los dos otros,la
recta O M Yy lalinea quebrada O O’ M, 86 establece 1a
siguiente relacion:

x=m+X; y=n+7Yy Z=p+7

Cambio de direccion de los ejes comservando el mismo
origen.—Si conservando el origen, s€ cambia de direccion
de los ejes, llamando: abec los cosenos de los angulos
formados por el eje O X' con los tres ejes primitivos

0X,0Y,0Z; a’b’ ¢ y a’’ b’ e’

los angulos analogos formados respectivamente por los
gjes 0X,0Z. Llamando también ¥, ¢, X los anguloS
que entre si forman los ejes primitivos, al proyectar el
punto M del espacio sobre los nuevos ejes por sus coorde-
nadas x,y,z , la proyeccion de esas coordenadas sobre

los ejes primitivos, da origen 4 las tres relaciones si-

guientes:
X —|—ycosY—{—zcosp=ax’-{—a'y'—{-a”z'
xcosY + ¥ +zcos7t=bx’+b'y'+b”z’ 1
x cos @ —|—ycos7\+ z —cx +cy +c’7

Tanto los angulos a, b, ¢, comolos a’, b’ ¢, ¥ a”, b", ¢”

se encuentran ligados por una ecuacion de condicion y

sujeta al sistema de coordenadas admitido.

1——————A




— 245 —

Cuando los ejes primitivos son rectangulares se tiene:

cos A =cosp=cosY =0 y las ecuaciones (1) se con-

vierten en
x=ax 4+ay+a’ 7
y=bx'4+by +b’2
z=cx FcyFe’
Silos nuevos ejes son también rectangulares, se tendra

atendiendo & que la relacién de los angulos es:

a’ a’+b b’4c =0 xX’=a x+b y+c z
a’a +b’b 4+c¢’c =0 yv=ax+b ytc z
a a +b b +ec ¢ =0 z’=a”x+b”y+c”z

Para facilitar la transformacion de un sistema rectan-
gular 4 otro rectangular de igual origen, puede recurrirse

al siguiente cuadro en el que entran los cosenos 6 cons-
-

tantes.
I oyt & De é1 se desprende la formacion de
x|a a’ a” a3
cada ecuacion, sea:
b b b”
o s y=ax +by+tc z
zZ|C C c

y =b x'+ by b7
Férmulas de Euler.—En el cago de pasar de un sistema

rectangular & otro también igual,el empleo de las formulas

generales de la transformacion eslargoy laborioso por las

eliminaciones sucesivas que requieren las nueve constantes
que existen entre las seis ecuaciones de condicion.

Euler ha resuelto el problema, estableciendo férmulas
en la que sélo entran tres constantes.
Sea O (zxy) elsistemaactualy O (s x, v, ) la posicion

del nuevo.

La relacién entre ambas posiciones se halla fijada:
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(a) Porel angulo ¢ que hace la traza del nuevo plano
x y sobre el primitivo.

(b) Por el angulo 3 que forman los dos planos x. y. for-
mados por los dos planos de las .

(¢) Porel angulo ¢ que forma el nuevo eje de las x

con la traza del nuevo plano xy sobre el primitivo.

Por medio de tres rotaciones puede llegar el sistema
primitivo 4 la posicién del sistema nuevo; en efecto, siendo

o (xyz) elsistema primitivo, hagamos girar:

1.°—Los primitivos ejes ox, oy, de un éngulo ¢ en
un plano alrededor del eje o 4, que permanéce fijo; los
DUevos ejes seran ox,, oy,.

2.°—Los ejes oy,0z de un dngulo 3 alrededor del
eje ox que permanece fijo y seran o Y. » 0z, los nuevos
ejes.

3.°—Los ejes ox, 0y, deun angulo ¢ en un plano al-
rededor del eje z, que permanece fijo 4 los nuevos ejes,

OXR,Oyg-

El nueve plano xy, es ahora el que determina los ejes
0%, oy, queson a la vez los nuevos ejes de las 4, y de
las y. La traza del nuevo plano x y sobre el primitivo es
larecta ox, .

El nuevo plano de las z, es la perpendicular o 7i. ) al
plano de ox,, oy,. Luego las tres rotaciones han lleva—
do los ejes primitivos & la posicién de los nuevos ejes por
los dngulos ¢ 3 o.

Se tiene, pues, ahora

—
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x=x, cos P —y, sen
vy=x, sen § 4y, cos ¢ (1)

B =i,
Yy =Y, C0s & — 7, sen O

z, =y, sen 34z cos 3 ¢ (2
Xy =X

X, =X, C08 ¢ —y;sen@
Y. = X, sen @ -y, cos ¢ 3

Ly = 124

Eliminando entre estasecuaciones (1) (2) (3), x, Y 7 XAV 7y s
se obtienen finalmente las férmulas de Euler
x=x, (cos § cosp —sen { sen ¢ cos d)
47y, (—cos § sen ¢ —sen Y cos ¢ cos 3) +z,sen P sen 3
y=x, (sen § cos ¢ 4 cos ¢ sen ¢ cos 3
4y, (—sen ¢ sen ¢ 4 cos § cos ¢ cos 3) 42, (— cos Y sen 3)

z =X, sen ¢ sen J 4 y, cos ¢ sen d - z, cos d

Los angulos ¢, ¢, 3, pueden ser positivos 6 negativos; se
consideran positivos cuando la rotacién de los planos se
efectia en el sentido de las agujas de un reloj, para una
persona que se encontrara con los piés en el origen y

recostado de espaldas sobre el eje de rotacion.

Representacién de las superficies y de las lineas

Toda ecuacién que no contenga mis que una variable
=)
representa uno 6 varios planos paralelos al de los ejes

cuyas coordenadas no entran en la ecuacion.

—
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x=¢c representa un plano paralelo al X0Y
f(z)y=0 7 =@ z=c Z=C

s —o representa el planodelas xy; y=o el de las
R gy k=0 el de los vy z. )

Una ecuacién con dos variables representa una super-
ficie cilindrica engendrada por una recta paralela al eje
cuya variable ne entra en la ecuacion f (x, y)=o

Si f(xy)—o esde primer grado, representa un plano.

Asi que podemos decir: toda ecuacién de primer grado
con dos variables representa un plano paralelo al eje cuya
variable no entra enla ecuacion.

Toda ecuaciéon con tres variables f(x,y, z)=o repre-

senta una superficie.

O e~ SNSRI

Ecuaciones de la linea recta—A no ser que una linea

recta sea paralela 4 uno de los planos coordenados, se pPo-

dra siempre imaginar dos planos que la contengan; por

ejemplo, el uno paralelo al eje de las y y el otro al de las

x, ¥ que tendran respectivamente por ecuaciones
x=az-4p v=bz-tgq

y estas dos ecuaciones serian las de la recta.

Asi que toda recta se puede representar por dos ecua-
ciones conuna 6 dos variables; y reciprocamente, dos
ecuaciones con una 6 dos variables, representan una recta.

También se puede decir que: dos ecuaciones de primer
grado con tres variables representan una recta, porque
eliminando sucesivamente x é y entre ellas se llega 4 dos
ecuaciones que no contiene, cada una, masque dos va-

riables.

1___—'——&
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Ecuacion del plano.—Toda ecuacion de primer grado
Ax+By+Cz=D
representa un plano.

Ecuacion de la esfera.—Si (a, b, c) es el centro y R el
radio de una esfera, la ecuacién en el caso general sera:
(x—a2+(y—DbP4 (z—c242(y—b) (z —c)cos h +
+2(x—a)(z—c)cosu-l—.‘!(x—a)(y -— b) cos v = R2

cuando los ejes son rectangulares

.csh=0 cosu=0 cosv—o
y la ecuacién se deduce 4

(x —8)2 4 (y — b2 4 (2 — c)2 = Re

De la linea recta y del plano

Problemas sobre las lineas rectas.—Siempre una recta
Se representa por dos'ecuaciones de la forma:

X=az-4p 1

y=bz-H4 q 1

que representa sus proyecciones sobre los planos coorde-

(D

nados de las xz é yz. En las dos ecuaciones [1] elimi-
nando z, tendriamos la proyeccién de la recta sobre el
planode las x y.

Cuando la recta pasa por el origen, p, y ¢ son nulos y se

tieme: - X M OEWEe
a b

Se hallarin las trazas de una recta dada por sus ecua-

ciones:

sobre uno de los planos coordenados igualando 4 cero en

‘
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estas ecuaciones, la variable que se refiere al eje no ;
situado en el plano de que se trata.
Se puede hallar la distancia de una recta dada por sus

ecuaciones:

Xx=az-+4p

y=bz+4q
al origen, por medio de la siguiente férmula, llamando d 4
dichs distancia 6 sea la perpendicular bajada desde el
origen & la recta:

d__V§2+q?+HJpﬂaq>
= a® + b2 | 1

Cuando se conocen las ecuaciones de una recta en coor-

denadas rectangulares, se pueden determinar los angulos

que la recta forma con los ejes coordenados.

e .
Va2 4 b2 4 1 Var4 b2 41
cos Y= ———1———
Va2 4+ bt 41

Dadas las ecuaciones de una recta en coordenadas rec-
tangulares, se puede hallar los angulos que esta recta for-
ma con los planos coordenados.

Siempre se puede hacer pasar una paralela & la recta
que pase por el origen y facil es ver que los angulos que
forma con los planos coordenados son los complementos

de los que forma con los ejes, luego tendremos:

< a

e e —————

Vet b1
sen B = *;I_)::_

Ve 4 b+ '
sen Y = ——1—-_

V ar b2 41

———————
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Las ecuaciones de una recta que pase por un punto
dado y sea paralela & una recta dada, son:
x—x=a’ (z—12) )
y — yf =b (z—2)
llamando o, 8, v, los dngulos que la recta forma con los
ejes, se tendra:

4’ COS @ Iy — ©0s 9

cos Y cos Y

y se podran poner las ecuaciones [I] bajo la forma:

X —x’ y—Y ZAgol

cos & cos @ cos Y
Las ecuaciones de una recta que pasa por dos puntos
dados (x', y, #',) ¥ (x”, y, 2”,) son las siguientes:

N = A L il

’y ’

X" —x’ Y-y oz =7

Cuando dos lineas se cortan, las coordenadas de sus
puntos de interseccién verifican 4 la vez las ecuaciones
de estas lineas, pero para que dos rectas se corten es ne-
cesario tener la relacion

) il R -l
a—a b—b "’

relacién que debe existir entre los coeficientes de las
ecuaciones de las rectas.

Si existe esta relacién tendremos para las coordenadas
del punto de interseccién

S e LW P o L RPN o PRI Bl
a—a’ b—1Db gl b—Db’

El 4ngulo de dos rectas dadas por sus ecuaciones en

coordenadas rectangulares, llaméndolo v, es igual:
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Cos' V- S il aa + bbb 41
Vat++1X Var4b24 1

El coseno de un éngulo es igual & la suma de los pro-

ductos de los cosenos de los angulos que los dos lados del
angulo forman con tres ejes rectangulares.

Centros.—Centro de una superficie puede decirse es un
centro de simetria, de donde: toda recta 6 cuerda que toca
una superficie de 2.° grado en dos puntos y pasa por el cen-
tro, se encuentra dividida por éste en dos partes iguales.

Si se toma el centro por origen y se combina la ecuacion
de la superficie: f (x, v, z) = 0 con las de una recta que
pasa por el origen: x = m z ; y = n z, resulta una ecua-
cion de dos raices iguales y de sentido contrario.

Para saber si una superficie tiene un centro, se trasla-
daran los ejes paralelamente & un punto M y se vé si se
puede determinar a, b, y ¢, de manera que se cumpla la
propiedad indicada. ;

Este principio aplicado & la férmula general de las su-
perficies, se obtiene por la traslacion paralela

Ax2 4+ A'y24+A”224+2Bxy+4+2B xz+2B"yz
-+ J‘a(abc)x -+ f’b(_abc)y + f’c(abc)x -+ f(gbc) =0
siendo las coordenadas del centro dadas por las ecuaciones
fat@ber=0 ; fy@be)y=0 ; f (abe)=0
6 sea, reemplazando a, b, ¢, por x, y, z, y dividiendo por 2. ‘
A x+B y+B z4C =0 ‘
A y+B x4+ B z4+C =0, (6 ‘
A”7z4+B x4+ B y4+ C’=0

Cada una de estas ecuaciones representa un plano y el

—



centro de la superficie es el punto comin & los tres planos.

Suponiendo resuelto el sistema de ecuacién (b), pon-

” G H K =
gamos: == "6‘ L yz—ﬁ‘ SR = B" @)

La condicién de tener las ecuaciones (6) una sola solu-
cion, 6 sea de existir un centro tnico, se tiene: D £ s
entonces la ecuacién de la superficie referida a ese centro
se reduce 4:

Ax2 A y?+A"224 2Bxy 2B xz+42B',yz+ F, =0 (8

Sid lo menos uno de los numeradores G, H, K, es dife-
rente de 0, siendo D = 0; el centro estd en el infinito.

Si se tiene 4 la vez: G = H= K = D = O; los valores
de (7) son indeterminados, quiere decir, que la superficie

tiene una infinidad de centro. En este caso sucede:

a) Que los tres planos (6) se cortan segun una misma
recta que es el lugar de los centros; y entonces el
sistema (b) se reduce 4 dos ecuaciones, siendo la ter-
cera una consecuencia de éstas.

b) O que los tres planos se confunden en uno soélo, que es
el lugar de los centros, reduciéndose el sistema (6)

4 una sola ecuacion.

Planos Diametrales

Se llama superficie diametral, el lugar geométrico de los
puntos medios de todas las cuerdas de una superficie, pa-

ralelas & una misma direccién. Suponiendo una superficie
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de mo orden cortada por una recta, hay en general m pun-
tos de interseccién, los que, combinados de dos en dos, dan

m(m—i) m (m — 1)

== puntos

, cuerdas y por consiguiente,

medios pertenecientes & la superficie diametral. Luego,

considerando la misma recta como una secante de la su-

perficie diametral, ésta es de orden =™ —1)-

Para, m =2, 1a superficie diametral es plana y las cuer-
das paralelas correspondientes & un plano diametral son
conjugadas con éste.

Sea una secante & una superficie de 2.° grado:
x=mz4+u ; y=nx-+4v
a
se transporta los ejes paralelamente al punto medio M gb %
c

de la cuerda que ella determina en la superficie y se com-

binan las ecuaciones de dicha recta, entonces reducida a: j
X=mz ; YyY=nz |
con lade la superficie, resulta:
(Am24+A'm24+A"+2Bmn+2Bm’+42B""n) 22
+mfutnfs+fdz+f@be=0 9)
Como debe dar dos raices iguales y de sentido contrario,
lo que implica que se tenga: ?
m fatn o4 fe=0
6 sea poniendo «x,y, z en vezde: a,lb,c 1
mf &y atm &)+ &y9=0 (10 |
6 diferenciando y reduciendo

(mA+nB+4B)x4+(mB+nA’+B")y+
+mB 4nB" 44" z4mC+nC +C")=0

‘IJI
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Esta es la ecuacion del plano diametral conjugado con la
diseccion dada por una recta.
Como la ecuacién (10) se verifica independientemente

de my n, por los valores de x, y, z, que satisfacen las

ecuaciones (6) del centro, se sigue que: todos los planos
diametrales pasan por el centro 6 por el lugar de los
centros. "
Un plano diametral se llama principal, cuando es perpen-
dicular 4 la diseccion de las cuerdas conjugadas. l '\
La interseccion de los planos diametrales, es un didme- i

tro, el que es principal y toma el nombre de Eje, si los dos ““

planos son principales.

El punto en que un ¢je corta la superficie se llama

vértice.

Tomando por planos de las x y, un plano diametral
¥ potr ¢je de las z una paralela 4 las cuerdas conjugadas
la ecuacién, para valores cualesquiera de x, y, debe dar
para z dos valores iguales y de signo contrario, siendo asi

dicha ecuacion toma la forma
L2249 (x, y)=0 (a)
en la que ¢ (x, y) es de 2.° grado, pero se puede siempre
reducir ¢ (x, y) 4 una de las formas:
My24+Nx2=T
My2= Qx

()

luego sustituyendo estos valores en la ecuaciéon  (a)

Lz2+4+My2+ N x2=T$
Lz24+My2=Qx

—»
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Planos principales

La ecuaciéon de una cuerda conjugada con un plano

didmetro sera
cos o cos B
== 5 =] Z
cos 0’ I= cosd
60 haciendo cos®=—A, cosP=1U; cosd=
sSea of y 4
A u v

La ecuacién del plano diametral viene entonces & ser
ljx +ufy +v [7 :l(Ax—}—By—}—B’z—}—C)
+u A y+Bx+B"z+C)+V(A”z+Bx+B"y+C’")=0

6 sea
AA4+uB4VB )x+(AB4+uA 4+ VB)y
+ (B +uB’4vA") z+(hCHuc’ vC’) =0

Recordando que las condiciones de perpendicularidad

(13)

entre el plano y la cuerda son
AL IR st DR DI, & 0 0 B B AT B
T vhB4uBtva’’ "T u hB’4uB’ fva”

0 sea
WA+uB+VvB hB+uUA'4VB’
h = u ot
(14)

_hBy_!_uBn_l__an S
= v g

siendo S la razén comun.

| _
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De estas ultimas ecuaciones se deduce
hA—S)4+uB+4VvB =0 '
hB 4+ u(A —S)4+vB’=0 ( (15)
hB +uB’+vA”—8) =0
De las ecuaciones (13) se deduce
hsx +usy4+vsz4(hCcHuc4ve —=o

/

0 sea
S(hx)4+uy+4va)+hcructve =o (16)

Teniéndose: h2 4 w2 ve — 1
las tres incégnitas h, u, v del sistema (15) no puede ser — 0
4 la vez, debiendo ser 4 lo menos, una diferente de 0.

Suponiendo que ésta sea v, las ecuaciones (16) dividi-
das por v, contendran los cocientes % %; Y, si determi-
namos éstos en las dos primeras ecuaciones y que sustitui-
mos sus valores en la tercera, resultars una ecuacién en
S, que resuelta permite determinar h, u, v.

También se puede para obtener la ecuacién en S, susti-
tuir los valores h, u, sacados de las dos primeras del (14),
en la tercera resulta una ecuacioén de la forma; v’ v=0,6
sea: D' = 0.

Se ve que D’ es el dominador comun de las ecuaciones
(14) resueltas, de modo que se tiene:

(A—8) (A —8) (A" —S)—(A—S)B" — (A —S) B2 —

— (A" —S)B24+2BB B’=0 (17)
de donde:
S8 — (A A4 A”)S2 +AA+AA LA A B2 B _Bys 4

+ (AB’2 4 A’ B2 | A”’v_B‘J"— 2AA’AY —2BB B”) (18)

Como la ecuacion (17) tiene & lo menos una raiz real,

TOMO I 17

i
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hay siempre & lo menos un sistema de cuerdas principa-
les; suponiendo referida la superficie & un sistema de ejes,
en que el de las » sea paralela & dichas cuerdas se tiene:
h=o0 u=0; v=1
y la ecuacién (14) se reduce &
1(3) = % = Al =S8 de donde B =B"=0
de modo que la ecuacién general de las superficies de 2.°

grado se reduce 4 la forma:
Ax24+ A y24A"22+2Bxy+2Cx+
4+2C y+2C"z24F=0 (19
que corresponde d todas las superficies de 2.° grado;y come
por medio de una rotaciéon puede desaparecer el rectangu-
lo, aquella se reduce a:
Ax®t+ A y24A"242Cx+2C" 24+ F=0 (20

La hipotesis de ser: B=B =B"=0
da por raices de s en la (17)

S=A; =4’ S =A"
de modo, que una reduccion de la ecuacion general hacien-
do desaparecer los rectiangulos, da para raices de s, los
coeficientes de los cuadrados.

Si una de estas raices, por ejemplo A", esigual & O, re-
sulta; D = 0; quiere decir que la superficie no tiene centro
y su ecuacion se reduce &

Axtd A y242Cx42Cy+2C24F=0 ()

Por otra parte el plano diametral, conjugado con las
cuerdas cuya direccién es dada por los valores de h, u, v,
correspondiente al de s = O; estd en el infinito, como se

deduce de la ecuacioén (16), teniendo asila superficie sélo

dos planos principales.
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Si ademas se tuviera en la misma (16),
hC+uC +vC’—0
habria una infinidad de planos principales, paralelos todos
entre si. La ecuacién (21) se reduce entonces §
A2+ Ay £ 2Cx4+2Cy4+F=0 (22

que representa un cilindro de base eliptica ¢ hiperbdlica,
y de generatrices paralelas 4 ¢ 4.

Si dos raices de s son — 0, por ejemplo A’y A7, la
ecuacion (21) tomars la formas:

Ax24+2Cx+2Cy+2C"24+F=0 (23

que se reconoce como una superficie cilindrica de base
parabélica, pues basta poner y = o para tener una direc-
triz: Ax24+2Cx42C"24+F=0y cortar la superficie
por planos;x = a, x =a’.... que dan las rectas paralelas:
Ly+Mz=M Ly+4z=N.... etc.

Reduccién de la ecuacién general

Si la ecuacién general de 2.° grado se quiere reducir &
la forma de la ecuacién (12 p) mediante la transforma-
cién de coordenadas, se tendra :

Lx24+My2+Nz2=T
Lx24+My2=2Qz &)

Pueden presentarse tres casos para esa transformacion:

1.°— Para superficies que tienen centro

Por una traslacion de los ejes, que se suponen rectan-

P P S AT
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gulares, al centro de la superficie, se reduce la ecuacién
general 4 la forma

Ax?+ Ay +A” 22+ 2Bxy 4 2B x 24+ 2B” y24Fy =0... (b)
siendo  Fi=f(aibici); 7y el sistema (6) de ecuacio-
nes da una solucién sola, siendo el denominador comin
Dl

Si se multiplican las ecuaciones (6) del centro respecti-

vVamente por a, b, c... y luego se suman, resulta:

A+ A D4 A 2+ 2Bxb+2B ac+2B bedCa-t
+Cb4+C c=Fi—(F+Cat+Cb+C c=0
Fi=F+Ca+Cb+40C .. 24

Si ahora se cambia la direccién de los ejes, tomando por
nuevos.ejes las tres direcciones de los tres sistemas de
cuerdas principales, correspondientes 4 las tres raices de
S (11), hay que poner los valores de los COSenos que con-
tiene, iguales respecto & los valores de h, u, v, que éstos
toman para las raices de S, Y que son dados por las
ecuaciones (15) y la segunda de la (11); de modo que
llamando dichos valores: W, v, v’; h”, u”, v, las férmu-

las serdn:
n=dd & b A

y=ux 4+ uy J+u’z (c)
2=vx 4+ vy vz
La sustitucion de estas férmulas (¢) en la féormula (b)
la convierte en otra de la forma,
Arx24 A’ y? +A”1 22 4281 xy + 2B xz2+42B”1 4+ F1 =0(d)
que representa la superficie referida & su centro y los

ejes prmmpales luego, segin (12), debe tenerse:
.B1 =B" =B”1 =

ﬁ
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y las tres raices de S son iguales & A, A, A”,; lo que
es facil verificar; calculando, por ejemplo, A; en la ecua-
cién transformada, se halla :
Al=AR 4+ A w4+ A" v24+2Bhu+2Bhv2B uv... (e)
y multiplicando, por otra parte, las ecuaciones (14) res-
pectivamente por h, u, v, y sumédndolas, resulta la expre-
sién (e) igual 4 S, esto es: S—aA,.

Asi la ecuacién (d), serd en definitiva:

Arxt4 Aty A1 22+ Fr=0. (f)
Ejemplo. — Sea la ecuacién
26x2 - 22y2 41622 —20xy —4yz—26x —40y —
—4hzt4k=0. (1)

Trasladando los ejes paralelamente, se hallan por coor-
denadas del centro: x=u: - ==,

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (24), se tiene:

F1 =44 — 13 — 20 — 22 = — 11

de modo que la ecuacién viene & ser
25x2 4+ 22y2 41622 —20xy —4bxz 4 16yz — 11 = 0. @)

Para obtener la forma de la ecuacién (f), se calcula la
ecuacion en S, y se tiene (11)

—(A4+ A+ A)=— (2542214 16) = — 63;
+AAN+AA L AA B B2 —B")=(25.22+2.16+
+22.16 — 102 — 22 — 8%) = 1134%;

(AB2 - A"B24+A"B2—AAA” _2BB B”’)=(25.82 4
+22.22416. 102 — 25 .22 .16 — 2. 10. 2. 8) = 5832.

Resulta pues: S8 == 63 S2 4 1134 S — 5832 = 0.

Esta ecuacién da las raices 9, 18, 36; de modo que
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poniendo en la ecuacién ) Ar==9; A —18; A", = 38,

la ecuacién queda reducida finalmente &

9x24 18 y2 4 3622 — 11 — 0.

R.°—Para superficies que no tienen centro

Se empezars en este caso por cambiar la direccién de |
los ejes para hacer desaparecer los términos de los rec- |
tangulos. Siendo una de las raices de S, igual & cero, la |
hipétesis de tomar, el eje de las 7 por ejemplo, paralelo & 4
la direccién determinada por el valor de s = 0, implica
la desaparicién del término e (12), reduciendo asi la
ecuacion general 4:

Arx2+Ary242Cix420C, Y+2C"1z24+F=0 (a)
donde A;, A’y son las raices de la ecuacion en S, que es

de 2.° grado y ¢y, ¢y, ¢, tienen los valores:

G =Ch +Cu +C'vy /
Ci=Ch+Cuw 4+C’v | @)
Cnl = C h” + C: ur. + Cn vr: |
Ahora mediante una traslacién paralela se puede hacer
desaparecer de la ecuacién (a), los términos en x, y, asi
como el término constante, reduciéndose la ecuacion 4 la
forma final:
Arx2 4+ A1 y24-2C"172=0 (e)
Ejemplo—Sea la ecuacion:
5x2 4-5y2 4822 —8xy—{—4xz+’tyz—{—Gx—}—Gy—SZ:O 1)

La ecuacién en S viene 4 ser:
S — 185181 = 0

—
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|
que da dos raices iguales & 9, siendo asi:
Ai=A1—9 ‘

Para hallar el valor de ¢” se calculan los valores de

h, u, vcorrespondientes & la raiz S = 0, mediante las ecua- Bl
ciones (15) que dan: ii
5h—4ut2v=0)
—4h4dvut2v=0, (@ Bl
ht ntdv=0 l’

4 las que hay que afiadir: h? 4w 4 v2=1 i |
La primera de las ecuaciones (d) es una suma de las 1

otras dos; el sistema da:

2 2 1
e R @ 5 , \
il ||

Sustituyendo estos valores en la tercera de las ecuacio- |
nes (1) resulta: '
) 2 2 3 1 _9_
C=3—?+3~‘§+?‘?"2 '
Asi la ecuacion (1) se reduce finalmente a:
9x2+9)'3+9220

6 sea: x4+ y24z =0 ‘

3.—Para superficies con infinidad de centros

\

|

|

Suponiendo formadas las ecuaciones del centro (6), ha- \'
bra una infinidad de centros; si el sistema se reduce & dos |

ecuaciones distintas 6 4 una sola. En el primer caso, el ,

lugar de los centros es una recta y la superficie cilindrica
cuya ecuacién se reduce & las formas (22'y 23); en el se- |l

gundo caso puede decirse que la superficie es formada Hl

por dos planos paralelos. |
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Luego para el cambio de direccién de los ejes, se for-
ma la ecuacion en S. Si ésta tiene una raiz igual & cero,
se puede tomar el eje de las ; paralelo & la direccion de-
terminada por dicha raiz: y, si ademéas se tiene ¢» =0 la
ecuacion general se reduce 4:

A1x2 4+ A1 y242Cix42C1 y 4 F=0
que representa un cilindro eliptico 6 hiperbélico siendo
A1, A, las otras dos raices de S,

Si al mismo tiempo resultira una segunda raiz, por
ejemplo, A’y igual & cero, sin ser ¢ — 0, resulta la ecua-
¢ion (23). E

Ejemplo.—Sea la ecuacién:

42y 42 —2xy—dyz42x—2y—4=0 ()

Las del centro son:

X—y4+1=0 2y—2z—x—1=0; § =34 =0 w
siendo la tercera igual 4 la suma de las dos primeras el
sistema se reduce 4 dos ecuaciones. La ecuacién S viene
4 ser:

S2—78 4+ y=0

7+ 1/ 13
quedando en S = ;;Q?

Si se calcula ahora c”; se hallard un valor cero.

Asi la ecuacion (T) viene & ser: |

7+]2/13Xz+7_L/13Y2+201+2C’1y_4=0 |

donde habra que calcular los valores de ¢, Yy C1 por las A
férmulas 2 de la (15). Pero si antes del cambio de la direc-

cion de los ejes, se efectua una traslacién paralela para

d
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hacer desaparecer los términos en x, v, Se halla para la
ecuacion (1) siendo: a =1, h=c=0
x24+2v2 L 4x2—2xy—4byz—5=0
de modo que finalmente se tiene:
T+ VB T Visy
D 2
6 sea: (7+]/T3;)x2-|-(7—1/§)y2—10=0

quees un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje

de las 7, siendo su base una elipse en x ¥

La reduccion de la ecuacién general puede tener por
objeto conocer el género de la superficie que ella repre-
senta, asi como la especie que tiene cada género. Los gé-
neros los constituyen las superficies con un sélo centro,
sin centro y con infinidad de centros; luego para determi-
nar el género, se examinaran las ecuaciones del centro.

Las especies dependen de los signos de los coeficientes
de la ecuacién reducida, 6 sea de las raices de S, luego

para determinarlas se aplicara la regla de Descartes.

Clasificacién de las superficies con centro

Todas las superficies que tienen centro estdn compren-
didas en la ecuacién
Lx24+My24+Nz2=T
Suponiendo que el término conocido pasado, al segundo
miembro, sea positivo, condicién que siempre se puede

satisfacer, se pueden examinar tres casos.
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Primer caso.—Los tres coeficientes del primer miembro son
positivos.— Género elipsoide—Se llama elipsoide la super-
ficie engendrada por una elipse de ejes variables, que se
mueve paralelamente & si misma, apoyando constante-
mente sus cuatro vértices sobre otras dos elipses fijas que
tienen un eje comun y cuyos planos son perpendiculares

al de la elipse generatriz

Si hacemos y = o, z =o tendremos x = + Vl ; cantidad
L

real que puede representarse por + a. Lo mismo encon-

trariamos: b= + Y
L M

c=+ V—ll\;« , que represen-

tan los puntos donde la su-— l

perficie corta a los ejes coor-

denados. Estos puntos se lla-

——

man vértices.
Reemplazando en la ecuacion de la superficie, L, M, N,

T

i Alag sl o
I T e dividiendo por T tendremos la ecuacion

b2

del elipsoide referido & sus ejes:

x2 v2 72
a2 b2 c2

Segundo caso.— Un solo coeficiente negativo.— Género hi-
perboloide de una hoja.—Se llama hiperboloide de una hoja
la superficie engendrada por una elipse de ejes variables.
que se mueve paralelamente & si misma, apoyando cons-

tantemente sus cuatro vértices sobre dos hipérbolas que

—
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tienen un mismo eje segundo y cuyos planos son perpen-
diculares entre s{ y perpendiculares al de la elipse ge-
neratriz:

Lx24+My24 Nzz=T

coordenadas en el origen:

x=+ VI ;oY== l, 7= vi

L h M N
Los dos primeros valores son reales é indican que la
superficie es encontrada por el eje de las x en dos puntos
ighalmente distantes del origen y lo mismo sucede res-
pecto al eje de las y. Siendo imaginarios los dos tltimos
valores, el eje de las z no encuentra & la superficie, luego el
hiperboloide de una hojano tiene mas que cuatro vértices.

Suponiendo como en el primer caso:

‘/_T— : VT T
— i~ 2 = - 5 C = o
i A M N

2a,2b, 2¢, serdan los ejes del hi-
perboloide, siendo los dos primeros
reales y el tercero imaginario; in-

troduciendo estos valores en la

ecuacion de la superficie, tendremos

la ecuacién del hiperboloide de

una hoja

Tercer caso.—Dos coeficientes negativos.— Género hiper-
boloide de dos hojas.—Se llama hiperboloide de dos hojas,la

superficie engendrada por una elipse de ejes variables,
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que se mueve paralelamente & si misma, apoyando cons-

tantemente sus cuatro vértices sobre dos hipérbolas que ‘
tienen un mismo eje primero y cuyos planos son perpen- ;‘
diculares entre si y perpendiculares al de la elipse J

generatriz
Lx2—-—My2 —Nz2=T |

T gy R~
X:iv_l_ y_—_i __T A— V
I M N
a:vT == ;r— c —1
L M N |

Introduciendo estos valores en la ecuacién de la super-

I+

Il

ficie tendremos:
x2 y2 72
a2 b2 ¢2

—

ecuacion del hiperboloide de dos hojas.

Clasificacién de las superficies que no tienen centro

Las superficies que no tienen centro estan comprendidas ‘
en la ecuacion
My?4+ Nz2=2ux
La discusién de esta ecuacion no comprende mas que

dos casos positivos 6 el uno positivo y el otro negativo.

Primer caso. — Dos coeficientes positivos. — Faraboloide ‘
eliptico.—Se llama paraboloide eliptico, la superficie en-
gendrada por una parabola que se mueve paralelamente

3

a simismo, teniendo siempre su vértice sobre otra paribola

—




———————

— 269 —-

cuyo plano es perpendicular al de la primera Y su eje pa-
ralelo y del mismo sentido al de ésta.

Esta superficie no admi-

c : z| v Bl
te mas que un solo eje, que TR
. = [ )
es el de las x,y este eje A e
L
no encuentra 4 la superfi- :’ )
! N L
Cle mas que en un punto \/ I
/
que es el origen O y que se
4
llama vértice
2 u 2 u
Z == 0; y?:Hx; W= Of Zz:WX

ecuaciones que representan dos parabolas.

Sillamamos 2 p; 2 q los parametros de las dos seccio-
nes principales, puede ponerse la ecuacion de esta, super-
ficie bajo la forma

Brfim
Segundo caso.—Dos coeficientes de stgnos contrarios.— Pa~
-raboloide hiperbslico.—Se llama, paraboloide hiperbélico 1a
superficie engendrada por una pardbola que se mueve
paralelamente & si misma, teniendo su vértice sobre otra
pardbola, cuyo plano es perpendicular al de la primera, y
de sentido contrario al de ésta.
y=o —N22 =2ux
X =0 My?=2ux
Designando por 2py 2 ¢ sus parametros, podremos dar
ala ecuacion de esta superficie la forma

y2 72

op TRy X

-
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RESUMEN

Ecuacion propuesta.
A x24 2B yz 4 2C x
A" y24+ 2B x72+4+2C y» - F =0
A" 224+ 2B"xy+2C"2
Ecuacion caracteristica.
34+ Ps24+ Qs+ R=0
Valores de los coeficientes de la ecuacion caracteristica.
P=-A—-A" — A
Q=AA 4+ AA7 4 A’A” =B~ B2 B2
" R=AB2+4+ A’B24+ A”B"2 — AA’A” — 2 BB'B”
Ecuaciones que determinan el centro.
F'x=Ax +B"y+Buz4 C=0
FPy=B"x4+Ay+ Bz4C =0
F'z=B x4+ By +Az24+C"=0
Ecuacién reducida de las superficies que tienen centro.
Lx24+My2+ Nz2=T
Ecuacion reducida de las superficies que no tienen
centro.
My24+ M’ 22=20U x
Raices de la ecuacion caracteristica.
L. M. N.
X, y, z, coordenadas del centro.
T=F+4+Cxi+Cyi+C’'zn
1, m, n, valores sacados de las ecuaciones que hacen co-
nocer la direccion de los ejes correspondientes & s — 0.
i V=—Cl—Cm—C’n
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(L>0,M>0.N> O...
T > O centro L<O0

.Elipsoide real.

M < O, N < O....Elipsoide imaginario.
1by > (0);
L > 0,

no situado en ’ M > 0, N < O....Hiperboloide de una hoja.

la superficie M < 0, N < O....Hiperboloide de dos hojas.

\

i o/ Lo M, N, no todos del
T = O centro g % ..Cono.
situado en la mimersigho
L, M, N, todos
superficie ! § ..Punto.

del mismo signo

Superficies que tienen una infinidad

(0]

Superficies de un

@ 3 Iy
en el infinito

centro colocado

R

T > O....Cilindro eliptico.
En lirea recta; MIS0,.N %0 T = O....Una recta,.
Las ecuaciones i )
que determi- J o B 3 T > O....Cilindro imaginario.
nan el centro T = O....Una recta.
se reducen T > 0 .. Cilindro hiperbélico.
4 dos M>0,N>0 %

i T = O....Dos planos que se cortan.
Sobre un 1::lano: g > 0... Dos planos paralelos.
Las ecuaciones | M — O, N (o)

que determi- T = O. ..Un s6lo plano.
nan el centro % T > O ...Dos planos imaginarios.

se reducen M=0,N<O

4 una sola T = O....Un s6lo plano.

Una,' delas (3 > 0, N >> O .. ..Paraboloide eliptico.
ecuaciones que
determinan el

centro, es M > O, N < O ....Paraboloide hiperbélico.
incompatible

con las >
i Gl M=0,N = O ....Cilindro parabélico.

FIN DEL TOMO PRIMERO
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