Algebra Lineal y
(Geometria.

Unidad n°8: Algebra Vectorial.

AGREGAR EJERCICIOS A MODO
DE EJEMPLO
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producto interior.(e.v.p.i.)

o Propiedad 1:
N

a =

< a,

m
2 . X b=2>B;Y;
= =
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,b>=77ai.ﬁj<x,,yj>
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o Caso particular: ,
VioX+Y>=a" <X;X>+20< X,y >+ <Y,

< OX +

O Propiedad 2:<x;0>=< 0;x>=0 Vx=0,

Algebra Lineal y Geometria Esp. Liliana Eva Mata

=AV4



Contenidos

O Funcion Producto Interior. Espacio
Vectorial Euclidiano. Espacio métrico.
Propiedades. Modulo o norma de un
vector. Ortogonalidad. Desigualdad de
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entre dos vectores no nulos. Conjunto
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Funcion Producto Interior.

o Sea (V; +; R; .) Espacio Vectorial Real sobre el
cuerpo de los numeros reales.

0 Funcion Producto Interior en V
<:>: VXV - R /que satisface:
X7Y)=(Y 71X
X +Y;2zZ)=(X; 2)¥y; 2
(aX ; V)= (X;ay )= a(X;Y)
X ; x>0, Vx e V
(X ;7 X)=0x=0,
0 Introduce una métrica en V.
o Espacio Vectorial Euclidiano.
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Producto Interior Usual.

En (R";+;R;.) espacio vectorial real.

<;>: R”XR”—)R/<X;V>=XT-V <X-y>_zx y
y — 1*7 |

/ |I=

PRODUCTO INTERIOR USUAL

o a=(ay; ay; ...;a,) y b=(by; by; ...;b,) e R"
(a; b)=a;.b;+ a,.b,+ ...+ a,.b ,
(@;b)eR
Sin=2; <X;Y>= Xq. Y1+X5.Y5-
Sin=3; <X;Y>= X4 Y1+X5.Y5+X5. V3.
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Modulo o Longitud de un vector

o Modulo de un vector en un espacio vectorial con
producto interior, es la raiz cuadrada no negativa
del producto interior de dicho vector por si

mismo.

X|=/< X; X >

::Mf:<mx>
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Demostrar

<x;y>=|Xx].|y|.cos a= X;. Y;+X,.Y,+X3y3CONn X €y

elementos del espacio veqtgrial \'/

DI

D=Xx-y X y

PN |yl

4
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Demostrar

o El modulo del producto de un escalar por un vector

es igual al valor absoluto del escalar por el modulo

del vector.
\ VacR, VX eV

ax|=[al|X
o El producto de un vector no nulo por
el reciproco de su modulo, es un vector
de modulo 1. 1
X #0; 1.X XOZ—.X
X

x|

X, versor de X

Algebra Lineal y Geometria Esp. Liliana Eva Mata 8




Ortogonalidad

O Si dos vectores son ortogonales, su
producto interior es nulo.

X Ly= <x;y>=0 con X e y vectores de
un espacio vectorial con producto interior.

0 Conjunto Ortogonal de vectores:Un
conjunto de vectores de un espacio
vectorial con producto interior es un
ortogonal si y solo si dos vectores
cualesquiera y distintos son ortogonales.
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Demostrar:

O Teorema de Pitagoras.

0 Desigualdad de Schwarz: En todo espacio
vectorial con producto interior, el valor absoluto
del producto interior de dos vectores
cualesquiera es menor o igual que el producto de
los modulos de dichos vectores.

o Desigualdad Triangular:En todo espacio vectorial
con producto interior, el modulo de la suma de
dos vectores cualesquiera es menor o igual que la
suma de sus modulos.
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Angulo de dos vectores no nulos .

o0 El numero real ¢ que satisface:

O< ¢ <m
(a;b)
@bl

COS (p =
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Base Ortonormal.

o Sea (V;+;R,.) espacio vectorial con
producto interior y A={X;; X,; ....; X} base
de V.

O A es una base ortonormal de V, si y solo
si, A es un conjunto ortogonal de vectores
de modulo 1.
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Proyeccion Ortogonal de un Vector sobre
Otro.

O Sean X e y dos vectores de un espacio
euclidiano y uno de ellos distinto del vector
nulo, entonces existe acR/(X-ay)Lly

e

Proy yx=o;y

Algebra Lineal y Geometria Esp. Liliana Eva Mata 13




Producto Vectorial. ( x)

o Sea (R3; +; R; .) espacio vectorial real.
Vva,beR3: a x b=c¢ ceR3,
O La direccion de (axb) es

nerpendicular al plano determinado por
oS vectoresayb.

0 Elsentidode (axb)estal quela
terna (a; b; axb)tienela misma
orientacion que la base {i; j; k }

axb|=|a.|b .senc
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c=axb
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Propiedades

axb=-(bxa)
a(axb)=aaxb=ax(ab)
ax(b+c)=axb+axc

Si a // b=axb=0g

alb = |axb| =|al.|b]

O O 0O 0O
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Interpretacion geométrica del modulo del
P g
producto vectorial.

olaxbleR

O |a x b| es el area del paralelogramo que
tiene por lados a los vectores "a” y "b”
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Producto vectorial en funciéon de las
componentes de los vectores “a” y “b” de R’

o {i; j; k} base ortonormal de R3.

O Determinar:i xi; j X j; kxk; ixj; jxk;, kxi;
jxi; kxij;ixKk.

O Sean a =(ay; a,; as) Yy b=(by;b,;b3)e R*

&SHallar a x b en funcidon de las componentes
de a y de b.
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Producto vectorial en funcion de las
componentes de los vectores “a” y “b” de R’

O a=a,i+a,jtas k vy
ob=b;i+b,j+ bk
0 axb=(a,bs—asb,)i+(as;b;—a;bs)j+(a; b2 azbl)k

i
axb=la,
0y

ik
a, aseR’
by b3
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Aplicacion

O i) area del paralelogramo que tiene por
lado a dichos vectores: Ha X b H

O ii)area del triangulo: lHa b H
2
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Producto Mixto

o Dados tres vectores de R3

a = (ay; @y asz), b=(by; by;bs)y

c = (Cy; Cy; C3 ) €n ese orden.
Producto mixtode a,byc: (axb; c).

d; dp 4dag
<aXb;C>:b1 b2 b3 cR
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Interpretacion Geométrica de <axb;c>

<axb;c>=V

V: volumen del paralelepipedo
que tiene por aristas a los

vectores a, b y c de R3.
axb
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Aplicaciones

o El producto mixto (a x b ; ¢) es igual al

volumen del paralelepipedo que tiene por
aristas a los vectores a, by c.

oa, by cson coplanares = (axb; c) =0
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