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INTRODUCCION

Desde un punto de vista amplio, el problema de la determinacion del geoide puede ser
considerado en el contexto del modelado del campo de gravedad terrestre ya que todos
los métodos involucran de una u otra manera su conocimiento.

El término geoide, introducido originalmente por Gauss en 1828, se define
tradicionalmente como la superficie equipotencial (superficie de nivel) del campo de
gravedad terrestre que coincide con el nivel medio del mar.

Sin embargo, existen fendmenos que hacen que esta definicion no sea
suficientemente precisa cuando se la conecta con sistemas de altura y GPS. Veremos
brevemente cuales son estos aspectos que complican la definicion del geoide como
superficie de referencia.

No existe ninguna superficie de nivel del campo de gravedad que coincida
plenamente con el nivel medio del mar. Debido a razones oceanogréficas, el nivel
medio del mar se desvia de una superficie de nivel. Esta desviacion es la topografia
de la superficie media del mar (SST). Por lo tanto, para definir un geoide, debe
especificarse un sitio para el cual se dara el nivel medio del mar. En sentido global,
un proceso de minimos cuadrados de la SST puede ser una alternativa. Lugares
diferentes produciran geoides que pueden diferir en un par de metros uno del otro
(Lisitzin, 1974; Ekman & Mékinen, 1994).
El nivel medio del mar no es estable. Debido a razones climéaticas cambia
gradualmente con el tiempo. Durante el siglo pasado ha tenido lugar un ascenso
general del nivel medio del mar. Para definir un geoide entonces debe
especificarse una época para la cual sera valido el nivel medio del mar. Geoides
calculados con diferencias de época de unos pocos afios pueden diferir en algo mas
que 10 cm. (Ekman, 1993).
En lo referente a sistemas altimétricos, existen basicamente dos caminos distintos
de tratar al campo de gravedad al transformar nimeros geopotenciales en alturas.
Uno es el uso del campo de gravedad real para producir alturas ortométricas
referidas al geoide; el otro es usar el campo de gravedad normal para producir
alturas normales referidas al quasigeoide. Para definir un geoide entonces,
debe especificarse si se adoptara un geoide clasico o un quasigeoide. La
diferencia entre ellos es aproximadamente proporcional al cuadrado de la altura
topografica: casi nula al nivel del mar y de unos 10 cm para alturas de 1000 m,
llegando a 1 m para zonas montafiosas del orden de 3000 m de altitud (Heiskanen
& Moritz, 1967; Torge, 1989).
Una parte considerable de las mareas no varia periédicamente, pero
forma una marea permanente. Esto es debido a que la Luna y el Sol se
mueven en 6rbitas muy cercanas al Ecuador. Por esta razon la marea
permanente es considerable a lo largo del ecuador y casi despreciable en las
zonas polares.
Existen basicamente tres formas de tratar este problema con relacion a sistemas
altimétricos y gravimétricos, en funcién del tipo de tratamiento que se dé a este
fendmeno podra tenerse:
o El geoide medio que incluye el efecto directo de atraccion y el
efecto indirecto de deformacion. Este coincidiria con un nivel del mar
“no perturbado”, siendo por esto de especial interés para oceanografia.
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o El geoide sin marea, en el cual se eliminaria el efecto total de la marea
permanente. Este geoide coincidiria con la demanda tedrica de la geodesia
de no tener masas fuera de la superficie limitante.

o El geoide cero, en el cual se elimina el efecto directo de la marea pero
se conserva la deformacion permanente de la Tierra.

Para definir un geoide debera especificarse entonces cual de estos tres tipos se
adoptara. Las diferencias entre ellos son funcion de la latitud, pudiendo llegar al
orden de 40 cm (Ekman, 1989; Rapp, 1983).

e EI acomodamiento postglacial tiene desde luego un impacto directo en las
alturas debido al ascenso de la corteza, pero ademas el campo de gravedad, y en
consecuencia el geoide, se ve afectado por la inyeccién de manto en corteza.
Para definir un geoide entonces debera especificarse una época para la cual es
valido, si bien el maximo cambio registrado en alturas geoidales apenas alcanza
los 10 cm por siglo (Ekman, 1993; Ekman & Makinen, 1995).

En conclusién, el geoide como superficie de referencia puede definirse de varias maneras.
No es aconsejable elegir un tipo de geoide y usarlo para todos los propoésitos. Las distintas
definiciones de geoide son adecuadas para diferentes situaciones. Asi, es esencial
comprender en cada caso con qué concepto de geoide se esta trabajando. Esto tiene
especial importancia cuando se pretende combinar el geoide con alturas ortométricas,
normales, niveladas y elipsoidicas y obtener precisiones centimétricas.

METODOS DE EVALUACION GEOIDAL

Diferentes métodos se han desarrollado a lo largo de la historia para posibilitar el
calculo de modelos de geoide. A continuacion trataremos someramente cada uno de
ellos, destacando sus ventajas e inconvenientes.

PROCEDIMIENTO ASTROGEODESICO

GROTD ELLIPSOID RELATIONSHIPS El procedimiento
consiste
\ basicamente en

formado entre la
vertical (direccion
de la linea de la
plomada) y la
normal a la
superficie de
referencia en un
punto. El &ngulo
asi conformado es

\ medir el angulo
|
|
|

U
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NN - e e 1 el llamado desvio
o TEE A m TN R .| de la vertical
Figura 1: desvio de la vertical (Figura 1).
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La direccién de la vertical en la
superficie terrestre se determina a partir
de las coordenadas astronomicas @ y A.
La direccion de la normal en la
superficie del elipsoide de referencia se
determina a partir de las coordenadas

geodésicas ¢ y A.

Los desvios de las verticales pueden asi
calcularse practicamente a partir de la
correspondiente comparacion de las
coordenadas geodésicas y astronémicas de

un punto, de donde deriva el nombre de

este método (astro-geodésico).

Figura 2

Rigurosamente, y siguiendo a Jekeli (1999) deberiamos distinguir tres tipos de desvios
de la vertical, segin se considere el angulo en cuestion
o Sobre la superficie de la tierra (") de acuerdo con la definicién de
Molodenski,
o Sobre el elipsoide de referencia (6 ) de acuerdo con la definicion de
Helmert.
o Sobre el geoide (0,) de acuerdo con la definicion de Pizetti.

Sin embargo nos referiremos aqui genéricamente al desvio de la vertical, y lo
describiremos de diferentes maneras:

1. a través de su magnitud 6 y su acimut o,

2. atraves de sus componentes meridiana (& )y en el primer vertical (1), como

generalmente se expresa
3. através de la componente ¢ a lo largo del acimut a.

Dichas componentes, en una aproximacion lineal, estan dadas por:

o )
n= A—-A cos ©
La componente € a lo largo del acimut a es:
e=£C0S a +msen o 2
O reducida al geoide:
g, =E5C0S o +msen o 3)
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La ondulacién geoidal (N) a lo largo de una
distancia s y los desvios de la vertical (g) se
relacionan por la ecuacion diferencial:

GEOIDE

dN =—¢, ds (&)

ELIPSOIDE

—_— —_—

Figura 3

Integrando entre P,y P,se obtendra la diferencia de ondulacion entre ambos puntos:

P, P,
AN, =N, =N, = [dN = [&,ds (5)
Pl Pl
Si se asume una variacion lineal del desvio de la vertical entre P,y P, el problema puede
resolverse por interpolacion lineal:

PZ PZ
g +¢€ g +€
—gds=-—2—2|ds=—2—23 6
Plj : ] > (6)

51

El esquema de solucion de este procedimiento es sencillo. Sin embargo, en términos mas
precisos, las relaciones son un poco mas complicadas. Se debe considerar por ejemplo el
no paralelismo de las superficies equipotenciales que produce un efecto adicional
indeseado. Ademas, para la reduccion al geoide de los desvios € medidos sobre la
superficie de la Tierra se necesita conocer el comportamiento de la vertical entre dicha
superficie y el geoide, lo que implica el conocimiento de la densidad a lo largo de ese
tramo.

Otra caracteristica de este procedimiento es que solamente determina diferencias de
ondulaciones, por lo cual se estardn calculando variaciones locales o regionales de la
ondulacién geoidal. No obstante, conociendo un punto con su ondulacion en el area se
pueden calcular facilmente los valores absolutos para todas las estaciones involucradas.
Como gran ventaja del método puede destacarse el hecho que la integracion solamente se
extiende sobre el area de interés. La gran desventaja deviene de la necesidad de contar
con determinaciones astrondémicas que requieren mucho tiempo, lo que las torna muy
costosas.

Los desvios absolutos alcanzan valores de 1” a 10” en terreno plano y de 30” a 60”
en &reas montafosas.

Considerando los margenes de exactitud se debe sefialar que los desvios de la vertical
normalmente tienen errores de medicidn en el orden de 0.5 a 1” y se aumenta el
error de la variacién de ondulacion dN linealmente con la separacién entre las
estaciones de medicion. Para obtener alta precision se debe disminuir esa separacion.
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En areas montafiosas se necesita una estacion cada 3 a 5 Km, en areas planas se puede
separar los puntos de medicion entre 10 y 20 Km. La exactitud accesible asi es algunos
centimetros para areas extendidas por algunas decenas de kilometros.

PROCEDIMIENTO DE MODELADO DEL CAMPO
GRAVITACIONAL GLOBAL

De la misma manera que la atraccion gravitatoria de un cuerpo resulta de sumar todos los
aportes de cada dm, el mismo razonamiento es valido para la funcion potencial:

puede definirse dV = Gd—m como el Potencial gravitacional inducido en el punto P por
q

la masa elemental dm, de modo que el potencial total sera:

V:do—mzejﬂ

TIERRA TIERRA q
Siendo
G: constante de gravitacion universal.
g: distancia entre las masas atrayente y atraida
dm: diferencial de masa.
p: densidad.
dv: diferencial de volumen.

Como la funcion de variacion de la densidad terrestre no puede establecerse con
precision adecuada, el potencial gravitacional V no puede calcularse como la integral
triple definida a partir de la ley de gravitacion de Newton. Sin embargo, es posible
encontrar un desarrollo en serie del potencial V como solucién de la ecuacién de
Laplace (Kellogg, 1929; Sigl, 1985; Blakeley, 1996). Esta solucion corresponde a una
descomposicion espectral del campo gravitacional.

Esta expresion puede desarrollarse en una serie infinita de funciones armonicas esféericas
conocida como Modelo de Geopotencial.

VzGTM{HZ(%) > C,,c0s mi +S sen mi P, (7
=1

m=0

Las P, sonlas Funciones Esféricas Armodnicas Asociadas de Legendre de grado ny

orden m, 8 y Ason la colatitud y la longitud del punto P.

Si truncaramos la serie reteniendo solo el término de orden cero obtendriamos el
potencial de una tierra esférica de radio r y homogénea (densidad constante o con
variacion lineal a lo largo de su radio):
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Los términos de orden 1y 2 producen desplazamientos que llevan a una forma elipsoidica, los de orden
tres sefialan la llamada “forma de pera” de la Tierra y asi sucesivamente, a medida que se agregan mas
términos al desarrollo se obtienen méas puntos de inflexion a partir de la forma esférica original (Figura 4)

- -
— -~

e ) AMI!Ty

‘, EQ.

P, (cos &) = % (2 ros2 6 -1) Ps (cos #) =2 (cos? @ —%cos &)

T -

— e —

P, 1 (cos B) cos A = 3 sin 8 cos @ cos A Pa (cos ) =3(35 cos? 6 - 30 cos? 6 + 3)

Figura 4: Interpretacion fisica de los coeficientes arménicos del desarrollo en serie del potencial

MODELOS SOLO SATELITALES

En un campo gravitacional ideal, no perturbado, la drbita satelital seria una elipse kepleriana. En el campo
gravitacional real la drbita del satélite es perturbada y esa perturbacion que sufre el satélite se utiliza para
derivar informacion del campo que produjo la perturbacion.

Es necesario contar con gran cantidad de satélites en diferentes drbitas, a diferentes alturas y con
diferentes inclinaciones y monitorear sus Orbitas durante mucho tiempo. De este modo pueden
calcularse los Ilamados “elementos orbitales”: Semieje mayor, excentricidad, inclinacion, ascension recta

Geoide
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del nodo ascendente, angulo del perigeo desde el nodo ascendente y anomalia media. Un
procedimiento de ajuste por minimos cuadrados permitira a partir de las observaciones el calculo de los
coeficientes del modelo.

Entre otros factores, la atenuacion del campo gravitacional con la altura limita la resolucion de los
modelos solo satelitales. Con los satélites disponibles hasta el momento ha sido posible obtener
modelos de este tipo a traves de desarrollos en serie del potencial hasta grado 70, por lo que se suele hablar
de modelos de orden bajo.

La precision relativa de los coeficientes de orden bajo derivados de este procedimiento se incrementa
con el grado del coeficiente.

MODELOS COMBINADOS

En estos modelos, llamados de alto orden, se combina un modelo sélo satelital de bajo orden con datos
de anomalias gravimétricas tomados en superficie y alturas geoidales.

Los modelos de geopotencial combinados se calculan luego por métodos de ajuste por minimos
cuadrados o por cuadratura.

Un ajuste por minimos cuadrados podria utilizar, en principio, todos los datos disponibles para
determinar los coeficientes del modelo de geopotencial (130.321 coeficientes para un modelo de grado y
orden 360x360), como asi también la matriz de covarianza. Sin embargo, las limitaciones de computo
hacen que no se llegue a un ajuste riguroso de estas cantidades y, consecuentemente, no han sido
desarrolladas aun soluciones Optimas que presupongan, por ejemplo, una cobertura global homogeénea.

DESARROLLO HISTORICO DE LOS MODELOS DE GEOPOTENCIAL

Antes de la era espacial no habia sido posible obtener modelos de geopotencial. La Unica alternativa era el
uso de anomalias de gravedad obtenidas sobre la superficie terrestre, las cuales eran insuficientes y no
presentaban una distribucion apropiada.

Los satélites artificiales pueden ser vistos como sensores del campo gravitacional terrestre. El analisis
de las perturbaciones de sus orbitas revoluciond el conocimiento del tema. La primera contribucion fue
el andlisis de las orbitas del Sputnik 1, Explorer 1 y Vanguard 1, y la publicacion del primer valor para el
coeficiente de achatamiento dinamico C,, (Buchard, 1958). En esa época se admitié que C,,y los demas

zonales de orden superior eran despreciables. Otros investigadores sostuvieron que esa hipotesis no era
realista.

O"Keefe and Batchelor (1957) reconocieron que el achatamiento ecuatorial, definido por C,, y S,,

podria ser estimado a través del analisis de los satélites. En 1961, usando la red Mnitrak, y en 1962, con
el sistema Doppler, fueron redeterminados esos coeficientes y también se hicieron célculos sobre los
coeficientes C,,, C,, y C,,.

Un gran avance ocurre en 1966 con la publicacion por el Smithsonian Astrophysical Observatory
(SAO) de un modelo de geopotencial completo hasta grado y orden 8, con algunos coeficientes de orden
superior (Lundquist and Veis, 1966) y tomando como fijos los coeficientes zonales publicados
anteriormente por Kozai (1964).

El analisis de las drbitas de los satélites fue hecha a partir de observaciones oOpticas llevadas a cabo por
las camaras balisticas Baker-Nunn. Pocos afios mas tarde la combinacién de nuevas observaciones épticas
con las primeras y sofisticadas medidas Laser resulté en un nuevo modelo completo hasta grado y orden

Geoide



DEPARTAMENTO DE AGRIMENSURA
Facultad de Ingenieria Universidad de Buenos Aires

16. En 1973, 1974 y 1977 SAO publico otros modelos que recibieron la denominaciéon SE (Standard
Earth) seguida del afio de publicacion.

Paralelamente surgieron las soluciones independientes presentadas por el Goddard Space Flight Center
(GSFC) (Smith et al., 1976) conocidas por la sigla GEM (Goddard Earth Model). Los modelos
GEM, del mismo modo que los modelos del SAO, utilizaron solamente observaciones de satélites
artificiales.

El aumento del nimero de satélites junto con el aumento y la mejoria de las observaciones fueron
contribuyendo sistematicamente a la determinacion de los coeficientes de orden mas bajo (m < 36).

La altimetria por radar, iniciada con el satélite GEOS-3, exigia modelos de geopotencial mas confiables
para posicionar mejor el satélite. En esa fase surgieron dos modelos importantes, el GEM9 y el GEM10
(Lerch et al., 1977). GEM9 fue el ultimo modelo calculado hasta entonces solamente a partir de
observaciones sobre satélites artificiales: englobd un total de 840.000 observaciones Opticas, laser y
electronicas, lo que permitié el calculo completo de los coeficientes hasta grado y orden 20, con algunos
coeficientes de orden superior. La innovacién del modelo GEM10 fue la combinacion de observaciones
de satélites con anomalias medias de gravedad en cuadriculas de 5°, lograndose un modelo completo hasta
grado y orden 22 con algunos coeficientes de orden superior.

A partir de aqui, el esfuerzo del GSFC se concentr6 en tres nuevos modelos: GEM10A, GEM10B y
GEM10C, completos hasta grado y orden 30, 36 y 180 respectivamente (Lerch et al., 1981). La
caracteristica mas importante de estos tres modelos fue el uso creciente de mediciones de altimetria por
radar del satélite GEOS-3, con espaciamiento cada vez menor. En términos de anomalias medias de
gravedad, los dos primeros usaron los mismos 1654 valores que contribuyeron al célculo del GEM10,
mientras que el GEM10C incorporé 38.400 valores medios de anomalias de gravedad.

Otra importante iniciativa fue la de Francia y Alemania, con los modelos GRIM, desarrollados
simultaneamente por el Groupe de Recherches de Géodésie Spatiale de Toulouse y por el
Sonderforschungsbereich de Munich. Ese esfuerzo comenzé con la publicacion del primer modelo
GRIML1 en 1976 (Balmino et al., 1976). Este modelo, completo hasta grado y orden 22, se obtuvo a partir
de observaciones oOpticas y electronicas de satélites artificiales. EI modelo GRIM2 combind
observaciones de satélites con anomalias medias de 1°x1°, obteniendo todos los coeficientes hasta grado
y orden 30 (Balmino et al., 1978). El uso de datos de altimetria por radar en los océanos permitid el
calculo del modelo GRIMS3, completo hasta grado y orden 36 (Reigber et al., 1983).

Se incluyeron posteriormente nuevas observaciones laser del LAGEOS y nuevos datos de anomalias de
gravedad en los océanos derivadas de altimetria por radar, resultando nuevas versiones tales como
GRIM3-L1 y GRIM3-C3.

La Universidad de Ohio brind6 también gran colaboracion en el calculo de modelos de geopotencial. La
caracteristica principal de los esfuerzos relacionados con este centro de investigacion se debe al
almacenado creciente de datos gravimétricos y, en consecuencia, a la estimacion de anomalias medias
de gravedad en cuadriculas de 1°x1° y 30"x30". Esto origind la publicacién de modelos de geopotencial
completos hasta grado 180 (OSU81) o 360 (OSU 86, OSU89 y OSU91). La innovacion de estos
modelos fue la inclusion progresiva de nuevos datos gravimétricos, tanto en los océanos como en los
continentes para el célculo de los coeficientes de grado mas elevado, aunque los coeficientes de bajo
grado fueron mantenidos fijos en el ajuste. Debido a la distribucién no homogénea de datos que
intervinieron en el calculo, estos modelos son mas 0 menos representativos en un area, dependiendo de
la existencia 0 no de levantamientos gravimétricos en ella.

Geoide
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Luego de la aparicion de los primeros modelos de grado y orden elevados, la atencion nuevamente volvio
sobre los coeficientes méas bajo. En efecto, se concluyo que la precision de los coeficientes de los
modelos ya determinados podria ser mejorada. En el GSFC surgieron los modelos GEM-L2, GEM-T1,
GEM-T2 y GEM-T3, cuya principal caracteristica fue la incorporacion de observaciones cada vez mas
numerosas y mas precisas de los satélites artificiales. En este contexto poseen particular importancia dos
modelos del GSFC conocidos por la sigla JGM (Joint Gravity Model).

La mision TOPEX/POSEIDON (TP) presuponia que para alcanzar sus objetivos el error radial de la érbita
del satélite no deberia superar los 10 cm. Esta condicién no habia sido alcanzada por los modelos
anteriores y en este sentido se dirigieron entonces los esfuerzos. La estrategia fundamental del calculo fue
combinar de forma conveniente las observaciones sobre los satélites, los datos de altimetria por radar y
las anomalias de gravedad en la superficie. Los

modelos JGM son completos hasta grado y orden 70, lo que significa una resolucion espacial de 300 Km.
La malla de anomalias de gravedad fue completada en las cuadriculas vacias de la region continental a
través de técnicas de prediccion topo-isostaticas. Teniendo en cuenta que el modelo us6 observaciones de
los Gltimos 30 afos, fue necesario considerar variaciones temporales experimentadas por la aceleracion
de la gravedad, mareas oceanicas, deformaciones en el movimiento de rotacion, efectos relativisticos, etc.
(Nerem et al., 1994).

Después de esta fase de atencion a los coeficientes de grado y orden mas bajos, dos hechos despertaron
nuevamente el interés por el cdlculo de modelos de grado y orden mas elevados: la altimetria radar
obtenida con la mision TOPEX/POSEIDON Yy el acceso a los datos de los paises del bloque comunista.
Estos hechos llevaron al National Imagery Mapping Agency (NIMA) y al GSFC de NASA a acordar un
calculo conjunto de un modelo de geopotencial, conocido con la sigla EGM (Earth Geopotential Model)
(Lemoine et al., 1998).

De la evaluacion realizada por Blitzkow (1998) para Sudamérica se concluye que el modelo EGM-

96 es mejor que los anteriores en términos de la comparacion con anomalias gravimétricas.

PROCEDIMIENTO GEOMETRICO

Recordemos las definiciones de GEOIDE

e Altura ortométrica H de un punto sobre

la superficie topografica, definida como la
Sup. topogrdfica
distancia medida desde dicho punto hasta la
superficie del geoide a lo largo de la

direccion de la vertical. ELIPSOIDE

e Altura elipsoidal h, definida como la
distancia medida desde un punto en la

superficie topografica hasta el elipsoide de
Figura 5: Altitudes H y h'y ondulaciéon N
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referencia a lo largo de la direccion normal al elipsoide.

La distancia N entre P’ y P” medida sobre la normal es lo que se conoce como ondulacion del Geoide o
altura geoidal.

A partir de la Figura 5 se concluye que la ondulacion del geoide puede obtenerse en forma muy
aproximada mediante la diferencia entre las alturas elipsoidal y ortométrica de un mismo punto, es decir:

N=h,-H, (8)

La altura elipsoidal (h) se obtiene con GPS y la altura ortométrica (H) por nivelacion geodésica y
observaciones de gravedad. Cualquier altura H que sea una aproximacion de esa altura ortométrica
también puede ser utilizada, pero debe tenerse presente que como la ondulacion se calculara directamente a
partir de una diferencia de alturas, una determinacion imprecisa de H (nivelacién barometrica o
trigonométrica) redundara en imprecisiones en la ondulacion calculada.

Las exactitudes estan en el orden de unos pocos centimetros niveladas con precision tanto para la
obtencién de h como de H.

ALTIMETRIA SATELITAL

Se fundamenta en una técnica basada en el conocimiento de una Orbita satelital con mucha precision. En
el satélite existe un radar altimetro que envia una sefial en la direccion vertical a la superficie terrestre.
Esa sefial es reflejada por la superficie del mar y de regreso es recibida en el satélite. La medicién de
tiempo de propagacion proporciona la altura del satélite a la superficie instantanea del mar.

PROCEDIMIENTO GRAVIMETRICO

Si N que hemos definido como ondulacion del geoide, puede obtenerse relacionando el elipsoide de
referencia y el geoide. Para relacionar ambas figuras de la Tierra, es necesario notar que podemos escribir
el potencial W en la forma:

W x,y,z =U Xx,y,Zz +T Xx,y,Z 9
U XV,z =V XVY,Z +D X,Y,Z (10)

donde T se denomina potencial perturbador o potencial anémalo y U es la funcion potencial normal
2 2 2
X

. . - . +y° z
asociada a un elipsoide de revolucion cuya ecuacion es 5 +? =1
a

Entonces, la pequefa separacion que existe entre la superficies W x,y,z =W,y U x,y,z =U, (con
U, =W,), estara relacionada directamente con el término T(x, y, z) mediante la formula de Bruns
(Heiskanen y Moritz, 1985):

N= I, donde y=VU =gradU es la gravedad normal (12)
Y

Geoide
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Este vector tendra la direccidn de la normal al elipsoide de referencia, siendo su diferencia con el vector
gravedad denominada anomalia de la gravedad A
Esta Gltima cantidad definida nos permite obtener el potencial perturbador y como consecuencia la

ondulacién del geoide. Si llevamos a cabo un desarrollo en armdnicos en esféricos de este potencial
perturbador T (Heiskanen y Moritz, 1985), tendremos como resultado final la Formula integral de Stokes:

T=%£IAQS y do, donde

S vy :;—6sen(ﬂ)+l—5ms v —3cos y In sen(ﬂ)wenz(EJ
W 2 2 2
sen| —

2

e R es el radio medio terrestre (6371 km)

e G es el valor medio de la gravedad sobre la Tierra (979.8 gales)

e o ecselarea de la esfera unidad, es decir que las integrales anteriores estan extendidas sobre toda la
esfera unidad, tal como se indica en la figura 5(a); en esta figura y en la figura 5(b), podemos ver que
el papel que juega el angulo .

Polo norte

Esfera terrestre
r«R

AN

Figura 6: elementos de la formula de Stokes des

La formula de Stokes publicada por él en 1849, es la expresion matematica mas importante de la Geodesia
Fisica, debido a que hace posible conocer la figura de la Tierra (es decir, la ondulacién del geoide) a partir
de datos gravimétricos. Debemos notar también que la ecuacion integral de Stokes es el vinculo
fundamental entre el campo de gravedad terrestre y la figura de la Tierra, confirmando la afirmacion
realizada al principio de este capitulo, cuando se decia que para avanzar hacia una figura de la Tierra mas
precisa que un elipsoide de revolucion, era necesario considerar el campo de gravedad que crea la masa
de la Tierra.

Geoide
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Figura7: (a) Mapa de la ondulacién del geoide sobre un elipsoide de revolucion. (b) Imagen del geoide en 3D

mostrando los detalles de la forma del geoide, a una escala en la que se han exagerado los valores de la Vemo
ondulacion para ver mejor dichos detalles. S
ahora

totalmente claro el papel tan importante que juega el estudio y determinacion del campo de gravedad
terrestre, en la obtencion precisa de la figura de la Tierra, ya que, si disponemos una coleccion de datos
suficiente (consistente en anomalias de la gravedad determinadas por toda la Tierra, entre otros datos)
podemos obtener la ondulacion del geoide, tal como se indica en las figuras 6(a) y 6(b).
No obstante, hay que sefialar algunas limitaciones en la aplicacion de la formula de Stokes, debidas a
las hipotesis realizadas para la obtencion de la misma. Concretamente, debemos notar que:

1. Laférmula presentada para la ondulacion del geoide ha sido obtenida considerando que el elipsoide

de referencia (superficie U x,y,z =U,), tiene el mismo potencial que el geoide (U, = W,).

Ademas, esta superficie debe encerrar en su interior una masa que sea numéricamente igual a
la de toda la Tierra.
2. El elipsoide de referencia debe tener su centro en el centro de la Tierra.

3. El potencial andmalo (o potencial perturbador) debe ser arménico fuera del geoide. Es decir que se
estd suponiendo que T(X, y, z) puede ser desarrollado en armonicos esféricos. Esto significa que el
efecto de las masas por encima del geoide, debe ser eliminado aplicando adecuadas reducciones a
los valores de la gravedad determinados. De lo contrario, no sera posible aplicar la expresion
integral de Stokes.
En consecuencia, la determinacion practica del geoide, tal como se muestra en la figura 5(a), requerird
modificar la formula de Stokes para poder utilizar un elipsoide de referencia arbitrario. De tal forma que

podamos emplear en el calculo del geoide, una superficie de referencia U x,y,z =U, parala que no se

requiera que U, =W,, condicion que en la practica puede ser muy dificil de conseguir, limitando mucho

los posibles elipsoides a emplear. Por otra parte, el calculo por este método gravimétrico de la ondulacion
del geoide, nos obligara a eliminar el efecto de las masas por encima del geoide, adoptando para ello
diversas hipotesis que podemos encontrar desarrolladas con detalle en la bibliografia mas basica de la
Geodesia Fisica (Heiskanen y Moritz, 1985; Vanicek y Krakiwsky, 1986).

CALCULO GRAVIMETRICO DEL GEOIDE

Geoide
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Sabemos que GPS permiten calcular las alturas elipsoidales, pero es necesario obtener las alturas
respecto al nivel del mar (alturas ortométricas), para muchos fines practicos. Entonces, las alturas
elipsoidales se deben convertir en alturas ortométricas restando la altura del geoide. Para ello, es
necesario computar las alturas del geoide, al menos con la misma precision que la altura elipsoidal, para la
latitud y longitud del punto considerado. En este aspecto se centra una de las principales aplicaciones de
la geodesia fisica, puesto que permite obtener la altura del geoide para cualquier punto de la Tierra.
Estas alturas del geoide se refieren, generalmente, al Sistema Geodésico de Referencia de 1980 (GRS80).

Los modelos geopotenciales pueden servir para calcular la ondulacion del geoide. No obstante, las alturas
del geoide provenientes de un modelo geopotencial no son, en general, suficientemente precisas. Por ello,
es necesario determinar una correccion a las mismas. Esta correccion se determina a partir de las
anomalias de la gravedad medidas sobre el terreno, para computar asi un modelo de geoide mas preciso.
Debido a que las anomalias observadas sobre el terreno, estdn dadas en un area limitada y no pueden por
tanto utilizarse para resolver la longitud de onda larga del campo de gravedad terrestre, es necesario
considerar un modelo geopotencial para la computacién de tales longitudes de onda. Como veremos a
continuacion, la contribucion de esta longitud de onda larga corresponde a una aproximacion suave del
geoide, para la region bajo estudio.

El célculo gravimétrico de una altura del geoide muy precisa, para una region dada, tendrd una gran
utilidad préactica directa e inmediata para toda la comunidad de usuarios de GPS (Kaula, 1987). Estos
resultados permitiran incorporar modelos mas realisticos a los algoritmos de célculo de las alturas
ortométricas, reportando una mejora en la precision de las alturas mencionadas, lo que conllevara
evidentes beneficios para la geo-referenciacion, la fotogrametria o el control geométrico de obras. En
suma, seran beneficiarios de tales resultados aquellos cientificos y técnicos, interesados en una
localizacién mas precisa sobre el terreno. Puesto que, usando medidas de posicidn con el sistema GPS
obtendréan a la vez una precision suficiente en planimetria, junto con una altura ortométrica precisa,
hallada a partir de un modelo de geoide (cuya ondulacién sea precisa) y la altura elipsoidal dada por
GPS, pudiendo realizar medidas precisas de alturas ortométricas sin nivelacion (Schwarz et al.,1987).

En relacion con lo dicho en el parrafo anterior, algunas de las aplicaciones concretas en las que se puede
usar directamente un modelo de geoide local son:

Fotogrametria. Tener un modelo de geoide, supone poder tomar puntos de apoyo sin necesidad
de apoyarse en las redes geodésicas, que es lo que se hace actualmente para calibrar la altura
elipsoidal (la obtenida con GPS), a altura ortométrica en la zona de trabajo (la que se necesita
para la orientacion absoluta del modelo estereoscopico). Para ello, suponemos que elipsoide y
geoide son paralelos en esa zona, cosa que no es rigurosamente cierta. La limitacion del trabajo
de apoyo en campo en Fotogrametria, ya sélo estaria limitada por la capacidad de los equipos
empleados y se elevaria el rendimiento de éstos, puesto que no habria que inmovilizar equipos
GPS para las calibraciones. Ademas de lo mencionado anteriormente, si se dispusiese de un
marco de referencia comdn entre los puntos sobre el terreno y el centro de proyeccién de las
camaras aéreas, se simplificaria todavia mas el trabajo de apoyo de campo.

Topografia. Disponer de un modelo de geoide supondria poder realizar topografia de obras con
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GPS, cosa que hasta ahora esta limitada a control planimétrico. Con GPS el control geométrico se
abarata pues el nimero de operarios minimos necesarios se reduce a la mitad.

Caracterizacion agronémica y medioambiental. La posibilidad de determinar la altitud sobre el
nivel del mar de forma répida y eficaz, permitiria afiadir la altitud como variable de estudio
en los SIG (Sistemas de Informacién Geografica), para su inclusién en los posteriores
analisis con las demas variables geograficas.

Control hidrografico, aforo de cuencas y temas hidraulicos en general. Estos temas se verian
especialmente beneficiados, ya que, también se abarataria el coste de estas actuaciones al poder
ser realizadas con GPS, que de no disponer de modelo de geoide no se podrian realizar. El agua
circula en el sentido de los potenciales gravitatorios decrecientes y el sentido de los
potenciales gravitatorios (altimetria obtenida por nivelacion clésica) puede deducirse con el
modelo de geoide y la altura elipsoidal.

Vista la importancia que tiene usar un modelo de geoide preciso, vamos a ver aqui cual es el
procedimiento operacional para obtenerlo. Para comenzar, hay que decir que las técnicas que vamos a
describir a continuacion, se han mostrado herramientas eficaces a la hora de indagar la ondulacion del
geoide, en distintas regiones de la Tierra (Kearsley, 1988; Forsberg and Kearsley, 1989; Torge et al.,
1989; Yun, 1994). Estas técnicas pretenden evitar el problema que conlleva la obtencién de anomalias de
la gravedad en un area limitada, puesto que con estos datos no podemos resolver las largas longitudes
de onda del campo gravitatorio terrestre. Por ello, necesitamos considerar un modelo geopotencial con
el que podemos obtener estas longitudes de onda larga. Asi, en un paso previo de computacion,
obtendremos las anomalias aire-libre referidas al modelo geopotencial, computando la diferencia
con las anomalias predichas por este modelo, estas diferencias seran usadas en un procedimiento de
integracion con la FFT (Schwarz et al., 1990), para obtener finalmente la ondulacion del geoide, la cual
en un proceso de computacion posterior serd afadida a la ondulacion del geoide predicha por el modelo
geopotencial considerado. En suma, el proceso a seguir consta de las etapas que a continuacién seran
descritas (Corchete et al., 2005).

TECNICA REMOVER - RESTITUIR

El problema fundamental a resolver es que las anomalias de gravedad no pueden conocerse en forma
continua sobre toda la superficie limitante. Los modelos de geopotencial ofrecen una interesante
posibilidad para resolver este problema, ya que proporcionan el conocimiento general del campo potencial
terrestre sobre toda la superficie.

Para poder hacer uso de ellos es necesario introducir alguna modificacion que permita cambiar los limites
de la integral de Stokes y transformarla en una suma.

Existen varias propuestas al respecto (Blitzkow, 1996; Torge, 2001), pero no nos extenderemos en
detalles sobre ellas y nos referiremos de aqui en mas a la aplicacion de la integral de Stokes
modificada, independientemente del tipo de modificacion introducido.

En la practica la integral de Stokes se aplicara en una region limitada. Siendo asi, las contribuciones de
larga longitud de onda del campo de gravedad no estarian presentes en los resultados y deberan ser
provistas por otra via (un modelo de geopotencial). Ademas, la integral sera discretizada y calculada
como una suma usando datos discretos. Debido a la densidad de datos gravimétricos, que en promedio no

es mejor que 5’x5’°, las cortas longitudes de onda tampoco estardn presentes. Estas se calcularan usando
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alturas topograficas que usualmente estan dadas en forma de una grilla de 1km x1km (Modelo Digital

de Terreno).

La aplicacion de esta solucién combinada se conoce con el nombre de técnica de remover — restituir
(Remove-Restore technique) (Forsberg and Tscherning, 1981, Denker et al., 1986) e incluye los
siguientes pasos:

1.

Remover de las anomalias gravimétricas (A, ) la contribucion de larga longitud de onda provista por
el modelo de geopotencial (A,GM).

Remover de las anomalias gravimétricas (A, ) la contribucion de corta longitud de onda provista por
un Modelo Digital de Terreno (A,H ).

Calcular la anomalia gravimétrica residual (Agres) como:

Ajres=AAL-AGM-AH (12)

Aplicar la integral modificada de Stokes a las anomalias gravimétricas residuales calculadas
obteniendo el geoide residual N A,

Restaurar en el geoide residual (N Ag) calculado los efectos de larga longitud de onda provistos

por el modelo de geopotencial (N GM) y de corta longitud de onda provistos por el modelo
Digital de Terreno (N H) obteniendo finalmente la ondulacion N como

N=NGM+NA,+NH (13)

En la Figura 8 se esquematizan las contribuciones de distintas frecuencias.

NGM +Njg +NH

_____

Figura 8: Contribuciones de distintas longitudes de onda en un perfil de geoide.

Para el calculo de las diferentes contribuciones pueden usarse distintas estrategias descriptas en
Forsberg and Tscherning (1981), Forsberg and Tscherning (1997), Torge (2001) entre otros.
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INTERPOLACION DE LOS DATOS DE GRAVEDAD.

En primer lugar, hay que saber que si queremos aplicar técnicas basadas en la Transformada de Fourier
Répida (FFT), es necesario pasar de la distribucion irregular de puntos, dada por la localizacion
geogréfica de nuestras medidas de anomalias aire-libre de la gravedad, a una distribucion regular de
puntos en forma de una rejilla de puntos equidistantes. Como ejemplo, podemos ver en la figura 9(a) los
datos de gravedad disponibles para calcular un modelo de geoide para el area ibérica. A la vista de esta
figura notamos que estos puntos no estan distribuidos de forma regular, hay zonas con muchos
puntos y otras areas que tienen muy pocos. Con esta distribucion de valores no podemos aplicar las
técnicas basadas en la FFT, pues estas técnicas requieren una distribucion regular de puntos en forma de una
rejilla de puntos equidistantes, como muestra la figura 9(b).

Por otra parte, antes del proceso de interpolacidn es necesario reducir los valores de estas anomalias de
la gravedad, con el objeto de trabajar con una coleccion de puntos cuyos valores sean o méas parecidos entre
ellos que sea posible, para facilitar el trabajo de la interpolacion y obtener entonces tras este proceso la
mejor rejilla de valores posible. Para ello, antes de la interpolacion es muy conveniente eliminar los
efectos de corta longitud de onda debidos a la topografia y la batimetria. Esta correccion se llama
correccion RTM (Forsberg and Tscherning, 1997) y nos permite obtener un campo de anomalias aire-
libre suavizado, muy adecuado para la interpolacion a una rejilla regular. Esta correccion suele ser
aplicada junto con una correccion de onda larga, obtenida restando las anomalias de la gravedad
predichas por un modelo geopotencial, a los valores de las anomalias aire-libre observadas. En suma, la
correccion total que debemos aplicar a los valores de anomalias aire-libre mostrados en la figura 9(a) esta
dada por:

Agpts — Apts

red free

—2nkp h—h, ™ +c™ —Ag™, (14)

Donde
e el superindice pts denota cada punto distribuido sobre el area de estudio de forma aleatoria,
e A™ eslaanomalia aire-libre determinada en ese punto (figura 9(a)),

free

e Kk es la constante de gravitacion de Newton,

e pes la densidad de la topografia (2.67g/cm?®) para la correccion RTM en tierra o la densidad de
la topografia menos la densidad del agua marina.
(2.67 — 1.03 = 1.64 g/cm® para la correccion RTM marina).

e hes laelevacion de la superficie de referencia.

e ceslacorreccién del terreno computada para puntos terrestres y marinos.

e Agg,es laanomalia de la gravedad computada desde un modelo geopotencial (esta computacion
sera luego.
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4 4 -10 -8 -6
(a) (b)
Figura 9: (a) Distribucion geografica de los valores de anomalias aire-libre de la gravedad, medidos para el area
ibérica. (b) Mapa de las anomalias de la gravedad interpoladas tras ser reducidas mediante la formula (14).

En la formula (14), la superficie de referencia (cuya elevacion e es necesario calcular) se obtiene
mediante la aplicacion de un filtro pasa baja en 2D, con una longitud de onda de corte de 60 minutos de
arco. Este filtro se aplica al campo de elevaciones proporcionado por el modelo digital del terreno
completado con la batimetria del area de estudio (Corchete et al., 2005). En la figura 10(a) podemos ver
dicho campo de elevaciones y en la figura 10(b) la superficie de referencia obtenida con el filtrado 2D.
Respecto a la correccion del terreno c, es necesario calcularla en ambos dominios terrestre y maritimo,
porque tenemos datos de gravedad tanto terrestres como marinos. Esta correccion se calcula por integracion
en cada punto representado en la figura 9(a), por medio del procedimiento clasico de integracion descrito

por Torge (1989). En esta integracion se ha considerado la densidad de las masas topograficas 2.67 g/cm?®

y la densidad del agua marina 1.03 g/cm?, extendiéndose la computacion hasta una distancia de 0.75
grados desde el punto considerado.

Cuando hemos obtenido las anomalias suavizadas mediante la aplicacion de (14), podemos ya interpolarlas
para obtener la distribucion regular de anomalias mostrada en la figura 9(b). Esta interpolacion puede
realizarse con cualquier software comercial disefiado a tal efecto, pues la coleccion de valores a interpolar
esta tan suavizada que cualquier software de calidad podra facilmente realizar dicha interpolacion.
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(a) (b)
Figura 10: (a) Modelo de elevaciones del terreno proporcionado por el modelo digital del terreno SRTM,
completado con la batimetria dada por ETOPO2. (b) Superficie de referencia obtenida mediante el filtrado 2D del
campo de elevaciones.

Finalmente, debemos restaurar en estas anomalias interpoladas la informacién que hemos quitado antes
para suavizarlas, es decir, debemos incorporar el efecto RTM que hemos quitado, pues de lo contrario
nuestras anomalias habrian perdido gran parte de su informacion original. Para llevar a cabo esta
restauracion empleamos la formula:

ot _ AY9 4 2k h—h ™ — o (15)

free red

Ag
Donde
e El superindice grid denota cada punto de la grilla regular considerada
e A™ eslaanomalia aire-libre de la gravedad representada en la figura 11.

free

e AY eslaanomalia de gravedad reducida por (14) e interpolada en una grilla regular (figura 9 (b)).

red

Hay que notar que 2nkp h—h vy c se calculan igual que antes, pero ahora sobre la grilla regular de
puntos considerados.
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-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4
Figura 11: Anomalias de la gravedad obtenidas tras la aplicacién de la formula (15).

La figura 12(a) muestra los valores del término 2nkp h—h  y lafigura 12(b) los valores de la correccion

del terreno c.

La correccion del terreno puede ser positiva o negativa cuando es computada en areas marinas, dependiendo
de la forma de la superficie del fondo marino (Torge, 1989). Esto no es posible en areas continentales en las
que la correccion del terreno es siempre positiva.

Computacion del geoide. Cuando ya tenemos la rejilla de las anomalias de la gravedad, estamos en
disposicion de aplicar las técnicas basadas en la FFT, para calcular el geoide. Este célculo se llevara a cabo
sumando los tres términos siguientes

N=N1 +N2 +N3 (16)

donde N1 es término de onda larga obtenido a través de un modelo geopotencial, N2 es la
contribucién del efecto indirecto originado por la reduccion de Helmert y N3 es el término de longitud
de onda corta, obtenido de la integracién de los datos de gravedad dados por (15), siguiendo el
segundo método de condensacién de Helmert. A continuacidn se indicard cémo son computados los
tres términos de la férmula (16).

Figura 12: (a) Término 2nkp h—h  de la correccion RTM. (b) correccion del terreno de la formula (15)
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CONTRIBUCION DE ONDA LARGA (TERMINO N1).
Esté contribucion se obtiene mediante un modelo geopotencial, a través del desarrollo en serie de
armonicos esféricos dado por (Heiskanen y Moritz, 1985):

N, _ kM 3% (Ej D P, sen ¢ [8J,,cos mr +3K, sen mL |+N, (17)
rY n=2 r m=0
Donde:
e (38J,,,0K.,.) son los coeficientes geopotenciales totalmente normalizados del potencial andmalo de
gravedad.

e aes el semieje mayor del elipsoide de referencia.
e kM es la constante gravitacional geocéntrica de la Tierra.
e P son las funciones de Legendre completamente normalizadas.

e r,¢,A son laposicion geocentrica de los puntos sobre la superficie del geoide.

e v eslagravedad normal_sobre el elipsoide de referencia.
e N, eselgrado maximo de el modelo geopotencial considerado.
e N,es el término de grado cero del desarrollo.

En la computacion de la ecuacion (17), es necesario obtener la posicion geocentrica r del punto
considerado sobre el geoide, para ello, podemos seguir el procedimiento en dos pasos indicado por

Kuroishi (1995). Segun este procedimiento, calculamos en primer lugar el radio geocéntrico elipsoidal .
asociado a las coordenadas (¢, 1) del punto considerado. En un segundo paso y por medio de la ecuacién
(17), poniendo r =r. obtenemos la anomalia en altura &, la cual puede ser usada como una primera
aproximacion de la ondulacion del geoide en el punto considerado. Finalmente, obtendremos el valor
de N(¢, A)en la posicion geocéntrica del punto considerado r, empleando la formula (17) con el valor
r=r.+&c.

Hay que notar que segun este método de computacion, r es considerado como la posiciégeocéntrica de un

punto P sobre el geoide, en lugar de considerar la posicién geocéntrica del punto P sobre la superficie de la
Tierra. Por esta razén, siguiendo este método de computacién en
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dos pasos, lo que obtenemos son ondulaciones del geoide en lugar de anomalias en altura. En la figura 13(a)
podemos ver los resultados obtenidos mediante la aplicacion de la formula (17), a los puntos de la rejilla
regular ubicada en el area de estudio.
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Figura 13: (a) Ondulacion del geoide obtenida a través de un modelo geopotencial para el area de estudio. Intervalo
entre isolineas: 1m. (b) Anomalia de la gravedad obtenida a través de un modelo geopotencial para el area de estudio.

Las anomalias de la gravedad predichas por un modelo geopotencial, son necesarias para reducir las
anomalias aire-libre observadas, tal como indica la ecuacion (14). Estas anomalias de la gravedad,
obtenidas a partir de un modelo geopotencial, pueden calcularse mediante el desarrollo en serie
(Heiskanen y Moritz, 1985):

AGey =kr_'2/| > n-1 (%) P, sen @ [8J, cos mi +3K, sen mL |+Ag, (18)
2

n= m=0

Donde Ag, es el primer término del desarrollo.

En la computacion de la formula (18), hemos usados el valor de la posicion geocéntrica r obtenida
previamente para la formula (17). La figura 13(b) muestra los resultados obtenidos mediante la aplicacion de
la férmula (18), a los puntos de la rejilla regular ubicada en el area de estudio.

EFECTO INDIRECTO (TERMINO Nz)'

El efecto indirecto en el geoide debido a la aplicacion del segundo método de condensacion de Helmert, se
puede calcular en aproximacion plana mediante los dos términos (Sideris, 1990)
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N, :_ﬂ_kphz Xpr¥Yp =7

6y

kp h3 X,y _h3 Xp!yP
j j : "y dxdy (19)
[ xox e gy ]

Donde:
e Kes la constante gravitacional de Newton.

p es la densidad de las masas topograficas (supuesta constante con valor 2.67 g/ cm?®).

* X, Y, sonlascoordenadas del punto de computacion, (X, y) son las coordenadas de los puntos de
integracion.

e v es lagravedad normal sobre el elipsoide de referencia.

e Acesel area de estudio considerada.

e h(x,y) es el modelo de elevaciones (figura 10(a)), considerando sélo elevaciones positivas, es decir, se
consideran solo las masas sobre el geoide.

La aproximacion plana expresada por la ecuacion (13.6) puede ser escrita facilmente en forma de convolucién
mediante (Schwarz et al., 1990):

N, = KRz KR g s KOs (20)
Y 6y 6y
donde
1
fxy =——_ = ||f X,y dxd
X,y 7 y g {I y dxdy

Asi, mediante la aplicacion de la formula de convolucion (20), podemos calcular el efecto indirecto en el
geoide, debido a la aplicacion del segundo método de condensacién de Helmert, obteniendo para el area
de estudio considerada aqui el resultado ilustrado en la figura 14(a).

44

meters

(a)

Figura 14: (a) Efecto indirecto en la ondulacién del geoide producido en la eliminacion de las masas
exteriores al geoide, segun el segundo método de condensacion de Helmert. (b) Correccion del
terreno asociada al segundo metodo de condensacion de Helmert.
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CONTRIBUCION DE LAS ANOMALIAS RESIDUALES (TERMINO N3).

La contribucion de las anomalias residuales representadas en la figura 11, se obtendra por integracion de
las mismas mediante la expresion (Heiskanen y Moritz, 1985):

Donde:

R
N3=4—W{IAQ y,a0 S y do (212)

v es la gravedad normal sobre el elipsoide de referencia.

R es le radio medio de la Tierra.

S(y) es la funcién de Stokes.

o es la superficie de integracion (la esfera unidad).

Ag son las anomalias de la gravedad obtenidas mediante la formula (15), reducidas segun el segundo
método de condensacion de Helmert, es decir (Sideris, 1990)

Ag =A@, +C+09 (22)
Donde Ag,. son la anomalias de la gravedad computadas por medio de (15) y representadas en la

figura 11, c es la correccion del terreno calculada considerando s6lo las masas por encima del
geoide (figura 14(b)) y og el efecto indirecto en la anomalia de la gravedad o efecto indirecto
secundario. La figura 15(a) muestra los valores de las anomalias reducidas mediante (22). La
correccion del terreno de la formula (22) se puede calcular mediante una aproximacion lineal, que
facilita su computacién (Schwarz et al., 1990; Sideris, 1990). El resultado obtenido al calcular ¢ de
esta forma es mostrado en la figura 14(b). El efecto indirecto en la anomalia de la gravedad o efecto
indirecto secundario, se puede calcular mediante la formula (Heiskanen y Moritz, 1985; Kuroishi,
1995):
dg = 0.3086 N2 (en mgal para Nzen metros)

donde N2 es el efecto indirecto en el geoide, calculado anteriormente mediante (20) y representado en
la figura 14(a).

mgal

(a)

Figura 15: (a) Anomalias residuales obtenidas mediante la aplicacion del segundo método de condensacion de
Helmert, formula (22), a las anomalias calculadas mediante la formula (15). (b) Ondulacion del geoide obtenida
integrando las anomalias residuales dadas por (22), mediante la formula (23).
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Cuando los términos de la formula (22) estan todos calculados, estamos en situacion de realizar la integral
(21). Para ello, podemos expresar esta integracion en forma de convolucion usando la FFT en 1D
(Haagmans et al., 1993), obteniendo el término N3 en la forma

On
N, = RAAL F‘l(ZFl Agcos F SJ (23)
4TE’Y o'=0;

-1
donde S es la funcion de Stokes, F1 denota la transformada de Fourier discreta y periodica y F1 es su

inversa. Haagmans et al. (1993) han descrito la forma correcta de llevar a cabo la computacidn dada por
(13.10), por ello, siguiendo estas indicaciones_podemos obtener el valor de la ondulacion residual del geoide
mostrada en la figura 15(b).

VALIDACION DEL GEOIDE.

Cuando sumamos los tres términos dados por la formula (13.3), obtenemos el modelo de geoide
buscado, en este caso es el geoide del area ibérica mostrado en la figura 16(a). Para chequear la validez
del modelo obtenido, debemos comparar las ondulaciones del geoide predichas por este modelo, con las
ondulaciones del geoide obtenidas de forma independiente a este modelo. Estas medidas
independientes deben haber sido calculadas con gran precision, para poder establecer entonces que las
diferencias, entre los valores predichos por el modelo y los valores observados o medidos, son debidas
Unicas y exclusivamente al error que tiene el modelo de geoide obtenido. Para ello, l6gicamente
necesitamos utilizar una coleccion de medidas de gran precision, pues de lo contrario todo el proceso de
validacion seria dudoso. En el area ibérica disponemos de tal coleccion de medidas gracias a la red
GPS-nivelacion que esta desplegada para toda Europa, tal como se explicd en el apartado 4. Esta red
cuyo nombre es EVRS (European Vertical Reference System), constituye un marco de referencia
fundamental para la medicidon de alturas con precision centimétrica. Concretamente, en el area ibérica
esta red posee los veértices de precision mostrados en la figura 16(b).

Cuando comprobamos el modelo obtenido y representado en la figura 16(a), en los puntos de
precision mostrados en la figura 16(b), obtenemos un error de 27.8 cm (Corchete et al., 2005). Este
modelo no ha sido mejorado hasta 2008, fecha en la que han sido publicados los modelos del norte
(Corchete, 2008) y sur de Iberia (Corchete et al., 2008), cuyos errores son de 12.6 y 17.0 cm,
respectivamente.
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Figura 16: (a) Modelo de geoide obtenido para el area ibérica, mediante la suma de los tres términos dados por
(16). (b) Red de puntos para los cuales es conocida la ondulacién del geoide con gran precision.

CONSIDERACIONES GENERALES

En la bibliografia general sobre este tema, basada en casos practicos concretos, se ve que en general la
tendencia es el calculo de modelos geoidales utilizando procedimientos combinados.

La aplicacion de la técnica remover-restituir esta ampliamente difundida pero no siempre sontenidos
en cuenta algunos factores que inciden directamente en la precision del resultado final.

Al combinar un modelo de geopotencial con datos gravimétricos tomados en la superficie terrestre (ya sea
en forma directa o reducidos a partir de datos aerogravimétricos) y datos de altimetria satelital debe
prestarse especial atencién al marco de referencia en el que se desarrolle el trabajo.

En el computo de los coeficientes de los modelos de geopotencial interviene muy variada
informacion (recorrido de Orbitas satelitales, datos gravimétricos superficiales, datos altimétricos, etc.)
integrada de un modo coherente en un Unico marco de referencia. EI marco de referencia para los valores
de N que se obtengan de la aplicacién de algoritmos de célculo sobre un modelo de geopotencial
quedara en consecuencia establecido por el marco de referencia del modelo adoptado. En el EGM 96 el
marco global esta definido por la red de estaciones SLR. La comparacion efectuada entre dicho
marco e ITRF 94 indica que los origenes coinciden dentro de un entorno de 1 cm y que existe un cambio
de escala de aproximadamente 1,5 £ 0,4 ppb (Lemoine et al., 1998), lo

que torna a la diferencia entre ambos marcos practicamente indistinguible.

Ademas, la técnica remover-restituir utiliza anomalias gravimétricas calculadas a partir de datos de
medicion en superficie. Para mantener la coherencia, estas anomalias gravimétricas deben
calcularse aplicando la férmula para la gravedad teérica de 1984.

La definicion del geoide se complica ademas por la permanente deformacion que sufre la Tierra debida
a la presencia del Sol y la Luna. La consideracion de estos efectos de mareas permanentes condujo a la
definicion de tres tipos de geoides (Ekman, 1995, Rapp et al., 1991): el geoide sin marea, el geoide
medio y el geoide cero. Andlogamente se tendran definiciones similares para el elipsoide que se
asociard con el tipo correspondiente de

geoide. EI EGM 96 mantiene como elipsoide de referencia (WGS 84 G873), sin marea, y por lo tanto
las ondulaciones que se obtengan a partir de él se hallaran en este sistema.
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Si bien las diferencias de ondulacion entre los distintos tipos de geoide son del orden de 10 cm, es
importante que h 'y N estén dados en el mismo sistema de mareas.

Otra observacion importante a tener en cuenta es que la ondulaciéon geoidal provista por un modelo de
geopotencial puede ser escrita como:

N=(z+( +C (21)

Donde (7 es el llamado término de orden cero (estimado en forma global en —53cm) y cuyo uso es

necesario para referir el valor de ondulacion al elipsoide WGS 84. En algunas aplicaciones se
establece (z=0. Esto implica que los valores calculados se refieren a un elipsoide en el cual son

idénticos la constante gravitacional geocéntrica del elipsoide y de la Tierra (GM=GMQ) vy el
potencial (WQ=Up). Otra posibilidad es adoptar para (7 la media de las diferencias entre los valores de N
obtenidos a partir del modelo de geopotencial y los calculados con el procedimiento geométrico.

z;* es el valor que se obtiene a partir de los coeficientes provistos por el EGM 96, siendo (z + C* la
anomalia de altura.

C, que es funcion de la ubicacion del punto, es la suma de tres términos correctivos que también pueden
obtenerse a partir de los coeficientes del modelo y permiten transformar el valor de anomalia de
altura en ondulacion geoidal N. Los valores de C son muy pequefios y sélo resultan significativos cuando se
trabaja en regiones elevadas.

Lo importante de destacar es que los programas de calculo de uso corriente que permiten el calculo de “N”

a partir de un modelo de geopotencial arrojan como resultado sélo el valor de Z;*.
Hasta el momento, los valores mas precisos de ondulacion geoidica (N) pueden obtenerse con el
procedimiento geométrico mediante el célculo de la diferencia entre las alturas elipsoidal y
ortométrica de un mismo punto a través de la sencilla ecuaciéon 5.9: N=h - H
Por supuesto, esta afirmacion solo es vélida si las dos magnitudes que intervienen en el célculo (h yH)
fueron determinadas con suficiente precision.
Ademas, es necesario tener presente que si los datos que intervienen en los calculos son alturas
normales, en lugar de alturas ortométricas, se obtendran valores de ondulaciones quasigeoidicas o
anomalias de alturas [(].
Las magnitudes N y {en un punto pueden relacionarse a travées de la anomalia de Bouguer en dicho punto y
la gravedad normal sobre el elipsoide a través de la expresion:

(-N=-(AgB/70) H (22)
Si las alturas H no tienen ningun tipo de correccidén geopotencial, entonces la precisién de este método
puede reducirse considerablemente y, lo que es ain peor, no puede estimarse la magnitud de esta
imprecision.
Para combinar los valores de N obtenidos a partir de un modelo de geopotencial (o0 algun
procedimiento combinado que lo incluya) con los calculados a partir del procedimiento geométrico es
necesario obtener las diferencias puntuales entre ambas ondulaciones.
Con esta informacion se construye una “matriz de diferencias”, del mismo tamafio y con la misma
separacion que la grilla de valores calculados para N a partir del EGM 96. Sumando ambas grillas se
obtendran los valores de “N ajustados”, cuya interpolacién proveera un modelo de mayor precision
que aquellos calculados por soluciones individuales.
Recordemos ademés que los modelos que utilizan el EGM96 seran compatibles con un marco de
referencia basado en ITRF94.
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